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Prefacio

Estes apontamentos foram escritos como texto de apoio a disciplina de Andlise Matemdtica 11l do
Departamento de Engenharia Quimica da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, nos
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Costa a quem agradeco muito o apoio que me deu durante esse periodo. Muitos dos problemas
incluidos no fim de cada capitulo faziam parte das folhas de problemas propostos pelo Prof. Mério
Rui Costa; outros foram adaptados do livro An Introduction to Differential Equations and Their
Applications, S.J. Farlow, McGraw-Hill, 1994

A maior parte do contetido destes apontamentos encontra-se em qualquer livro de introducio as
equacdes diferenciais. No entanto, a apresentacdo das equagdes de diferencas como ferramenta
para resolver as férmulas de recorréncia que aparecem no método das séries, ndo costuma ser usada
nos livros de equacdes diferenciais. Assim, o capitulo sobre equacdes de diferencas lineares inclui
algumas sec¢des para as quais € dificil encontrar bibliografia.

A versdo deste livro aparece referida, na capa, na data da dltima revisdo. A versdo mais recente
poderd ser obtida no sitio: http://villate.org/pt/books.html.


http://villate.org/pt/books.html
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Definicoes

Uma equacao diferencial é qualquer relacio entre uma funcao e as suas derivadas. Existem dois
tipos de equacdes diferenciais.

1. Equacoes diferenciais ordinarias (EDO): A fun¢do y que aparece na equagio é uma fungo
de uma varidvel x. A forma geral da equacéo é F(x,y,y’,y”,...) = 0. A ordem da equagdo é
a ordem da derivada de ordem superior que apareca na equacao.

2. Equacoes de derivadas parciais: A fungio u é uma fungio de vdrias varidveis, u(x,z,17,...)
e a equagao é uma relagao entre u, as variaveis independentes x,z,¢, . .. € as derivadas parciais
de u.

Uma solugdo explicita da equag@o diferencial ordindria é qualquer fung@o y(x) que verifique a
equagdo num intervalo a < x < b. Uma solug@o implicita ¢ uma relagdo G(x,y) = 0 que verifique a
equacgdo. As solucdes implicitas podem dar origem a vérias solu¢des implicitas.

Exemplo 1.1
Mostre que as fungoes
yi(x) = e e ya(x) =e (1.1)
sdo solugées da equagdo diferencial
y' =2y =15y =0 (1.2)

Resolucao: por simples substituicdo da funcdo e as suas derivadas vé-se facilmente que cada
uma das funcdes dada é solucao:

25> —10e* — 15> =0
9e ¥ 4 6e ¥ —15e =0

Exemplo 1.2
Demonstre que a relagdo
x+y+e¥=0 (1.3)



2 Introdugdo

é solugdo implicita de

d
(1xem) o 1em =0 (14)
Resolucao:
d—( +y+e?)=0 (1.5)
I x+y+e’)= .
d(xy)
1+y +e¥ =0
+y +e P

L+ +(y+x)e” =0
d
(1+xexy)d%;+l+yexy20 [ |

1.2 Equacoes de primeira ordem

As equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem sdo da forma F'(x,y,y’) = 0, mas geralmente
por meio de simples manipulagdo algébrica conseguem-se re-escrever na forma de uma ou mais
equacgoes
dy
— = f(x, 1.6
FRACIR) (1.6)

A chamada forma inversa da equacgao anterior é

a1
dy  f(x,y)

(1.7)

Qualquer solucdo implicita de uma das duas equagdes € solucdo da outra, e se a inversa de uma
solugdo explicita y(x) da primeira equag@o existir, sera solugdo (x(y)) da equag@o inversa. A
equacdo pode ser também escrita na chamada forma diferencial

flx,y)de—dy=0 (1.8)

Existem em geral muitas solu¢des de uma equacao diferencial de primeira ordem. Dado um
valor inicial y(xg) = yo, é possivel calcular a derivada y’ no ponto xq (igual a f(xo,yo) segundo a
equagdo diferencial), e geralmente é possivel encontrar uma curva (curva integral) que passe pelo
ponto (xp,yo) € com derivada igual a f(x,y) em cada ponto. O problema de valores iniciais:

d
2 =fry) ) =0 (1.9)

consiste em encontrar a curva integral (ou curvas integrais) que passa pelo ponto (x,yo)-

1.3 Existéncia e unicidade da solucao

As condigdes suficientes para a existéncia de uma solugdo Unica de uma equacdo diferencial de
primeira ordem sao definidas pelo teorema de Picard:
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Teorema 1 (Picard)
Considere o problema de valor inicial

dy

=) ) =y (1.10)
se a funcdo f e a derivada parcial de f em funcdo de y sdo continuas numa vizinhanga do ponto
(x0,¥0), existe uma solugcdo unica 'y = g(x) em certa vizinhanga do ponto (xo,yo) que verifica a
condigao inicial g(xp) = yo.

O intervalo onde existe a solugfo Unica pode ser maior ou menor que o intervalo onde a fungao
f e asua derivada parcial df/dy sdo continuas (o teorema ndo permite determinar o tamanho do
intervalo).

As condicdes do teorema de Picard sdao condicdes suficientes, mas ndo necessdrias para a
existéncia de solugdo tnica. Quando f ou a sua derivada parcial df/dy ndo sejam continuas, o
teorema ndo nos permite concluir nada: provavelmente existe solucdo Unica a pesar das duas
condi¢des ndo se verificarem.

Exemplo 1.3
Demonstre que a relagdo

P4y =2 =0 (1.11)

onde c é uma constante positiva, é solucdo implicita da equacdo

dy X
~__Z 1.12
&y (1.12)
que pode concluir a partir do teorema de Picard?
Resolucao:
2x+2yy' =0 (1.13)
, X
y=-C
y

a fungdio f = —x/y e a sua derivada parcial df/dy = x/y? sdo continuas em quaisquer pontos fora
do eixo dos x. A solucdo implicita dada conduz as solucdes tnicas:

y1 = V2 —x2 y2 = —V % —x? (1.14)

no intervalo —c < x < c. O teorema de Picard nada permite concluir nos pontos y = 0, mas segundo
o resultado obtido acima vemos que em cada ponto y = 0 existem duas solucdes, y; e y,. B

1.4 Problemas

Em cada equagdo diferencial identifique as varidveis independentes e dependentes. Demonstre em
cada caso que a fungdo y ou u na coluna da direita é solu¢do da equago, onde a e ¢ sdo constantes.

1. gi:\/ﬁ (a#0) y(x) =vx2+a?
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1(dy\* d
2 4<dxy> xgty=1- yx) =22
’u  d%u y
3. @4‘@ =0 u(x,y):arctan (;)
o P, Fu P 1

— + =0 u(x,y,z) = ————o——
oxz  dy? 0972 (:3,2) /2y 72

Demonstre que a relacdo dada define uma solugdo implicita da equagado diferencial.

5. yy/ — er y2 — er

2

6. y = 4 5 y=ce'/*
Xy —x

Os problemas 7 ao 11 sdo um teste a sua intui¢do (a jjintui¢do/;, sO se adquire com alguma
experiéncia e, por isso, € importante analisar estes problemas e as suas solu¢des). Em cada caso
tente adivinhar uma solucdo; faca alguma tentativa e verifique se é ou nao solucdo. Diga se a
solugdo que descobriu é geral ou particular.

d
7. ay =y (a fun¢do cuja derivada € igual a si prépria)
d ) . . ~
8. oo y (derivada igual ao quadrado da funcao)
dy
9. —+y=1
Y
d
10. —+y=¢*
& +y=e
1 Yy fungio cuj ivada é igual a 1
C (fungdo cuja segunda derivada € igual a 1)

Verifique que a fungao dada é solucdo do problema de valor inicial
12. y'+3y +2y =0, y(0)=0 y(0)=1 yx)=e ¥ —e ¥
13. y' +4y =0, y0)=1 y(0)=0 y(x) = cos2x

Determine se o teorema de Picard implica a existéncia de uma solucdo Unica dos seguintes problemas
de valor inicial, numa vizinhanca do valor inicial x dado.

14. y —y=1 y(0) =3
15. y =x3 —y? y(0)=0

x
16. y = —- y(1)=0
5 (1)
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17. O problema de valor inicial y’ = 2,/y, y(0) = 0, tem um niimero infinito de solugdes no
intervalo [0, ).

2

(a) Demonstre que y(x) = x~ é uma solugdo.

(b) Demonstre que se (¢ for um pardmetro positivo, a seguinte familia de funcgdes (ver
figura) serdo também solucdes

] 0 0<x<c
Y (x—c)? c<x

Porque nao pode ser ¢ negativo?

(c) Interprete estes resultados em relagdo ao teorema de Picard.

y=(x-0

Az




Introdugdo




Capitulo 2

Equacoes diferenciais de primeira
ordem

Existem alguns tipos de equagdes ordindrias de primeira ordem que podem ser resolvidas analitica-
mente. Comecemos por estudar o caso mais simples das equagoes diferenciais de primeira ordem,
que sdo as equacdes da forma
dy
— = f(x 2.1
=) @1
Esse tipo de equagdes resolvem-se facilmente, usando o teorema fundamental do célculo
integral

v = [ fldese (2.2)

em que ¢ é uma constante arbitrria que serd determinada pela condi¢do inicial do problema.

2.1 Equacoes de variaveis separaveis

Uma equacao € designada de variaveis separaveis, se poder ser escrita na forma

Y _ S (2.3)

dx  g(y)

Para resolver este tipo de equagdo primeiro observemos que a primitiva da fungio g(y) pode
ser calculada da seguinte forma

/g(y) dy = /g(y(X))gzdx (2.4)

A equacio diferencial pode ser escrita como

b _

= (x) 2.5)

g(y)

e a primitiva em ordem a x do lado esquerdo € igual a primitiva em ordem a y de g(y) como
acabamos de ver

[et)av= [ racte (2.6)



8 Equacdoes diferenciais de primeira ordem

As equagdes do tipo
dy

e flax+by+c) (2.7)

onde a e b s@o constantes, ndo sdo equagdes de varidveis separdveis, mas podem ser reduzidas a
elas por meio da seguinte substitui¢ao

d
v=ax+by+c o — =a+b— (2.8)

2.2 Equacoes lineares

As equacoes lineares sio as que podem ser escritas na forma

dy

1 HPEy=f) 2.9)
Para resolver este tipo de equacdo podemos tentar transforma-la na forma simples estudada na

secdo 2. No caso particular em que a funcio p for uma constante a, o lado esquerdo serd semelhante

a seguinte derivada

dy axy\ ___ ax /
&( e™) = e™(y +ay) (2.10)

consequentemente, podemos multiplicar os dois lados da equagdo diferencial por exp(ax) e obter-
mos

dy oy ax
L0 = ) (2.11)

ye® = /e‘”‘f(x)dx—l—c

No caso geral em que p depende de x, usamos a primitiva de p(x) em vez de ax e o fator
integrante pelo qual deveremos multiplicar a equacdo sera

u(x) = exp [ [ p dx] (2.12)

multiplicando os dois lados da equacgao diferencial por u obtém-se

Lout) = p)fe) 2.13)

dx
= [u)fe)are

Exemplo 2.1
Encontre a solugcdo da equacdo diferencial

dy_ vy
dx  y3—2x
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A equacdo ndo € de varidveis separdveis, nem linear, mas se invertermos a equagao obteremos

dx  y -2
&y (2.14)
dy y
a qual é uma equacao linear. Escrita na forma padrao
dx 2
—4+x=y (2.15)

dy 'y

U= exp (/ idy) =y? (2.16)

multiplicando os dois lados da equag@o por u obtemos

vemos que o fator integrante é

d 2 4
— = 2.17
dy(y x)=y (2.17)
yS
— yx=+C (2.18)

5
Para calcular o valor da constante de integracdo, substituimos a condic¢do inicial

1 9
2=-4C = C=2= 2.19
5+ 5 (2.19)

e a solugdo (de forma implicita) é

59°x=y"+9 | (2.20)

2.3 [Equacoes exatas
Qualquer equacdo de primeira ordem pode ser escrita em forma diferencial:
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (2.21)

esta forma é semelhante a expressdo da diferencial de uma fun¢do de duas varidveis

oF oF

Esta equagdo sugere-nos admitir que existe uma fun¢do F(x,y) cujas derivadas parciais sdo iguais
aM(x,y) e N(x,y). No entanto, a segunda derivada parcial de F seria

°F oM _oN

Assim, para que a conjetura da existéncia da func@o F(x,y) seja consistente, é necessario que
as funcdes M e N verifiquem a seguinte condi¢do

oM N

W o (2.24)
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nesse caso diz-se que a equacdo ¢ uma equacao exata e pode ser escrita como
dF(x,y)=0 (2.25)

sendo a sua solucgdo geral
F(x,y)=c¢ (2.26)

A fung@o F calcula-se encontrando a fungdo cujas derivadas parciais sejam iguais a M(x,y) e
N(x,y).

Exemplo 2.2
Resolva a seguinte equagdo
dy 9 +y—1

o byx (2.27)
A equacgdo pode ser escrita da seguinte forma diferencial
(4y—x)dy — (9> +y—1)dx=0 (2.28)
e verifica-se que € uma equagao exata:
g}c(4y—x):—l:gy(—9x2—y+l) (2.29)
existe uma fungdo F(x,y) tal que
((11;::4y—x — F=2"—xy+f(x) (2.30)
dF ) 3
a:—9x —y+1 = F=-3x—xy+x+g0) (2.31)
comparando os dois resultados para F' vemos que
flx) = x=3x° (2.32)
gy) = 27 (2.33)
e a funcdo F(x,y) é (para além de uma constante que néo é importante aqui)
F(x,y) =2y* —3x° —xy+x (2.34)
a solucgdo geral da equacdo diferencial € F igual a uma constante
2y =3 —xy+x=c N (2.35)

2.4 Equacoes homogéneas

Uma equagéo de primeira ordem diz-se homogénea se tiver a seguinte forma geral

dy [y
e f(x) (2.36)
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para resolver este tipo de equacdo usa-se a substitui¢do

y dy dv
y == e —_— =y +x— 237

X dx dx 2.37)

a qual transforma a equacdo numa equagdo de varidveis separdveis. Para reconhecer facilmente se

uma funcao racional é da forma f(y/x) observam-se os expoentes de cada termo no numerador

e denominador (soma do expoente de x mais o expoente de y) os quais deverdo ser iguais. Por
exemplo das duas fun¢des seguintes a primeira tem a forma f(y/x) mas a segunda nao

xy? —x° xy+y

yx2 2+x

(2.38)

Existem outras equacdes que podem ser reduzidas a equacdes homogéneas. Um exemplo tipico
é a equacdo
d b
Y _ (“” Y+C> (2.39)

dx px+qy+r
onde a,bc,p,q e r sdo constantes dadas. Se as constantes ¢ e r fossem nulas, a equagao seria

homogénea; definimos um novo sistema de coordenadas (u,v) para substituir (x,y), de forma a
obter

ax+by+c = au+bv (2.40)
px+qy+r = pu+gqv (2.41)
ou de forma equivalente
a(x—u)+bly—v) = —c (2.42)
px—u)+qly—v) = —r (2.43)

a solucdo deste sistema de equacdes lineares pode ser obtido por meio da regra de Cramer

‘ —c b' a —c

—r gq p —-r

X—uU=-—- —y = 2.44

a b‘ Y a b’ ( )
P q P q

como os lados direitos das equacdes 2.42 e 2.43 sdo constantes, também temos que dx = du,
dy = dv e a equacdo diferencial transforma-se numa equagdo homogénea

d b
V:f(“qu V) (2.45)
du pu-+qv
Exemplo 2.3
Resolva o problema de valor inicial
d -3
dy _x+y=> y(3) =1 (2.46)

dv  x—y-—1
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Esta equagdo pode ser reduzida a uma equacdo homogénea, mudando as variaveis (x,y) para
(u,v) definidas por

xX+y—=3 = u+tv (x—u)+(y—-v) = 3
x—y—1 = u—v  (x—u)—(y—v) = 1 (2.47)

usando a regra de Cramer temos

3 1
L B (2.48)
X—uy = —= .
1 1
I —1
3
71 ! 1 (2.49)
J— v P = .
Y 1
1 —
x=u+2 = dx=du (2.50)
com estas substitui¢des, a equagdo diferencial torna-se uma equac¢do homogénea
d
v _uty (2.52)
du u—v

e para transforma-la numa equagao de varidveis separaveis, definimos uma nova variavel dependente
Z

v dv dz
— 2 == 2.53
¢ u - du ot du ( )
Substituindo na equagdo diferencial temos
dz  1+z
—~__T= 2.54
chu du 1-—z @4
dz 1 /1+z 2+
du  u\1-z u(l—7z)
Esta é uma equacdo de varidveis separdveis que pode ser integrada
-z du
—dz = — 2.55
/ 217 w (2:59)
1
arctg(z) — Eln <1 +Z2> = lnu+c

Para calcular o valor da constante ¢, vemos que a condi¢do inicial y(3) = 1 implicau =2,v=0
ez=0
Inl 1 5
arctg0—7:1n2+c = arctgz—iln(H—z ) =Inu (2.56)

e, assim, a solu¢do em funcdode x e y é

arctg yo1 —lln
x—2 2

y—1\? _
1+<x_2) ] =In(x-2) W (2.57)



2.5 Equagdo de Bernoulli 13

2.5 Equacao de Bernoulli

Um tipo de equacdo diferencial que pode ser reduzida a equacio linear, € a chamada equacao de

Bernoulli, definida como
dy

o TP = F)y (2.58)
onde n € um nimero racional, diferente de O e de 1. A substituicao
y=y" — V=>1-=n)y "y (2.59)

transforma a equacao de Bernoulli numa equacao linear.

2.6 Equacao de Riccati
Outra equacao redutivel a equagdo linear € a equacdo de Riccati:

b _

& a(x)+b(x)y+c(x)y (2.60)

onde a(x), b(x) e c(x) sdo trés fungdes que dependem de x. Se conhecermos uma solug@o particular
da equacio, por exemplo yi, a seguinte mudanga de varidvel transformara a equacdo em equacio
linear | 4 4 | d
Y V1 v
y=y+s o a2 (2.61)
Exemplo 2.4
Encontre a solucdo geral da seguinte equagdo sabendo que y|(x) é solugdo particular

y=ey—y+e ™  y(x)=—e Fcotx (2.62)

Trata-se de uma equagao de Riccati e para a resolver usamos a seguinte substitui¢cao

1
y=y1+; — Y =y—— (2.63)

¢ conveniente ndo substituir y; pela fungdo dada, ja que o fato desta ser solu¢do da equagdo
simplificard os resultados. Substituindo na equacdo de Riccati obtemos

Vv 1 1
Vi—s = ex<y?+2y1+2>—y1—+ex (2.64)
1% 1% 1% v
V(i—evity—e ™) = V+(@2net—1)v+e

como y; € solugdo, o termo nos paréntesis no lado esquerdo € zero e obtém-se a seguinte equacao
linear para v(x)
vV — (2cotx+ 1)y = —¢ (2.65)

o fator integrante desta equacao linear é

e—x

. (2.66)

u(x) = exp/(—l —2cotx) dx = exp [—x — 2In(sinx)] = —
sin” x
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multiplicando os dois lados da equagdo linear por u e seguindo os passos explicados na se¢do sobre
equacdes lineares

' — (2cotx+ 1)uv = —csc’x (2.67)

2
—(uv) = —csc”x
()
uy =cotx—+c
v = e"sin’x(cotx+ ¢) = e*sinx(cosx + csinx)

—X

1 e 1
Yy=y1+—-=— <—COSX.>
v sinx COSXx + cSsinx

_,sinx —ccosx

y==¢e -
COSX -+ cSsinx

a solugdo geral estd constituida por esta dltima familia de fungdes, junto com a solucdo particular

vi.

2.7 Problemas

Resolva as seguintes equagdes diferenciais ordinérias (todas sdo de varidveis separdveis, exatas,
lineares ou redutiveis a elas)

dy tsiny L4

1. = = - N=2=
dr %Y 1+12 y(1) 2
dy

2. —+y=1+¢ 1)=2
3 = y(1)
dx

3. d—y:cos(x+2y) x(0)=0

4 dy  y* =2ty

A 2
dy x+y

5. _— = — 2 :3
dr  xt2y ¥(2)

6. (2y+ecosy)y = —e'siny

d

7. 1+3t—2y—(4t—3y—6)?);:0

3 Q_x+4y+5 -

Tdx x—2y—1 Y2 =
dy x*—1

9, —> = —1)=1
dx  y2+1 y(=1)
dy _ 93 _

10. 242y =275 y(0) =25
d 32

n, 22

dx X
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dy X
21
de  xZy+)y?
13, g:x@y—l-l)
dx y —x2
_2
4, &2
dx y*—x

Resolva as seguintes equacdes de Riccatti, sabendo que y = y; (x) € uma solugdo particular:

dy vy 1 1
15. _ - — = —— = —
+ Y 2 y1(x) .
d 2 2., <inl 2
16. y _ 2008"x —sin X+y yi(x) = sinx

dx 2cosx
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Capitulo 3

Aplicacoes das equacoes diferenciais de
primeira ordem

3.1 Crescimento demografico

A taxa de aumento de uma populacdo € a soma das taxas de natalidade (n) e migracdo (g), menos a
taxa de mortalidade (i)
a=n+g—m 3.1

O aumento da populacdo num instante dado € igual ao produto da populacdo nesse instante vezes a
taxa de aumento da populagdo; se a populac@o no instante ¢ for representada pela fungdo P(t), o
aumento da populacdo serd também igual a derivada de P

P

— =aP 3.2
it (3.2)

Para poder resolver esta equacéo € preciso conhecer a dependéncia de a com o tempo. Veremos
dois casos simples

3.1.1 Modelo de Malthus

Se a taxa de aumento da populacdo (a) for constante a equacao diferencial anterior serd uma
equagdo de varidveis separaveis

dP
= = /adt+C (3.3)
P = Poe‘”

Onde Py ¢é a populagdo em t = 0. Este modelo pode ser uma boa aproximacio em certo intervalo,
mas tem o inconveniente que a populacao cresce sim limite.
3.1.2 Modelo logistico

Considera-se uma taxa de mortalidade que aumenta diretamente proporcional a populagdo, com
taxas de natalidade e migracao constantes. A taxa de aumento da populagdo € assim

b—kP (3.4
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com b e k constantes. A equacgdo diferencial obtida é uma equagdo de Bernoulli

dpP

— =bP—kP? 3.5

" (3.5)
Neste modelo a populacdo ndo cresce indiscriminadamente, pois a medida que P aumenta, a taxa
de aumento diminui chegando eventualmente a ser nula e nesse momento P permanece constante.

Por meio da substitui¢do u = 1/P obtém-se uma equag@o linear

du
— =—butk 3.6
m u+ (3.6)

Que pode ser resolvida multiplicando os dois lados pelo fator integrante exp(br)

d

dx(w‘”) = k/e’”dt+c (3.7)
1k o
; - b+Ce

A populagdo aproxima-se assimptoticamente do valor limite b/k.

3.2 Decaimento radioativo

Numa substancia radioativa, cada &tomo tem uma certa probabilidade, por unidade de tempo de
se transformar num dtomo mais leve emitindo radiagdo nuclear no processo. Se p representa essa
probabilidade, o niimero médio de 4&tomos que se transmutam, por unidade de tempo, € pN, em
que N € o nimero de 4tomos existentes em cada instante. O ndmero de 4tomos transmutados por
unidade de tempo € também igual a menos a derivada temporal da funcdo N

dN

— =—pN 3.8
O p (3.8)

A massa dos correspondentes 4tomos, x, é diretamente proporcional a N e assim obtemos a seguinte

equacdo diferencial
& (39)
— = —pX .
a - P

onde p é uma constante, designada de constante de decaimento. A solucio geral desta equacio é
uma funcdo que diminui exponencialmente até zero

x=Ce " (3.10)
e a solug@o unica para a condi¢do inicial x = xg no instante inicial é (figura 3.1)
x:er_pt (311)

A meia-vida da substincia define-se como o tempo necessario para a massa diminuir até 50%
do valor inicial; a partir da solu¢do obtida temos

B In2

05=e? ¢ (3.12)
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-pt

Figura 3.1: Decaimento exponencial de uma substancia radioativa.

Quanto maior for a constante de decaimento p, mais rapido diminuird a massa da substancia (ver
figura 3.1).

Uma substéincia radioativa presente em todos os organismos vivos € o carbono 14 que decai
transformando-se em azoto, com uma meia-vida de aproximadamente 5580 anos. O conteido
de Cy4 em relacdo ao Cj, de qualquer organismo vivo € o mesmo. A razao € a seguinte: no fim
da cadeia alimentar dos seres vivos estdo os organismos que absorvem o carbono diretamente da
atmosfera e portanto a relagdo Cj4/Cj, nos seres vivos é a mesma que na atmosfera. Na atmosfera
esta relagdo € estdvel hd muitos anos; os organismos mortos, em processo de decomposi¢do perdem
C14 como resultado do decaimento radioativo e ndo o regeneram através da dieta. O azoto que a
atmosfera ganha dos organismos em decomposicdo é transformado novamente em Cy4 pelos raios
cOsmicos, nas camadas superiores. Uma comparacio do contetido de carbono 14 de um organismo
morto, por exemplo madeira obtida de uma drvore, com o contetido existente num organismo vivo
da mesma espécie, permite determinar a data da morte do organismo, com uma boa precisao quando
o tempo envolvido for da ordem de grandeza da meia-vida do carbono 14.

3.3 Trajetorias ortogonais

Uma equagdo da forma
flxy)=c (3.13)

onde ¢ é uma constante, define uma familia de curvas. As trajetdrias ortogonais sao outra familia
de curvas que intersetam a primeira familia em forma ortogonal: em cada ponto de uma das curvas
da primeira familia passa uma curva da segunda familia, formando um &ngulo de 90°.

Para encontrar a familia de trajetdrias ortogonais as curvas f(x,y) = ¢, comegamos por encontrar
uma equagdo diferencial cuja solugdo geral seja f(x,y) = c; essa equag@o encontra-se derivando
implicitamente a equagdo anterior

of
of L ofdy _ dy _ _ox
ox + dy dx =0 — dx  9df G149
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A derivada dy/dx representa em cada ponto o declive da curva que passa por esse ponto. O declive
da curva ortogonal serd o inverso, com sinal trocado

of
dy _ oy
— === 3.15
& of (3.15)
ox
a solucgdo geral desta equacdo € a familia de trajetérias ortogonais.
Exemplo 3.1
Encontre as trajetorias ortogonais da familia de circulos com centro na origem.
A equac@o dos circulos com centro na origem &
X +y*=c? (3.16)

onde o parametro ¢ pode ter qualquer valor positivo a equagdo diferencial cuja solugdo geral € essa
familia de circulos obtém-se por derivacdo implicita

2x+2yy =0 = —=—— 3.17
X+ 2yy ot dy 3.17)
e a equacdo diferencial das trajetérias ortogonais é
dy 'y
— == 3.18
o x (3.18)
A solucgdo desta equacdo de varidveis separdveis é
y=ax (3.19)

que corresponde a uma familia de retas que passam pela origem; a constante de integracdo é declive
das retas. A figura 3.2 mostra a familia de curvas e as trajetdrias ortogonais H.

Figura 3.2: Familia de circulos com centro na origem e trajetorias ortogonais.
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3.4 Problemas de aquecimento e arrefecimento

Outra aplicacdo das equagdes diferenciais de primeira ordem s3o os problemas de aquecimento
e arrefecimento. Entre dois corpos em contato existe transferéncia de calor por condugdo, do
corpo mais quente para o mais frio. Se a temperatura do objeto em qualquer instante é 7'() e a
temperatura do meio ambiente é M(t), o aumento da temperatura do objeto em qualquer instante
serd diretamente proporcional a diferenca de temperatura com o meio ambiente

dT
—=kM-T 3.20

=k 1) (320)
onde k ¢ uma constante de condug¢do térmica. Esta equacdo € uma equagdo linear que pode ser
facilmente resolvida uma vez conhecida a temperatura do meio M(z). O caso mais simples é quando

a temperatura do meio ambiente é constante; nesse caso a equacao é de varidveis separaveis
dT —kt
/ﬁ:/kdt—i—C == T=M+(To—M)e (3.21)

onde Ty € a temperatura inicial. A temperatura do objeto aproxima-se assimptoticamente a tempera-
tura do meio.

3.5 Cinética quimica

Consideremos uma reagao quimica de primeira ordem na qual um composto A reage dando origem
a outros dois compostos B e C
A—B+C (3.22)

Cada molécula do composto A tem uma determinada probabilidade de reagir por unidade de
tempo. Assim, o nimero de moléculas que reagem por unidade de tempo ¢ diretamente propor-
cional ao ndmero de moléculas existentes, e a velocidade da reacdo é diretamente proporcional a
concentragdo [A] do composto A (admitindo um volume constante). A medida que o composto
reage, a sua concentracio diminui e a velocidade de reacdo também; em qualquer instante a taxa de
diminuicao de [A] € diretamente proporcional a [A]

dAj

= KA (3.23)

Este tipo de reacdo designa-se de reacdo de primeira ordem. A equagdo anterior é a mesma
equagdo obtida para o decaimento radioativo, ja que o mecanismo das reagdes de primeira ordem e
do decaimento radioativo sdo andlogos, a nivel atémico e nuclear.
Consideremos agora uma reacdo na qual dois reagentes A e B combinam-se formando um
composto C
A+B—C (3.24)

Cada molécula de A tem uma determinada probabilidade ¢ de reagir com uma molécula de B (por
unidade de tempo); na presenca Ng moléculas do composto B, a probabilidade de reagir que tem
cada molécula de A é cNg.! Assim o ndmero médio de reacOes por unidade de tempo € cNaNg,

IE claro que uma molécula terd maior probabilidade de reagir com as moléculas vizinhas do que com outras moléculas
afastadas, mas vamos admitir que ¢ € a probabilidade média e permanece constante
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sendo N e Ng o nimero de moléculas de A e B existentes nesse instante; este sera também o
aumento do numero de moléculas do composto C, N¢, por unidade de tempo:

dN,
th — ¢NANg (3.25)

Em fun¢do das concentracdes dos compostos A, B e C, a equagdo diferencial obtida é

dx
T k(a—x)(b—x) (3.26)

onde x € a concentracdo do composto C e a e b as concentracdes iniciais de A e de B. Este tipo de
reacdes sio de segunda ordem.

Exemplo 3.2 (Problema de evaporacao)
Uma esfera de naftaleno tem um raio inicial de 1 cm e depois de trés meses observa-se que o raio
diminuiu até 0,5 cm. Calcule quanto tempo tardard a esfera em evaporar-se completamente.

O volume da esfera solida que se evapora em cada instante é diretamente proporcional a drea

da superficie
av

dr
onde V = 4113 /3 é o volume da esfera, e A = 47r? a drea da sua superficie. Substituindo na
equacao diferencial, obtemos uma equacdo simples para o raio da esfera

dr_
dr

— kA (3.27)

—k (3.28)
a sua solucdo mostra que o raio diminui linearmente e funcio do tempo:
r=ry—kt (3.29)

consequentemente, se o raio diminuiu a metade em trés meses, tardard outros tr€s meses a em
chegar a ser zero. Bl

3.6 Problemas

1. A andlise quimica de uma viga de pinho retirada da tumba dum faraé Egipcio mostrou que o
conteddo de carbono 14 € 55% do existente num pinheiro vivo. Sabendo que a meia-vida do
carbono 14 € 5580 +45 anos, calcule a idade da tumba.

2. Segundo o Factbook da C.I.A., os dados demogréficos para Portugal em Julho de 1993 foram
os seguintes: populacao = 10486 140 habitantes, taxa anual de natalidade = 11,59 por mil,
taxa anual de mortalidade = 9,77 por mil e taxa anual de migracdo = 1,8 por mil. Admitindo
que as trés taxas permanecem constantes entre 1993 e 1997, faca uma estimativa da populacio
de Portugal em Julho de 1997.

3. No problema anterior admita que as taxas de natalidade e migracdo sejam constantes até ao
ano 2000, enquanto a taxa de mortalidade € diretamente proporcional a populacdo (modelo
logistico). Calcule qual seria neste modelo a populagdao em Julho do ano 2000 (a constante de
proporcionalidade da taxa de mortalidade calcula-se facilmente a partir dos dados iniciais).
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4.

6.

7.

A intensidade luminosa num lago ou no mar diminui exponencialmente em func¢do da profun-
didade, como resultado da absor¢ao da luz por parte da d4gua. Se 7,6 metros de d4gua absorvem
15% da intensidade da luz incidente na superficie, a que profundidade seria a luz do meio dia
tdo intensa como a luz da lua cheia sobre a Terra? (a luz da lua cheia sobre a Terra é 300 000
vezes mais fraca que a luz do sol a meio dia).

Numa reacdo quimica de segunda ordem dois reagentes A e B combinam-se formando um
composto C (A +B — C). Cada molécula de A tem uma probabilidade de reagir com B
(por unidade de tempo) diretamente proporcional ao nimero de moléculas de B existentes:
probabilidade = c¢Ng, em que ¢ é uma constante e Ng 0 nimero de moléculas de B. Assim
o numero médio de reacdes por unidade de tempo € cNaNg, sendo Na e Ny o niimero de
moléculas de A e B existentes nesse instante.

(a) Demonstre que em qualquer instante a concentracdo x do composto C (em moles por
unidade de volume) verifica a seguinte equacio

dx
% =k(a—x)(b—x)

onde a e b sdo as concentracdes iniciais de A e B, no instante = 0 quando a concentra-
cdo de C ¢ zero, e k ¢ uma constante (admita o volume constante).

(b) Encontre a solucdo da equagdo anterior para a constante k e a concentracao x.

(c) Quando a concentracdo de um dos reagentes ¢ muito maior, por exemplo a > b, o termo
a — x permanece praticamente constante e muito perto do valor inicial a. Resolva a
equacdo diferencial com a dita aproximacao.

(d) Resolva a equagdo diferencial da alinea a no caso particular de concentracdes iguais
para os dois reagentes (a = b).

Encontre as trajetdrias ortogonais da familia de elipses 4x> +y*> = c.

A constante de tempo (inversa da constante de transferéncia térmica k) de um prédio ¢
1/k =1 dia. Ndo existem sistemas de aquecimento ou ar condicionado dentro do prédio. A
temperatura exterior oscila em forma senoidal entre 0 minimo de 5 °C as 2 horas e o maximo
de 25°C as 14 horas.

(a) Encontre a equacdo diferencial para a temperatura dentro do prédio. (sugestdo: use o
tempo ¢ em dias, com origem num dia qualquer as 8 horas quando a temperatura externa
tem o valor médio)

(b) Encontre a solucdo de estado estacionario (valores elevados de ?).

(c) Quais serdo as temperaturas maxima e minima dentro do prédio?
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Capitulo 4

Equacoes lineares de ordem 2 e superior

Uma equacao diferencial linear de ordem n tem a forma geral
ao(x)y(") +a (x)y("_l) +ooFan1(x)yY +a,(x)y = g(x) 4.1)

onde ag € diferente de zero (se ndo fosse, terfamos uma equacdo de ordem n — 1). Por simplicidade
estudaremos a equacao de ordem 2, mais os resultados obtidos serdo facilmente generalizados ao
caso de ordem n. Dividindo os dois lados da equacao linear de segunda ordem por agp, obtém-se a
forma padrao

V' +p(x)y +q(x)y = f(x) 4.2)

4.1 Existéncia e unicidade da solucao

Teorema 2
Se as fungdes p(x), q(x) e f(x) sd@o continuas num intervalo (a,b), existe uma tinica solu¢do da
equagdo linear

Yt p(x)y +q(x)y = f(x) (4.3)
no intervalo (a,b), que verifica as condigées iniciais
Ye)=A  y(c)=B (4.4)

para quaisquer niimeros A, B e ¢ (¢ dentro do intervalo (a,b)).

Em contraste com o teorema de Picard para equagdes de primeira ordem, o intervalo onde se
verificam as condi¢gdes de existéncia e unicidade é exatamente o mesmo intervalo onde a solucao
¢ valida; portanto, neste caso as condi¢des do teorema de existéncia e unicidade sdo condigdes
suficientes e necessarias.

No caso geral de ordem n, as condi¢des iniciais serdo o valor da fun¢ao e das primeiras n — 1
derivadas num ponto c, e as condi¢des de existéncia e unicidade serdo a continuidade das n+ 1
funcdes que aparecem na forma padrao da equacao.

4.2 Solucao geral das equacoes lineares

Dadas duas solugdes particulares da equacgdo linear, a diferencga entre elas € solucio da equagdo
homogénea associada
Y'+p(x)y +q(x)y =0 (4.5)
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De maneira reciproca, qualquer soma de uma solu¢do da equagdo linear mais uma solu¢do da
equagao homogénea associada, € também solugao da equacao linear. Assim a solucdo geral pode
ser obtida a partir de uma Unica solugao particular, y,, da equagio mais a solugdo geral da equagdo
homogénea associada, y,

Ye=Yp+In (4.6)
Para resolver uma equacao linear comegamos por resolver a equagao linear homogénea associ-
ada e depois encontramos uma solug@o particular yj.
4.3 Equacoes lineares homogéneas
A forma geral da equacio linear homogénea de segunda ordem ¢é
Y'+p(x)y +4q(x)y=0 (4.7)
dadas duas solucdes particulares y; e y,, qualquer combinagao linear das duas solugdes
c1y+ceay (4.8)
é também solucdo. Consequentemente as solucdes da equacdo formam um espaco vetorial. Para
determinar a solug¢do geral bastard com determinar uma base do espaco vetorial, ou seja um
conjunto com o nimero maximo possivel de solu¢des particulares linearmente independentes. A
continuagdo veremos como determinar se duas solugdes sao linearmente independentes.

4.4 Independéncia linear entre fun¢oes

Diz-se que duas fungdes f(x) e g(x) sdo linearmente dependentes se existem duas constantes C; e
(> (pelo menos uma de elas diferente de zero) tal que

Cif+Cg=0 4.9)
para qualquer valor de x. A derivada da expressdo anterior é

Cif +Cg' =0 (4.10)
Para cada valor de x, as duas ultimas equacgdes sao um sistema linear. O determinante do sistema ¢

/g

W(f,¢l = 7o 4.11)

e designa-se Wronskiano das fungdes f e g. Se o Wronskiano for diferente de zero num intervalo,
as duas constantes serdo nulas e as fungdes linearmente independentes no intervalo. Realmente
também existem casos em que as fungdes sio linearmente independentes e o Wronskiano € nulo
em alguns pontos isolados, mas esses casos ndo aparecem no estudo das solugdes das equacgdes
lineares, como veremos na seguinte secao.
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4.5 Solucao geral das equacoes lineares homogéneas

Teorema 3
Se y1 e y2 sdo duas solugées particulares da equagdo linear homogénea

Y +p(x)y +q(x)y=0 (4.12)

num intervalo (a,b), e se num ponto xy dentro do intervalo o Wronskiano das duas solucées é
diferente de zero, entdo o Wronskiano serd diferente de zero em qualquer outro ponto no intervalo
(a,b) e as solugdes serdo linearmente independentes no intervalo.

Uma combinag@o linear das duas solucdes é também solucdo; as condigdes iniciais para essa
solugdo serdo

Ciyi(c) +Coya(c) = A (4.13)
Ciyi(c) +Cyh(c) = B (4.14)

para quaisquer valores iniciais A e B existe sempre solucdo Unica C; e Cy, ja que o determinante
deste sistema linear é exatamente o Wronskiano das duas solucdes, o qual € diferente de zero.
Qualquer solucdo particular pode ser obtida a partir de uma combinagdo linear das duas solugdes

ye =Ciy1 +Coyr (4.15)

sendo esta a solucdo geral.

4.6 Meétodo de d’Alembert

O método de d’ Alembert permite transformar uma equacdo diferencial linear de ordem » numa
outra equacdo linear de ordem n — 1, a partir de uma solucao particular conhecida. No caso das
equagoes lineares homogéneas de segunda ordem, este método permite calcular a solucdo geral a
partir de uma solugdo particular. Se y; € solugdo particular da equagao linear homogénea

Y 4+ px)y +q(x)y =0 (4.16)
a substitui¢do
Y=y 4.17)

conduz a uma equagio de primeira ordem para a fungdo v/

dv’ 2y/1 / ’

—— =V +pv (4.18)

dx Y1
considerando como variavel independente a fungdo v/, esta é uma equag@o linear de primeira ordem,
que pode ser resolvida usando o método introduzido no Capitulo 2 para obter v'. A primitiva de v/
da a funcdo v, que multiplicada por y; conduz a solugdo geral da equacdo 4.16.

Exemplo 4.1
Sabendo que y| é solucdo da equagdo diferencial dada, encontre a solu¢do geral

(P +1)y" —2xy +2y=0 yi(x) =x (4.19)
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A solucgdo geral encontra-se usando o método de D’ Alembert

y=wi (4.20)

()c2 + 1) (] +2Vy) +V'y1) = 2x(vy| +Vy1) +2vy1 = 0
(> + D(2Vy +V'y) =20y, =
x(2+1V 420 = 0

Esta dltima equacdo pode ser considerada uma equagdo de primeira ordem em que a varidvel
dependente é V. Separando as varidveis e integrando obtém-se

dv/ dx
Yo E L
v/ /x(x2+l)+
2
—1
v’zClx Crx

+
1

VZC] <x—>+C2
X

y=Ci(x—1)+Cpx [ |

4.7 Equacoes lineares homogéneas de coeficientes constantes
A equacido
y'4+by +cy=0 4.21)

onde b e ¢ sdo duas constantes, ¢ uma equacio linear homogénea de coeficientes constantes. A
solucdo deste tipo de equagdo serd uma fungdo que seja linearmente dependente das sua primeira
e segunda derivadas, ja que a equagdo 4.21 com b e ¢ ndo nulos indica que as trés fun¢des sao
linearmente dependentes. Uma funcdo cuja derivada ndo é linearmente independente de si é a
funcdo exponencial; consequentemente esperamos que exista alguma solugao particular da forma

y=-¢e”* (4.22)
onde r € uma constante. Para que essa fungdo seja solug@o serd preciso que
V' by +cy=r*e* +bre™+ce* =0 (4.23)
como a exponencial nunca € igual a zero
Ptbrte=0 (4.24)
Este polindmio designa-se polinomio carateristico. As duas raizes podem ser reais ou com-
plexas e teremos 3 casos:
4.7.1 Raizes reais diferentes

Por cada uma das duas raizes obtemos uma solugao particular. E facil demonstrar que o Wronskiano
das duas solugdes correspondentes é ndo nulo e portanto a solugao geral serd

ye =Cre"" +Ce™ (4.25)
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4.7.2 Raizes reais iguais

Se os coeficientes do polinémio carateristico verificarem a relagao

b*—4c=0 (4.26)
existe uma tUnica raiz real r = —b /2. A tnica solug¢@o exponencial é
yi=¢e" (4.27)

multiplicada por qualquer constante arbitraria. Para encontrar a solucdo geral usa-se o método de
d’ Alembert

y=vy V= (=2r—b) (4.28)
como a raiz da equag@o carateristica é r = —b/2, obtemos uma equagdo simples que permite
calcular v/

V=0 = v=C1+Cxx (4.29)
A solugdo geral é
yg = (C1+Cox)e™ (4.30)

4.7.3 Raizes complexas

Neste caso uma das raizes é r = a +ib (a e b reais) e a outra é o complexo conjugado. A solucdo
obtida é uma fun¢do complexa

7= el@+iBx — eaxeiﬁxe“‘x[cos(ﬁx) + isin(Bux)] (4.31)

E f4cil mostrar que se y € solucdo, as suas partes real e imagindria também o sdo. Temos assim
duas solucdes reais (parte real e imaginéria de z) que sao linearmente independentes e a solucao
geral serd

yg = C1e* cos(Px) + C, e sin(Bx) (4.32)
Exemplo 4.2

Encontre a solucdo geral de

Y'+2+8y=0 (4.33)
O polinémio carateristico é

P4+2r+8=0 (4.34)

Com duas raizes complexas
SR B Y @39)

A solugdo geral é
y= e *[Csin(v7x) + Cocos(vV7x)] M (4.36)
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4.8 Equacao de Euler

Uma outra equacdo linear homogénea que pode ser facilmente resolvida € a chamada equacio de

Euler

ax*y" +bxy +cy=0 (4.37)

Neste caso a solucdo serd alguma fun¢do cuja primeira derivada multiplicada por x e segunda
derivada multiplicada por x ao quadrado sejam linearmente dependentes da funcdo original. Uma
funcdo que tem esta propriedade € a funcao

y=x (4.38)

em que r € qualquer constante real.
Por substituicdo na equagdo diferencial obtemos

ar(r—1)x"+brx"+cx" =0 (4.39)
esta relacdo deverd ser vdlida em todos os pontos onde y é solucdo e portanto
ar(r—1)4+br+c=0 (4.40)
Este é o polinémio carateristico e cada raiz dela conduz a uma solugdo particular. Consideremos
0s 3 casos:
4.8.1 Raizes reais diferentes

Obtém-se duas solugdes particulares. Pode-se mostrar que o Wronskiano das duas solucdes
correspondentes é nao nulo e portanto a solugdo geral é;

yg = C1x"" +Cpx" (4.41)

4.8.2 Raizes reais iguais

A tnica raiz do polinémio carateristico é

a—>b
— 4.42
r=— (4.42)
e a Unica solugdo particular obtida é
yi=x" (4.43)
A solucido geral obtém-se por meio do método de d’ Alembert
2 b
y=wi — V= <—r - ) v (4.44)
X ax

substituindo o valor da raiz r equacdo 4.42) obtemos a seguinte equagdo de varidveis separdveis

dv v

- 4.45
i P (4.45)
separando varidveis e integrando encontramos a fungéo v/
/ G
V= — v=Cilnlx|+C; (4.46)
x

A solugdo geral da equagdo de Euler é

Yo = (CrIn|x| +Co)x" (4.47)
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4.8.3 Raizes complexas

Uma das raizes é r = a.+ if} e a correspondente solugio é complexa. As partes real e imaginaria
dessa solucdo serdo solugdes reais. Para separar a parte real e imagindria usamos o seguinte método

o iB) —— qoren ] — o iBlnlx] — v eog(BIn x| + isin(Bln [x])] (4.48)

A solucdo geral é a uma combinacio linear das partes real e imagindrias (as quais sao linear-
mente independentes)
yg =x%[Cy cos(Bln|x| +Cysin(BIn |x])] (4.49)

4.9 Problemas

1. Forma normal. Demonstre que a substitui¢do y(x) = u(x)F (x), onde

F(x) = exp (-é /p(x) dx>

transforma qualquer equacao linear homogénea de segunda ordem

Y '+ px)y +q(x)y=0

na chamada forma normal:
U +g(x)u=0

Reducio da ordem. Mostre que a fungdo y;(x) é solugo da equagdo diferencial e determine a
solugdo geral

/

2.y”+2l+y:0 ylzﬁﬂ

X X
3. 0" -2(x+1)y+4y=0 y) =e*
4. (> +1)y"—2xy' +2y=0 Yy =X

Resolva os seguintes problemas de valores iniciais

5.y/+3y'+2y=0 y(0)=1, y(0)=0
6. y'—a’y=0 y(0)=1, y(0)=0
7.y =4y +13y=0 y(0)=0, y(0)=1
8. 16y — 8y +y=0 y(1)=0, y(1)=+e
9. x%y" —2xy' +2y=0 y2)=1, y(2)=2
10. x*y"+3xy' +5y =0 y(1)=0, y(1)=2
11. (x—1)%y" —4(x—1)y' +4y=0 y(0)=0, y(0)=-3
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Resolva os seguintes problemas de condi¢des fronteira
12. y' —16y=0 y(0)=3, y(1/4)=3e
13. y"+y=0 y(0)=1, y(m=0
Encontre a solugdo geral das seguintes equagdes
14. y" —3y"+2y' =0

15. X3y —2x%" —xy' +9y =0



Capitulo 5

Equacoes lineares nao homogéneas

No capitulo anterior vimos que a solucao geral (equacio 4.6) de uma equacdo linear pode ser
obtida como a soma da solucgdo geral da equacao homogénea correspondente, mais uma solucao
particular da equagcdo ndo homogénea. Vimos também como calcular a solugdo de equagdes
lineares homogéneas de coeficientes constantes e de Euler. Neste capitulo veremos sois métodos
para calcular uma solucao particular da equacao ndo homogénea.

5.1 Método dos coeficientes indeterminados
Consideremos as equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes
Y +by +cy= f(x) 5.1

Para algumas fungdes f(x) é facil descobrir uma solugéo particular da equagdo; vamos considerar
alguns casos e depois generalizaremos o método.

5.1.1 Funcoes exponenciais

Por exemplo a equacao
Y/ 43y +2y =2e* (5.2)

Como as derivadas da func¢io exponencial sdo multiplos da prépria fungdo, esperamos que existam
solugdes particulares da forma
y=Ae¥ (5.3)

onde A é um coeficiente a ser determinado. As derivadas da fungdo sao
Y =34 Y =94e™ (5.4)
e substituindo na equacdo diferencial
¥ +3y +2y =20Ae™ (5.5)

e para que a fungao seja solugdo da equacio, A devera ser igual a 0,1.
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5.1.2 Polinémios
Consideremos agora uma equag@o em que o lado direito é um polinémio
Y =4y 2y =24 (5.6)

O lado direito é um polinémio de segundo grau. Se y fosse igual a x?, obtinhamos o lado direito a
partir do termo 2y no lado esquerdo; mas as derivadas de x> dardo um termo dependente de x e uma
constante; para anular esses termos que ndo aparecem no lado direito, incluimos os mesmos na
fun¢do y, multiplicados por coeficientes que serdo logo determinados

y=A+Bx+Cx* (5.7)
e substituindo na equacao diferencial
y' —4y +2y=2C—4B+2A + (2B —8C)x+2Cx (5.8)

para que este tltimo polindmio seja igual a 2x> (para qualquer valor de x) é necessario que 0s
coeficientes A, B e C verifiquem as seguintes equagdes

2 = 2 (5.9)
2B-8C = 0 (5.10)
2A—4B+2C = 0 (5.11)

e a solugdo deste sistema da os coeficientes que definem a solugdo particular

yp =T+ 4x+x* (5.12)

5.1.3 Funcoes seno ou co-seno

Por exemplo a equagdo
y" =3y +2y = 10sin(2x) (5.13)

O termo 2y conduziria ao lado direito, se y = 5cos(2x); mas como as derivadas do co-seno sdo o
seno e o co-seno, admitimos a seguinte forma para a solugao

y =Acos(2x) + Bsin(2x) (5.14)
substituindo na equagdo diferencial obtemos
y' =3y +2y = (—4A — 6B +2A) cos(2x) + (—4B + 6A + 2B) sin(2x) (5.15)

como 0 seno e o co-seno sdo fungdes linearmente independentes, esta tltima combinacao linear
delas s6 podera ser igual a 10sen(2x) se

—4A—-6B+2A = 0 (5.16)
—4B+6A+2B = 10 5.17)
A solucgdo deste sistema é A = —0,5, B = 1,5 e a solugdo particular é

y = —0,5c0s(2x) + 1,5sin(2x) (5.18)
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5.1.4 Exclusao de solucoes da equaciao homogénea

Nos trés exemplos anteriores, a solu¢do procurada foi uma combinagdo linear de algumas fungdes
linearmente independentes com tantos coeficientes indeterminados quantas func¢des houver. Com-
parando os coeficientes de cada fun¢do encontra-se uma equacao linear por cada coeficiente. No
entanto, se alguma das funcdes independentes fosse também solucdo da equacdo homogénea
correspondente, a equagdo obtida ndo terd solugdo, como podemos ver no seguinte exemplo

y'=3y —dy=e"" (5.19)
usando o método do primeiro exemplo
y=Ae* = y' -3y -4y=(A+3A-4A)e *=0 (5.20)
a soluc@o particular neste caso tem a forma
y=Axe™™" (5.21)

onde A pode ser determinado por substituicdo na equagao, ja que neste caso a funcio anterior ndo é
solucdo da equagdo homogénea (se fosse, terifamos multiplicado mais uma vez por x).

5.1.5 Produtos de polinémios, exponenciais e seno ou co-seno

O método de coeficientes indeterminados pode ser usado também quando o lado direito for um
produto dos trés primeiros casos; por exemplo a equagao

¥ =6y +9y = (2+x) e cos(2x) (5.22)
A solucgdo particular tem a forma
y = (A+ Bx)e> cos(2x) 4 (C + Dx) e**sin(2x) (5.23)
mas se o lado direito fosse, por exemplo
y' =6y +9y=(2+x)e 3x (5.24)
nesse caso a solucdo teria a forma
y = (Ax* + Bx*) e* 4 (Cx* + Dx*) e* (5.25)
Foi preciso multiplicar os dois polinémios duas vezes por x ja que as funcdes
e xe¥ (5.26)

sdo solugdes da equacdo homogénea correspondente.

O método dos coeficientes indeterminados € util no caso de equacdes de coeficientes constantes
ou equagdes de Euler e quando o lado direito tenha a forma geral de alguma das fungdes conside-
radas acima. Para outros tipos de equagdes lineares serd preciso usar outros métodos como, por
exemplo, o método de variagdao de pardmetros que veremos numa se¢ao posterior.
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Exemplo 5.1
Encontre a solugdo do seguinte problema de valores iniciais

V'i+4y +4y=cos(2x) y(m@) =0 y(m) =1 (5.27)
O polinémio carateristico é
P 4dr+4=(r+2)=0 (5.28)
existe uma Unica raiz, repetida, de maneira que a solugdo geral da equacdo homogénea é
yh=Cre ¥+ Couxe > (5.29)
uma solucdo particular da equacdo ndo homogénea terd a forma
yp = Acos(2x) + Bsin(2x) (5.30)

derivando e substituindo na equagdo diferencial, € possivel calcular os coeficientes indeterminados
AeB

— 8Asin(2x) + 8Bcos(2x) = cos(2x) (5.31)
O que implicaA =0e B=1/8. A solugdo geral é
1
y=(Ci+Cox)e > + g sin(2x) (5.32)
a sua derivada é |
y = (=2C1 +C, —2Cox) e > + 7 608(2x) (5.33)
As condicdes iniciais dadas sdo
ym) = (C+7nC)e =0 (5.34)
1
y(m) = (=2C14C,—2nCy)e 7+ 1= (5.35)

multiplicando as duas equagdes por exp(27), obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares

1 T C] - 0
2T ][y 539
e a solugdo do problema de valor inicial é
3 2(n—x) 1.
y= Z(X —T)e + 3 sin(2x) [ | (5.37)

5.2 Principio de sobreposicao

As solugdes de uma equagdo diferencial nao homogénea ndo constituem um sub-espago vetorial,
pois uma combinacdo linear de duas solug¢des nao é necessariamente solucdo da equacdo. No
entanto existe uma propriedade de linearidade importante, chamada principio de sobreposi¢ao.
Consideremos, por exemplo, a equacao de segunda ordem

Y'+p(x)y' +q(x)y = f(x) (5.38)
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com uma solugdo y;, € a equagdo
Y'+p()y +q(x)y = g(x) (5.39)
com outra solucio y». E fécil conferir que para quaisquer constantes A ¢ B
Ay1 + By> (5.40)

E solucdo da equagio
Y'+p()y' +q(x)y = Af(x) + Bg(x) (5.41)

Para apreciar a utilidade deste principio na resolugdo de equacdes diferenciais consideremos o
seguinte exemplo
V' ¥ 42y = 5x43¢" (5.42)

a fung¢do y = x+ A € solugao de:
V' 4y +2y=142(x+A) =2x+A+1 (5.43)
portanto, y = x — 1 € solucdo da equacdo com lado direito igual a 2x. Para a exponencial temos
y=¢e" = Yy +y+2y=4¢ (5.44)

o lado direito da equacgdo inicial é

5(2¢) , 3(4e"

545
2 4 (5:45)
e aplicando o principio de sobreposi¢do uma solugdo serd

5 3

-1t (5.46)

5.3 Método de variacao de parametros

Este método € vélido para qualquer equagdo linear, e ndo apenas para equagdes com coeficientes
constantes. No entanto € preciso primeiro conhecer a solu¢do geral da equagdo homogénea
correspondente. Consideremos uma equacio linear geral de segunda ordem

Yt p()y +q(x)y = f(x) (5.47)
Se a solugdo da equacdo homogénea for
y=Ciy1 +Coy2 (5.48)
admitimos que a solucdo geral da equagdo é
y=u1y1 +uzyz (5.49)

onde u; e uy sdo duas funcdes. E de salientar que qualquer fungdo pode ser escrita na forma anterior
e incluso as fungdes u ndo sdo Unicas embora sejam dificeis de calcular; no entanto o método de
variagcdo de parametros conduz a um sistema linear que pode ser resolvido facilmente. Como temos
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alguma liberdade na defini¢do das fungdes u, procuramos duas func¢des que verifiquem a seguinte
equacgio
Wyt + by =0 (5.50)

a segunda condic¢ao para determinar as duas funcdes desconhecidas obtém-se por substituicdo na
equacdo diferencial

Y=y +uh (5.51)
"= upy) upys +uny +uays (5.52)
Y4y +qy = iy +upys +ui(y] + pyi +ayi) Fuz(ys + pyy +qy2) (5.53)

os termos dentro dos paréntesis sdo nulos, ja que tanto y; como y, sdo solucdes da equagdo
homogénea. Obtemos assim

Yy +uayy = f (5.54)
esta equagdo junto com a equagdo 5.50, constitui um sistema linear de duas equagdes que permitem
calcular as fungdes | e u)

/
Yooy ||| 0] (5.55)
[y’l y’zHu’z] [f '

O determinante do sistema é o Wronskiano das duas solu¢des da equacdo homogénea, o qual é
diferente de zero e portanto existe solugc@o tnica para as derivadas das fung¢des u. Por primitivacio
obtém-se logo as fungdes u e a solugdo da equacdo ndo homogénea.

Exemplo 5.2
Determine a solugdo geral da equacdo

x%y" —2xy' 42y = x> sinx (5.56)
A equag@o dada € uma equacdo de Cauchy-Euler; a equacdo carateristica é
r(r=1)=2r+2=(r—-1)(r-2)=0 (5.57)
e consequentemente a solugdo geral da equacdo homogénea associada é
yh = Cix + Cox? (5.58)
admitimos que a solucdo geral da equacdo ndo homogénea é
Y= nx+upy’® (5.59)
e seguindo o método de varia¢do de parametros obtemos

iy +x%uy = 0 (5.60)
Uy +2xu, = xsinx (5.61)

o determinante do sistema de equacgdes é

252 — 3% = x? (5.62)
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e a solugdo é

u'l = )é xs?nx ;ci = —xsinx (5.63)
Wy = é ’lc xs?nx = sinx (5.64)
e as primitivas sao
Uy = xcosx—sinx+C; (5.65)
Uy = —cosx+C (5.66)
A solucgdo geral da equagdo é
y=Cix+Cx* —xsinx N (5.67)

5.4 Equacoes lineares de ordem superior
Os métodos que temos visto generalizam-se facilmente a qualquer equagao linear de ordem n:
ao(x)y"™ +a; (x)y" Y 4+ 4 a1 ()Y +an(x)y = f(x) (5.68)
A solucdo geral da equagdao homogénea correspondente é
yh=Ciy1 +Cyr+ ...+ Cyy (5.69)

onde as fung¢des yi sdo solucdes linearmente independentes. Se yp for uma solucdo particular da
equacao ndo homogénea, a solugdo geral da equagdo ndo homogénea serd

Yy =Yp+n (5.70)

Para encontrar uma solugdo particular em alguns casos pode-se usar o método de coeficientes
indeterminados, igual que no caso n = 2. O método de variagao de pardmetros consiste em admitir
uma forma especial para a solugdo geral:

y=uyr+uy2+...+upyn (5.71)

o qual conduz a um sistema linear de equag¢des com determinante igual ao Wronskiano das n
fungdes y; e lado direito igual a n — 1 zeros e f/ag. A solugdo do sistema séo as derivadas das
funcdes u e por primitivagao de cada uma delas chega-se a solucdo geral.

Dadas n condicdes iniciais

- ~1
¥(x0) = yo' (x0) = ¥ ..y D (xo) =3y " (5.72)
Existe um tnico conjunto de constantes C que determinam a solugdo tnica do problema.

Exemplo 5.3
Encontre a solucdo geral de

x3y/// . 3x2y// 4 6xy’ _ 6y = 5x (5.73)
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E uma equagio de Euler e, portanto, tem solugdes particulares da forma
y=x" (5.74)

por substituicdo na equagdo diferencial homogénea obtém-se o polindmio carateristico

r(r—=1)(r—2)=3r(r—1)+6r—6 = 0 (5.75)
(r—=D[r(r=2)=3r+6] = 0 (5.76)
(r—1)(r—-2)(r—=3) = 0 (5.77)

existem trés raizes reais diferentes,r = 1, r =2 e r = 3, a solugdo geral da equacdo homogénea serd
yh = Cix+Cox* + Cax° (5.78)

usando o método de variagdo de pardmetros, admitimos que a solucdo da equacdo nao homogénea é
Y = u1X 4 uox’ + uzx’ (5.79)

Para determinar as trés funcdes u, serdo precisas além da equacgao diferencial, mais duas condi¢des
arbitrdrias:

xuh + XUy + XUy = 0 (5.80)
uy + 2+ 3%y, = 0 (5.81)
com estas condigOes as derivadas de y sdo
y = up+2xu+ 3x%u3 (5.82)
"= 2up+6xus (5.83)
"= 2u+6xuly + 6us (5.84)
e depois de substituir na equagdo diferencial e simplificar, chegamos a equagdo
/ / 5
2M2 + 6x1/t3 = ; (585)
as trés condi¢des para determinar as fun¢des u podem ser escritas na forma matricial
x x> X v 0
1 2x 3x% vy | = 0 (5.86)
0 2 6 Vh 5/x*

As derivadas das trés fungdes u; obtém-se através da regra de Cramer e as suas primitivas permitem
encontrar a solugdo geral. Bl

5.5 Problemas

Encontre a solugdo geral das seguintes equagdes pelo método de coeficientes indeterminados

1. y/+y —2y=3—6x
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2.y —y=xsinx
3.y — 4y +4y = xe
Encontre a solugdo geral das seguintes equagdes pelo método de variagdo de pardmetros
4. yI/ _"_y/ — efx
5.y +4y =tg(2x)
6. x>y +xy —4y = x> +x*

Sabendo que y; (x) e y2(x) sdo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea corres-
pondente, encontre uma solugdo particular da equagao nao homogénea

7. (1—x)y"+xy —y=2(x—1)%" yi=x, yy=e
, )
y 1 1 sinx cosx
8. /! [ 1_ e, = =
y+x+< 4x2>y NG N="x PTOA
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Capitulo 6

Equacoes de diferencas lineares
homogéneas

6.1 Equacoes de diferencas

Uma equacdo de diferengas, ou féormula de recorréncia, € uma relagdo entre os termos de uma
sucessdo. Usaremos a seguinte notacao para sucessoes:

{J’n}:{yoa)’h)’z;y%---} (6.1)
Um exemplo de equacdo de diferencas € a seguinte
(n+2)yn1 —3yn =0’ +2 (6.2)

a equacdo anterior implica que para cada valor de n entre zero e infinito o termo de ordem n+ 1 na
sucessdo, multiplicado por n+ 2 e menos 3 vezes o termo de ordem 7, é igual a n> 4 2. Podemos
também considerar a y(n+ 1) como a sucesséo obtida eliminando y na sucessdo inicial:

{)’n+l}:{)’1ay2,)’3ay4,-~} (63)

e assim, a equacdo de diferencas é uma relagcdo entre os termos de duas sucessdes. A operacao
de eliminacao do termo inicial na sucessdo joga um papel semelhante ao da derivada no caso de
equagdes diferenciais e, por isso, a equacgdo anterior € chamada uma equacao linear de primeira
ordem, nao homogénea em analogia com as equagdes diferenciais.

A forma geral das equagdes de diferencas, lineares de segunda ordem é

apyn+2 + bnyn+1 +cpyn = fn (6.4)

em que ay, by, c, e f, sdo sucessdes conhecidas.

6.2 Solucoes das equacoes de diferencas
Regressemos ao exemplo dado na sec¢do anterior:

(M+2)yps1 —3yn =n>+2 (6.5)
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Dado o valor inicial da sucessdo, por exemplo yg = 0, é facil completar a sequéncia a partir da
equacdo de diferencas:

2y =3y=2 = y =1 (6.6)
3y, —3y1 =3 = y,=2 (6.7)
4y3 — 3y2 =6 — V3 = 3 (6.8)

Como veremos mais a frente, existem também algumas técnicas que permitem determinar a forma
do termo geral de ordem n sem ter que calcular todos os n termos anteriores. No exemplo anterior a
solucdo obtida a partir de yp = O foi

Yn=n (6.9)
mas a solugdo geral é

3}1

yn:n-i-)’o( (6.10)

n+1)!
como podemos conferir por substituicdo na equacdo de diferencas:

n+1 3n+1

T A 6.11
(n+1)! " yo(n m @11

(n+2)yn+1—3yn:(n+2)(n—|—1)—yo +1)!

A equacdo de diferencas pode ser escrita em vdrias formas equivalentes, por exemplo, se substituir-
mos # por n — 1 obtemos

(n+ 1)y, =3y, 1 =(n—1)*42 (6.12)

Normalmente escreveremos as equagdes de forma a que o termo de ordem mais baixa na equacio
seja yy.

6.3 Equacoes de diferencas lineares

J4 introduzimos numa secdo anterior a forma geral das equacdes lineares de segunda ordem. A
equacao linear de terceira ordem é

apyn+3 + bn}’n+2 + Cnyn+1 + dnyn = fn (6.13)

e assim sucessivamente, para qualquer ordem superior. E claro que para poder obter a solugio tnica
de uma equagdo de terceira ordem serd necessario conhecer trés constantes, por exemplo yg, yi € y2.

Dadas duas solugdes quaisquer de uma equacao linear, a diferenca entre elas ¢ também solucdo
da equacdo homogénea correspondente. Por isso convém comecarmos por estudar as equacgoes
lineares homogéneas. A forma general, no caso da segunda ordem ¢é

apYn+2 +bpyni1 +cnyn =0 (6.14)

Se duas sucessdes {x,} e {z,} sdo solu¢des da equagdo anterior, qualquer combinac@o linear
delas também sera solugdo. Assim, as solucdes de uma equacio linear homogénea definem um
sub-espaco vetorial. Como em qualquer espago vetorial, € possivel definir a independéncia linear
entre vetores. Para poder verificar quaisquer n condi¢des iniciais associadas a uma equagao de
ordem n, serdo necessdrias n solu¢des linearmente independentes.



6.4 Equacgées de diferengas lineares com coeficientes constantes 45

6.3.1 Independéncia linear entre sucessoes
Diz-se que duas sucessdes {x,} e {z,} sdo linearmente independentes se a condi¢do

Ax, +Bz,=0 para qualquer n (6.15)
implica que as constantes A e B sejam ambas nulas. O determinante (Casoratiano)

Xn Zn

Xn+1  Zn+l

Cy= (6.16)

serd nulo para qualquer n se as duas sucessdes forem linearmente dependentes.

Pode-se mostrar também (nao o vamos fazer cd) que o Casoratiano de duas solucdes de uma
equacdo de diferencas linear homogénea nao é nulo para nenhum valor de 7, se as solucdes sao
linearmente independentes. Assim, basta mostrar que o Casoratiano ndo € nulo para algum valor de
n, para mostrar que duas solucdes sdo linearmente independentes.

Com n solugdes particulares linearmente independentes, pode-se obter a solucdo tnica de uma
equacgdo de ordem n com quaisquer condic¢des iniciais. A solucdo geral é uma combinagdo linear
das n solugdes particulares.

6.4 Equacoes de diferencas lineares com coeficientes constantes

As equacdes de diferencgas lineares, homogéneas e com coeficientes constantes, resolvem-se em
forma andloga as equagdes diferenciais da mesma denominag@o. Consideremos o caso de segunda
ordem

ayn+2 +byni1+cyn =0 (6.17)

onde a, b e ¢ sdo constantes. Existem solucdes particulares da forma
Vo =1r" (6.18)
como podemos conferir por substituicdo na equacio de diferencas
ar bt e =0 (6.19)

no caso r = 0 obviamente temos a solugdo trivial {0,0,0,...}. Se r ndo for nula, dividimos a
equacio anterior por " e obtemos o polinémio carateristico:

ar* +br+c=0 (6.20)

cada raiz desse polinémio conduz a uma solu¢do particular. As duas raizes da equacdo quadratica

sao
—b++Vb? —4ac —b—+V/b?—4ac

Existem trés casos conforme a natureza das raizes:

6.4.1 Raizes reais diferentes

. A solugdo geral é a combinagdo linear das duas solugdes obtidas a partir das duas raizes

yn =Ap" +Bq" (6.22)
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6.4.2 Raizes reais repetidas

b
P=q=—5- (6.23)
a
a Unica solucdo obtida a partir do polindmio carateristico é
yn=p" (6.24)

Para construir a solucdo geral precisamos de uma segunda solugdo linearmente independente da
primeira, obtida a partir do seguinte teorema.

Teorema 4
Se o polinomio carateristico da equacdo de diferencas

ayn+2+bynt1+cyn =0 (6.25)
tem uma unica raiz real p, a sucessao
yn =np" (6.26)
é solugdo da equacdo.

Demonstracao: Substituindo a sucessdo 6.26 no lado esquerdo da equacdo de diferengas e
reagrupando termos, obtemos

a(n+2)p" 2 +b(n+1)p" 4 enp" = (ap* +bp +c)np" + (2ap +b) p"*! (6.27)

o termo dentro dos primeiros paréntesis € zero, ja que p é raiz do polindmio carateristico; o termo
nos segundos paréntesis é também zero jd que, a raiz p € igual a —b/(2a). O resultado é zero, como
pretendiamos demonstrar. ll

A solugdo geral € uma combinacdo linear das duas solug¢des particulares

Yo = (A+Bn)p" (6.28)
6.4.3 Raizes complexas
p=a-+ib g=a—1ib (6.29)
onde a e b sdo numeros reais. A sucessio
yn = (a+ib)" (6.30)

€ uma solug¢do complexa da equagao de diferengas. As partes real e imaginaria de qualquer solucao
sdo também solu¢des da equacdo. Teremos entdo que calcular a parte real e imagindria da sucessao
anterior; para isso escrevemos o nimero complexo p na forma polar

. b
p=re® r=+/a?+ b2 tgh = = (6.31)
a

o termo geral da sucessdo complexa pode agora ser calculado facilmente e a formula de Euler é
usada para separar a parte real da imaginaria

Vo = (a+1ib)" = r"e"® = /" [cos(nB) + isin(n6)] (6.32)

A parte real e imagindria sdo duas solugdes linearmente independentes da equacao de diferencas e
a solugao geral serda
yn = r""[Acos(n®) + Bsin(n6)] (6.33)
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6.5 Equacoes de diferencas incompletas

Uma equacido da forma
aynt2+ by, =0 (6.34)

€ designada incompleta ja que nao aparece o termo de ordem n+ 1. Com n igual a zero pode-se
obter y, em funcdo de yp; com n = 2 calcula-se y4 a partir de y, e assim sucessivamente para
qualquer ordem par. Os termos de ordem impar podem ser obtidos a partir de y;. A solugdo da
equacdo sdo assim duas sucessoes independentes com termos de ordem par e impar. Isto sugere
que em vez de procurarmos solugdes da forma

Vo =1" (6.35)

procuremos solugdes
Vo =r" (6.36)

em que m é a parte inteira de n/2. Substituindo na equag@o de diferencas, e para r diferente de zero,
obtemos

a4 =0 =  r= - (6.37)
A solugdo serdo as duas sequéncias
Yom =yor"  Yamy1 =y’ (6.38)
ondem=0,1,2,...
Consideremos uma equacao incompleta de terceira ordem
ayn+3+by, =0 (6.39)

onde ndo aparecem os termos de ordem (n+ 1) e (n+ 2)- Comegando com y calculam-se todos os
termos de ordem multiplo de 3; a partir de y; calculam-se os termos de ordem (1 médulo 3) e os
termos de ordem (2 médulo 3) dependem de y,. A forma geral de cada uma dessas 3 sequéncias é

Vo =1" (6.40)

onde m ¢ a parte inteira de n/3. A raiz r calcula-se igual que no caso da equac@o incompleta de
segunda ordem:

p_? (6.41)
a

A solugdo geral € constituida pelas trés sucessoes

Vim =Yor"  Vimp1 =1 Yamgr = yor" (6.42)

6.6 Equacoes redutiveis a equacoes de coeficientes constantes

Alguns tipos de equacgdes de diferencgas, lineares, de coeficientes varidveis podem ser reduzidas a
equagdes com coeficientes constantes. Consideremos um exemplo:

afus1Yns1 +bfryn =0 (6.43)
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em que a e b sdo constantes, e f,, € uma sequéncia dada. A substitui¢io

Upn = fnyn (6.44)

transforma a equacdo numa equacio de coeficientes constantes
a1+ bu, =0 (6.45)

Em geral, o método usado na equagdo anterior € util sempre que os termos da equacdo de diferencas
sejam o produto entre os termos da mesma ordem das sucessoes f, € y,

Jnt2yn2,  fat3Ynez, .- (6.46)

Outro tipo de equagdes nao lineares que podem ser resolvidas facilmente, sdo as equagdes em
que a soma dos coeficientes é nula para qualquer ordem n. Por exemplo, a equagdo de segunda
ordem

SaYnt2 + 8nt1Vnt1 Hhy, =0 (6.47)

em que
fotgn+h,=0 para qualquer n (6.48)

Neste caso uma solugdo é dada pela equagao

Yn+1=Yn (6.49)

nomeadamente, qualquer sucessdo constante é solucio da equacao.

6.7 Resolucao de equacoes nao lineares usando a funcao Gama

Para resolver equacdes com coeficientes varidveis, serd ttil a funcdo gama. A fun¢do gama € uma
funcdo especial definida por meio do integral

(x) = / s e ds (6.50)
0

O integral impréprio converge para qualquer valor de x diferente de zero ou de inteiros negativos.
A funcio gama € uma generalizag¢ao do fatorial, ja que verifica a seguinte propriedade

I(x+1)=xI(x) (6.51)

para a demonstrar o resultado anterior, podemos simplificar I'(x + 1) por meio de integragdo por
partes

oo

Cx+1)= /sxefsds =—se’
0

:—i—x / s le s ds = xT(x) (6.52)
0

O valor de T'(1) pode ser calculado facilmente

oo

(1) = / e Sds=1 (6.53)

0
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e usando a propriedade I'(x+ 1) = xI"(x) vemos que para ndmeros inteiros n
I'(n+1)=n! (6.54)

outro resultado importante é o valor da fun¢do gama no ponto x = 1/2, que € igual a \/T.
Vamos usar a propriedade 6.51 para resolver equagdes com coeficientes lineares em n. Por
exemplo, a equagdo
a(n+b)yn1 +c(n+d)y, =0 (6.55)

em que a, b, ¢ e d sdo constantes, e b e d s@o positivas. Neste caso usamos a equacio 6.51 para
escrever os coeficientes da seguinte forma

F(I’l—|—b+1) _ fn+l

n+b = = 6.56
I'(n+b) fn (6.56)
L(nt+d+1) gt
I'(n+d) &n (6.57)
substituindo na equagdo de diferencas e agrupando termos com o mesmo indice, obtemos
@y ey, =0 (6.58)
8n+1 8n

estd equagdo resolve-se usando o método introduzido na Seg¢ao 6.6.

Se os coeficientes da equacdo ndo linear incluem produtos e quocientes de fatores lineares, por
exemplo, (n+a)(n+b)/(n+c), cada fator pode ser escrito em forma analoga a equagao 6.57, e
agrupando termos com a mesma ordem obtém-se uma equagdo redutivel a equacdo de coeficientes
constantes.

Quando a constante d na equacdo 6.55 for um inteiro negativo (d = —m, onde m é um inteiro
positivo), a solugdo serd uma sequéncia finita ja que para n = m obtém-se

Ymt1 =0 (6.59)

e qualquer termo de ordem superior a m serd nulo. Se o valor de m for baixo, existirdo s6 uns poucos
termos na sequéncia, e serd preferivel calculd-los diretamente a partir da equagdo de diferencas. Se
m for elevado, para reduzir a equacdo a uma equacio de coeficientes constantes escrevemos o fator
(n—m) da seguinte forma

_ __F(m*nle)__ fn
n—m=—(m—n)= Tm—n) ~ Funr (6.60)

A mudanca do sinal é necessaria devido a que a fungdo I'(m — n) existe para n igual a 0,1,2,...,
m — 1, enquanto que I"(n — m) é indefinida.

Exemplo 6.1
Sabendo que yy = 2, encontre a solugcdo da seguinte equacdo de diferencas:

(14+n)yus1+(2n+8)y, =0 (6.61)



50 Equacées de diferencas lineares homogéneas

Os dois fatores lineares que aparecem na equagdo, podem ser escritos na forma f,1 1/ f, usando

fatoriais

(n+1)! (n+4)!

n+1= . n+4 = (13! (6.62)
Substituindo na equagdo de diferengas e re-agrupando termos obtemos
P 2 =0 (6.63)
usando a substitui¢do
ap = (ni;)!yn (6.64)
obtemos uma equacio de coeficientes constantes para a sucessao a,:
ap+1+2a,=0 (6.65)
A equagdo carateristica tem uma dnica raiz A = —2 e, assim, a solugéo geral é
ap=ao(-2)" = = GOW (6.66)
Para n = 0 obtém-se (yp = 6ap = 2) e, portanto, ap = 1/3
o= D" 33)25_2)” (6.67)
6.8 Problemas
Resolva as seguintes equacdes de diferencas
L ynr2+3yn1+2y, =0 yo=1, yi1=0
2. Ynt2+6Yns1+ 9y, =0 yo=1, y=1
3. Ynt2 —4yns1 + 13y, =0 =0 y=1I
4. ynt2 = 2Yn41+4yn =0 yo=0, y1=1
5. " 2y,0 — 5"y, 4+ 6€my, =0
6. (n+1)yps1—(n—=3)y, =0 yo=1
7. (n+1)(n+2)yps2— (n+3)y, =0 =2, y=1
8. Yn+3+8y, =0 yo=1, yi=1, »=0
9. Yny3—(n+1)y, =0

[
=

. A sucessdo {F,} ={1,1,2,3,5,8,...}, em que cada termo ¢ igual & soma dos dois anteriores,
é chamada sucessdo de Fibonacci.

(a) Escreva a equacdo de diferencas e os valores iniciais que definem a sucessao de Fibo-
nacci.
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(b) Demonstre que ¢ = (14 +/5)/2 ~ 1,618 e —1/¢ sio raizes do polinémio carateristico
da equacgao encontrada na alinea anterior.

(c) Calcule o termo geral F, da sucessdo de Fibonacci e demonstre que F,/F, é igual
a ¢ no limite n — co. O nimero ¢ representava na tradi¢do grega a relacao perfeita
que deveria existir entre os lados de um retangulo para se obter o melhor efeito estético
(relacio aurea).
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Capitulo 7

Meétodo das séries

7.1 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias é uma série que depende de um parametro x, da seguinte forma:
Sx) =Y an(x—xo)" (7.1)
n=0

o nimero Xy, a sequéncia a, € o parametro x podem ser em geral niimeros complexos. A con-
vergéncia da série de poténcias depende da distancia entre x e xo no plano complexo:

o — o) (7.2)

Se a distancia for suficientemente aproximada a zero, a série converge (ap € o valor da série quando
X = Xxp); quanto maior for a distdncia mais lenta serd a convergéncia, até que a partir de uma certa
distancia a série diverge. O valor médximo da distincia para o qual a série converge, é o chamado
raio de convergéncia (R) e calcula-se a partir de:

Rn+l
lim &S 1 & R=lim - (7.3)
n—eo  q,R" n—ee dp4 1

7.1.1 Série de Taylor

Uma funcio analitica num ponto xo € uma funcdo cujas derivadas de qualquer ordem existem nesse
ponto. Nesse caso a fungdo pode ser representada por uma série de poténcias convergente em xg:

f(x> = Z an(x—xo)" = a0+a1(x—x0) +a2(x—x0)2+ ... (7.4)
n=0

as derivadas de f calculam-se derivando o termo dentro da série, por exemplo, as duas primeiras
derivadas sdo:

flix) = f{nan(x—xo)”_1 = ay +2a;(x — x) + 3a3(x —x0)* 4 - - (7.5)
n=0
f'(x) = in(n— Day(x—x0)" 2 = 2ay + 6a3(x — xo) + 12a4(x —x0)> +---  (7.6)

n=0
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Se substituirmos x = x( nas séries para f, f’ e f” vemos que:

ap=f(x0)  a1=f(x0) 2a2=f"(x0) (7.7
em geral,
nla, = % (xo) (7.8)
e a série de Taylor de f escreve-se:
> £(n)
fm=y L ,,(.x") (x—x0)" (7.9)
n=0 :

No caso particular xp = 0 obtém-se a chamada série de McClaurin. O raio de convergéncia da
série € igual a distancia entre xp e o ponto singular de f mais préximo.

7.1.2 Algumas séries de McClaurin importantes

1. Série geométrica

1 S 2.3
D IR ARt (7.10)
2. Fungdo exponencial
X
=) = (7.11)
n=0
3. Fungoes trigonométricas
. . (_ 1) 2n+1
sin x = X 7.12
L G 1) (7.12)
- (_ l)n 2n
cos x = X (7.13)
n;) (2n)!
7.2 Método das séries
Consideremos a equagao diferencial linear, homogénea de segunda ordem
P(x)y" +0(x)y' +R(x)y =0 (7.14)

em que P, Q e R sdo polindmios. Muitos problemas de engenharia conduzem a equagdes dessa
forma. A partir do teorema de existéncia e unicidade para equagdes lineares, vemos que os pontos
singulares s@o as raizes do polinémio P(x). Se o ponto x = 0 ndo for raiz de P(x), a soluc¢do da
equacdo diferencial serd uma fun¢do analitica em x = 0 e, portanto, existira a série de McClaurin
para a solugdo y(x):

y(x) = i apx (7.15)
n=0

A obtencdo da solugdo € equivalente a obteng@o da sequéncia a,. A equacdo de diferencas que
define a sequéncia a, é obtida por substituicdo da série de McClaurin (e das suas derivadas) na
equacao diferencial.

Na seguinte secao veremos um exemplo de aplicacdo deste método.
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7.2.1 Equacao de Airy

Um exemplo de uma equacdo linear muito simples que nao pode ser resolvida pelos métodos dos
capitulos anteriores e que pode ser resolvida pelo método das séries, € a equagao de Airy:

y' =xy (7.16)

O polinémio P € neste caso igual a 1, de maneira que a solugdo sera analitica em x = 0 e podera ser
escrita como uma série de McClaurin:

y(x) = Z apx" (7.17)
n=0
A segunda derivada é:
y'(x) = Z n(n—1)a,x" 2 (7.18)
n=0
e substituindo na equacdo diferencial
Y n(n—1ax" =Y ax"' =0 (7.19)
n=0 n=0

para agrupar as duas séries numa dnica série de poténcias, escrevemos a primeira série numa forma
equivalente: podemos incrementar em 3 unidades o indice n, dentro da série, se subtrairmos 3 aos
limites do somatoério; a série resultante serd idéntica a série inicial

Y (n+3)(n+2)ap3x" = Y a T =0 (7.20)
n=-3 n=0
Na primeira série os dois primeiros termos (n = —3 e n = —2) sdo nulos e o terceiro termo (n = —1)

pode ser escrito explicitamente; a série resultante comeca desde n = 0, podendo ser agrupada a
segunda série:
2a3+ Y [(n+3)(n+2)an3 —anX" ' =0 (7.21)
n=-3
no lado esquerdo da equagdo temos uma série de poté€ncias em que o coeficiente de ordem zero é
2a; e os coeficientes de ordem superior a zero sdo o termo dentro dos paréntesis quadrados, com
n=20,1,2,... Para que a série de poténcias seja nula em qualquer ponto x, é necessario que todos

os coeficientes sejam nulos:
2a, =0 (7.22)

(n+3)(n+2)aps3—a, =0 (n=0,1,2,...) (7.23)

Temos transformado o problema num problema de equagdes de diferencas. A equacgdo de diferencas
obtida é uma equacdo incompleta, de terceira ordem e a sua solug@o consiste em trés sucessdes
independentes para os coeficientes de ordem multiplo de 3, multiplo de 3 mais 1, e multiplo de 3
mais 2. Como a; = 0, os coeficientes de ordem multiplo de 3 mais 2 sdo todos nulos. Para obter
as outras duas sequéncias podemos usar o método estudado no capitulo anterior: para n = 3m,
definindo u,, = as3,, obtemos:

O(m+1)(m+2/3)tps1 — thy =0 (7.24)
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em termos de fatoriais e fun¢des gama temos:

(m+1)!T(m+5/3)

(m+1)(m+2/3) = MIT(m+2/3) (7.25)
Usando a substitui¢ao:
Xy =m!T(m+2/3)uy, (7.26)
a Equacido 7.24 transforma-se numa equagdo de coeficientes constantes:
Xmt1 —Xm =0 (7.27)
A solugdo pode agora ser obtida facilmente:
X = (_xg)m (7.28)
ay = w, = Z"TR/3) (7.29)

= mIT(m+2/3)9m "

Para calcular a sequéncia correspondente a n = 3m + 1, procedemos em forma semelhante. Em
funcdo de v, = azn+1, a formula de recorréncia (Equagao 7.23) € uma equacgdo de primeira ordem:

I(m+1)(m+4/3)Vmp1 —Vm =0 (7.30)

e com a substitui¢do
Zm=m!T(m+4/3)v, (7.31)

a equacdo transforma-se numa equacdo de coeficientes constantes:

Zm+1 —2m =0 (7.32)
com solugdo:
20
Im = (7.33)
(=9)m
—1)"1(4/3
PR G 0 A o/ (7.34)

m\T(m+4/3)9"

Finalmente, substituiamos a,, na série de McClaurin para obter a solucio da equacao diferencial:

- (=1)"(2/3) 5, - (=D"T(4/3) 3
m:Om!F(m+2/3)9mX3 tax ), m!r(m+4/3)9mx3

m=0

y(x) =aop (7.35)

onde g e a; sdo duas constantes arbitrédrias (condi¢des iniciais para y e y em x = 0). Em alguns
casos as séries obtidas podem ser identificadas como a série de McClaurin de alguma fungdo
conhecida. Neste exemplo as séries ndo correspondem a nenhuma fungao conhecida, e constituem
duas fungoes especiais designadas funcoes de Airy.
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7.3 Método de Frobenius

Quando o ponto x = 0 € um ponto singular da equagao diferencial, a solu¢io y nao € analitica em
x =0 e ndo pode ser escrita na forma de uma série de McClaurin. No entanto, em alguns casos
existe uma constante r tal que y/x" é uma fungéo analitica:

y(x) =x"f(x) (fanaliticaemx =0) (7.36)

e a série de McClaurin de f sim existe. Para saber em que casos isso acontece é preciso identificar
a que tipo de singularidade corresponde x = 0.

7.3.1 Pontos singulares regulares

Os pontos singulares da equacao diferencial

P(x)y" +Q(x)y +R(x)y =0 (7.37)
sd0 0s pontos xo onde
P(xo) =0 (7.38)
Se os seguintes limites existem:
2
R
A= 1im Y28 g iy PRE) (7.39)
x—=x) P(x) x—=x P(x)

diz-se que o ponto x( € um ponto singular regular.
Se x = 0 for um ponto singular regular, existird pelo menos uma solugdo da forma

Vo) =X f(@) = Y @ (7.40)
n=0

A fungdo f(x) é analitica em x = 0 e podemos admitir, sem perder nenhuma generalidade, que f(0)
¢ diferente de zero (se f(0) for nula, fatoriza-se x, e redefinem-se r e f ficando f(0) diferente de
zero). Isso implica que a constante ag seja também diferente zero:

N
=1lim < = 7.41
a0 = lim 2 = 7(0) £0 (741)
As derivadas y' e y’ sdo

y = Y (ntrax! (7.42)

n=0
Y o= Y (n+r—1aux"? (7.43)

n=0

Para calcular o valor do indice r primeiro observamos que

1—r,/

iii}}?)x y = rao (744)
limx*"y" = r(r—1ag (7.45)

x—0
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a seguir multiplicamos a equacio diferencial por x>~ e dividimos por P

2
R
x2—ry// + ‘%xl—ryl + x?x—ry — 0 (746)

No limite x = 0 e usando as constantes A e B definidas acima (Equagdo 7.39) obtemos:
[r(r—1)4+Ar+Blap =0 (7.47)
Como ay € diferente de zero, r deverd ser solucido da chamada equacao indicial:
r(r—1)+Ar+B=0 (7.48)

Para cada raiz real r da equagdo indicial substituimos as séries para y, y' e y” na equagio diferencial
e procedemos da mesma forma que no método das séries, para calcular os coeficientes a,. Cada
raiz conduz a uma solucio; se as duas solugdes forem diferentes, a solug@o geral serd a combinacao
linear das duas.

Exemplo 7.1
Encontre a solucdo da equacdo:
dxy" +2y/ +y=0 (7.49)

O ponto x = 0 é um ponto singular e, portanto, ndo pode ser usado o método das séries. Para
determinar se x = 0 € ponto singular regular, calculamos:

o 2x 1 X2
A=lime =5 B=lm2=0 (7.50)

Podemos assim usar o método de Frobenius e a equacdo indicial é:
2r(r—=1)4r=0 (7.51)

com raizes r; = 0 e r, = 1/2. Com a primeira raiz (r; = 0) temos que:

y = Zanx” (7.52)
n=0

y o= Y nax"! (7.53)
n=0

Y = Y nn—1)ax"? (7.54)
n=0

Substituindo na equagdo diferencial obtemos:

oo

Z [4n(n— l)aznx”_1 + 2na,x"! +ax"| =0 (7.55)
n=0

os dois primeiros somatérios podem ser escritos em fungdo de x":

oo

Y [An(n+1)an 1 +2(n+ Daps +ap)x" =0 (7.56)
n=0
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a férmula de recorréncia paran =0,1,2,3,... é:
(n+1)(4n+2)ay+1+a, =0 (7.57)
A sequéncia obtida é (arbitrando ag = 1)
an=1,—-1/2,1/24,—-1/720,... (7.58)

A solucdo geral parece ser os inversos dos fatoriais dos ndmeros pares, com sinais alternados.
A solucdo geral pode ser obtida transformando a férmula de recorréncia numa equagdo com
coeficientes constantes:

(2n+2)!
2n+2)2n+1) = ——— 7.59
G+ 2)(n+1) =" (759)
u, = (2n)la, = upr1+u, =0 (7.60)
uy=(—1)"uy = a,= (_Dnao (7.61)
" " (2n)! ‘
com esta sequéncia, a série de poténcias da primeira solucdo particular é (com ag = 1)
v (_l)n n 1/2
yi = X" =cos(x'/7) (7.62)
n;) (2n)!
Usando a segunda raiz r, = 1/2, a série de poténcias da segunda solugio é:
y = Z a2 (7.63)
n=0
Y= Y (n+1/2)an (7.64)
n=0
y// _ Z (l’l2 _ 1/4)anxn73/2 (765)
n=0
Substituindo na equagao diferencial obtemos:
i [(4n% — a2 4+ 2n+ a2+ a,x" 12 = 0 (7.66)

n=0

a soma dos termos n = 0 das duas primeiras séries € igual a 0 e as trés séries podem ser agrupadas:

(=

Y [(4n + 81+ 3)ans1 + (2n+3)ans1 +an "2 =0 (7.67)
n=0

a férmula de recorréncia é:
(2n+2)(2n+3)aps1+a, =0 (7.68)

A solucdo geral obtém-se em forma semelhante ao caso anterior:

(2n+3)!

(r+2)@n+3) = 5

(7.69)

un=(2n+1lay, =  tps1+itp=0 (7.70)
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(=D)"

_(_1\n _
up=(—1D)"uy = a,= (2n+1)!a0 (7.71)
a série de poténcias correspondente € (com ag = 1)
o (D"
=Y ——r—x =sin(x'/) (1.72)

= (2n+1)!

A solucgido geral ¢ uma combinacao linear das duas solucdes particulares y; e y,. B

7.4 Solucao em séries em pontos singulares

Em geral, cada raiz da equacgdo indicial pode conduzir a uma solucido em séries de poténcias. No
entanto, em alguns casos € possivel encontrar apenas uma solugdo. O teorema que se segue indica
como determinar a solucdo geral por meio de séries de poténcias.

Teorema 5 (Frobenius)
Se ry e ry sdo duas raizes da equagdo indicial (em x = 0) de uma equagdo diferencial linear de
segunda ordem com ponto singular em x = 0, existem trés casos, a depender dos valores de ry e r):

1. Se ry — rp for diferente de zero e diferente de um niimero inteiro, cada raiz conduz a uma
solugdo diferente.

2. Se r| = 1y, é possivel obter uma tinica solugdo y| a partir do método de Frobenius. A segunda
solucdo terd a forma:
y2(x) =Y b 4 y1In x (7.73)
n=0

onde a sucessdo b, deverd ser obtida por substituicdo de y, na equacdo diferencial.

3. Se ri — ry for um niimero inteiro, existird uma solucdo y; com a forma usada no método de
Frobenius. A segunda solucdo serd:

oo

y2(x) = Z byX"™ + ey In x (7.74)
n=0

onde c é uma constante. Nos casos em que ¢ =0, a segunda solugcdo tem também a forma
do método de Frobenius, o qual implica que aplicando o método de Frobenius é possivel
encontrar as duas solugoes y| e y» linearmente independentes. Quando ¢ ndo é nula, o
método de Frobenius permite encontrar apenas uma solugdo e a segunda solugdo deverd ser
encontrada por substituicdo da forma geral de y, na equagdo diferencial.

Com as duas solucdes encontradas seguindo o método indicado pelo teorema de Frobenius, a
solugdo geral sera:
y(x) = Ciy1(x) + Coya(x) (7.75)

Em alguns casos as condicdes fronteira exigem que y seja finita na origem o qual implica C; =0,
se r; < 0 ou rp = ry, ja que nos dois casos a segunda solucdo € divergente na origem. Se r; —ry é
um inteiro e o0 método de Frobenius conduz a uma tnica solugdo y;, C; serd também nula e nao
seré preciso calcular y,.
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Exemplo 7.2
Encontre a solugdo geral da equagdo:

xy" +3y —x’y=0 (7.76)
O ponto x = 0 € ponto singular. Os dois limites:

3 _ 4
A=lim> =3 B=lim—— =0 (1.77)

x—0 X x—0 X

existem e, portanto, x = 0 € ponto singular regular. A equacao indicial é:
r(r=1)4+3r=r(r+2)=0 (7.78)

com raizes r; =0 e r, = —2. Como a diferenca entre as raizes ¢ um niimero inteiro, provavel-
mente o método de Frobenius dard apenas uma das duas solucdes linearmente independentes. Se
existirem duas solu¢des com a forma usada no método de Frobenius, estas aparecerdo na solu¢io

correspondente a raiz menor r = —2. Assim, comeg¢amos por considerar o caso r = —2:
y = Yax? (7.79)
n=0
y = Z (n—2)ax"3 (7.80)
n=0
Yo = Y (n-2)(n-3)ax""* (7.81)
n=0

Substituindo na equagao diferencial obtemos:

oo

Y [(n—2)(n—3)aX" > +3(n—2)a" > —a,x"] =0 (7.82)
n=0
—aix 2+ i[(n—l—3)(n+ Day+s —aylx" =0 (7.83)
n=0

consequentemente, a; = 0 e:
(n+3)(n+1)ays3—a, =0 (n=0,1,2,...) (7.84)

A solugdo da férmula de recorréncia sdo trés sucessdes independentes. A sucessio correspon-
dente an =3m+ 1 € nula, ja que a; = 0. Com n = 3m e u,, = asz,, obtemos a equagao:

I(m+1)(m+1/3)ups1 —upy =0 (7.85)
usando fatoriais e fungdes gama temos:
Im+D'T(m~+1+1/3)upms1 —m!'T(m+1/3)uy, =0 (7.86)

se definirmos:
Vim =m!T(m~+1/3)uy (7.87)
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obtemos: y
0
MWypt1 —Vvin =0 = Vg = om (7.88)
I'(1/3)ao (7.89)
9"m!\T(m+1/3) '

Substituindo n = 3m + 2 e az;42 = X, na Equacdo 7.84 obtemos:

azm = U =

9(m+1)(m+5/3)xms1 —xm =0 (7.90)

usando fatoriais e fungdes gama temos:

I(m+ )T (m+14+5/3)xps1 —m!'T'(m~+5/3)x, =0 (7.91)
se definirmos:
Zm=m!T(m+5/3)x, (7.92)
obtemos: 2
Vil —zm =0 =  zu= g—j’n (7.93)
5/3
A3m4+2 = Xy = L(5/3)az (7.94)

9"m!\T(m+5/3)
As duas sucessdes encontradas correspondem as duas solucdes linearmente independentes.
Assim, o método de Frobenius conduz a solucdo geral:

y = Y azn P+ Y azpipc” (7.95)
m=0 m=0
> I(1/3)xm2 > T(5/3)x"

| (7.96)

“O,go9mm!r(m+1/3 +a Z . 9"m!T(m+5/3)

7.5 Problemas

Resolva, usando o método das séries, as seguintes equagdes diferenciais. Compare os resultados
com as respetivas solugdes analiticas

1. (1-x%)y —2xy=0
2.y —y=1+x7
3.y =3y +2y=0
4. y' —y=x
Determine a solugao das seguintes equacgoes diferenciais lineares de segunda ordem
5 V/—xy+y=0
6. Y +xy=0

14+x 1
7. x(1—x)y'+ —"y — —y=0
x(1—x)y" + 7Y =5y
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8. x'+(1-2x)y +(x—1)y=0
9. (1+x)x%y" — (142x)xy + (1 +2x)y =0
10. x(x—1)y" + (4x—2)y'+2y=0
11. Y/ + x>y =0 y(0)=1, y(0)=0

Nos problemas 12 e 13, n € um parametro inteiro positivo. Demostre que para cada valor de n
existe um polinémio de grau n que € solugao particular da equagio e determine a forma geral do
polinémio de grau n com as condicdes fronteira dadas
12. Equacao de Laguerre
xy" 4+ (1=x)y +ny=0 Polinémios de Laguerre L,(x),L,(0) =1

13. Equacao de Hermite
Y'=2xy' 4+ 2ny=0 Polinémios de Hermite H,,(x)
(2m)!

(a) Para n par use a condi¢do Hy,(0) = (—1)" '
m!

2(2m+1)!

(b) Para n impar use a condi¢do H;,,. (0) = (—1)" -
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Capitulo 8

Transformadas de Laplace

8.1 Definicao da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma fungéo f(¢) é uma outra func¢@o F(s) num dominio de valores
reais s, definida pelo integral:

oo

F(s) = / Fo)e ™ dr @®.1)

0

Igual que no caso da derivagao, uma forma rapida de calcular a transformada de uma fungao € por
meio de algumas regras simples. A transformada inversa de uma funcéo F(s) é a fungdo f(¢) cuja
transformada de Laplace seja igual a F(s).

8.1.1 Condicoes de existéncia da transformada de Laplace

Para que a transformada de Laplace de f(¢) exista, é preciso que f(¢) verifique as seguintes duas
propriedades:

1. A fung¢do deverd ser parcelarmente continua, isto é, f(¢) podera ter alguns pontos isolados
onde ¢ descontinua, mas serd continua em cada intervalo entre dois pontos de descontinui-

dade.
2. A fungido f(r) deve ser uma fungio de ordem exponencial: existe um nimero real a tal que
o limite
: _ —at
Jim = (1) e 5.2

existe. O dominio da transformada de Laplace de f(¢) serd s > a.

Usaremos a seguinte notagdo para indicar a transformada de Laplace da fungéo f(7)

L{f(1)} (8.3)

e a funcao obtida depois de transformar, sera representada pela mesma letra usada para a funcéo,
mas em maitdsculas

L{g(1)} = G(s) (8.4)
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8.2 Propriedades da transformada de Laplace

8.2.1 Linearidade

Para quaisquer duas fungdes f(r) e g(¢), e duas constantes a e b, verifica-se

L{af(1) +bg(t)} = aL{f ()} +bL{g(t)} = aF(s) + bG(s) (8.5)
consequentemente, a transformada inversa também € um operador linear:

L7YaF (s)+bG(s)} = af(t) +bg(t) =a L7 {F(s)} +b L7 {G(s)} (8.6)

8.2.2 Derivada da Transformada

dF . i 7 —st _ r —St _
e ds/f(t)e dr = /tf(t)e dr = L{tf(t)} (8.7)
0 0
derivando n vezes obtemos
d"F
L f(1)}=(—1)" o (8.8)
s
8.2.3 Transformada da Derivada
Integrando por partes:
L{f'} = /f’e“”dt = fe ¥ +s/fe“”dt (8.9)
0 0 0

o dltimo integral € a transformada de f, definida em s > a. Para s > a o limite do primeiro termo,
quando ¢ for infinito, € zero ja que f € de ordem exponencial a

L{f"} =5 L{f} - f(0) (8.10)

A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a mesma propriedade varias
vezes, por exemplo, a transformada da segunda derivada € igual a:

L{" =sL{'} =¥ (0) = s[s L{y} = y(0)] = (0) = 5°Y (s) — sy(0) — ¥’ (0) (8.11)

8.2.4 Deslocamento em s

oo

L{e"f(0)} = [ reat = F(s—a) (8.12)

0
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8.3 Transformadas de Funcoes Elementares

A transformada de #”, onde p € qualquer nimero real, é:
L{t'} = /tf’ e ¥ dr (8.13)
0

usando a mudanga de variavel u = st, o integral transforma-se numa fun¢io gama:

[ iy [y T(p+1)
Py — Pe—u " _ o—(p+l) [ ypa—ugy — M T
L{t }—/(u/s) el =s /u e “du= s (8.14)
0 0
em particular, quando p for um ndmero inteiro positivo n,
" n!
L{t"} = T (8.15)
eparan=0
1
L{1}=- (8.16)
s

Aplicando a propriedade de deslocamento em s, podemos calcular a transformada da func¢ao
exponencial

£{e"} = £{1}(s—a) = — (8.17)

s—a

e usando a propriedade da derivada da transformada

oy d /1Y 1
L{re™} = ds<s_a>_(s_a)2 (8.18)

O mesmo resultado podia ter sido obtido a partir da transformada de ¢, usando a propriedade de
deslocamento em s.

As transformadas do seno e do co-seno podem ser calculadas substituindo a = ib na Equacio 8.17
e usando a férmula de Euler

. 1 ib
£{e"} = £{cos(bt) + isin(br)} = T ssziilbz (8.19)
comparando as partes reais e imagindrias, concluimos:
s
i b
LAsin(bt)} = (8.21)

524+ b2
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8.4 Calculo de transformadas inversas

Os resultados da secdo anterior podem também ser usados para calcular transformadas inversas.
Por exemplo, calculemos a transformada inversa de:

253 +45*+10s+ 74

G = @)@ 25+ 10) (8:22)

usando expansao em fragdes parciais, obtemos:

23
Cos+2 0 (s+2)2 0 (s—1)249

G(s) (8.23)
para calcular a transformada inversa de cada termo, comecamos por calcular as transformadas

inversas das trés funcoes:
1 1 3

s 52 s2+9
que sdo 1, ¢ e sin(3¢), respetivamente. A seguir usamos a propriedade de deslocamento em s para
calcular a transformada inversa da funcdo G

(8.24)

t

§(t) =2¢7% +3re™ + Zsin(31) (8.25)

8.5 Resolucao de equacoes diferenciais por meio da transformada de
Laplace

Como vimos numa secfo anterior, as transformadas de Laplace das derivadas de uma funcao sio
todas proporcionais a transformada da fung¢ao original, multiplicada por s", onde n é a ordem da
derivada. Esta propriedade permite transformar uma equacgdo diferencial linear, com coeficientes
constantes numa equacao algébrica. Por exemplo, consideremos a equagio:

3y" — 12y 4 12y = 4e* sin(2x) (8.26)
Transformando os dois lados da equacdo e usando a propriedade de linearidade, obtemos:
3L} 12 LY} +12 L{y} = 4 L{e*sin(2x)} (8.27)

cada um dos termos pode ser calculado usando as propriedades da transformada de Laplace:

L{y} = Y(s) (8.28)
L{y'} = sY(s)—y(0) (8.29)
L{y"} = 5Y(s)—sy(0)—»'(0) (8.30)
L{e™sin(2x)} = =274 (8.31)

a transformada da equacdo diferencial é

3s2Y —3C1s —3C, — 12sY + 12C, + 12Y = (8.32)

-2+d
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onde A e B sdo duas constantes, iguais aos valores iniciais de y e y em x = 0. Esta equagdo é uma
equacao algébrica que pode ser facilmente simplificada, conduzindo & funcio Y:

Y_3C1S+3C2—3C1 8

8.33
32— 125+ 12 [(s—2)2+4](3s2— 125+ 12) (8.33)

A solugdo da EDO ¢ a transformada inversa desta funcdo. Usando a expans@o em fracdes parciais:

A B 2C D(s—2)

Y =
=2 (s—2)2+ (s—2)2+4+ (s—2)2+4

(8.34)
onde A, B, C e D sdo constantes que podem ser calculadas comparando as duas dltimas equacdes:

2
A=C B:C2—2C1—|—§ C:_§ D=0 (8.35)

A transformada inversa de cada uma das fra¢des parciais ¢ facilmente identificada, usando as
transformadas calculadas em secdes anteriores. A resposta final é:

y(x) = [(1—2x)y(0) +xy'(0) + % — %sin(2x)] e (8.36)

8.6 Equacoes diferenciais lineares com coeficientes variaveis

Quando os coeficientes de uma equacdo diferencial linear sdo polindmios, a transformada de
Laplace pode ser calculada usando os seguintes resultados:

L{t"y} = (—1)”3;5 (8.37)
L) = g (o) = (- ) 83%)
iyy = (1L 2y - 5y(0)] (8.39)

A transformada da equacdo diferencial serd outra equagao diferencial para a fungado Y, de ordem
igual ao maior grau dos coeficientes da equagao original. Em alguns casos a equagao diferencial
obtida resulta ser mais facil de resolver do que a equacgdo original.

A transformada de Laplace Y e as suas derivadas deverdo ser funcdes assimptoticamente
decrescentes; esta propriedade das transformadas de Laplace impde condicdes fronteira para a
equacao diferencial obtida.

8.7 Equacoes diferenciais lineares com entrada descontinua

O lado direito de uma equacdo linear ndo homogénea pode ser considerado como a entrada num
sistema linear que verifica o principio de sobreposi¢ao. Quando a entrada é descontinua, a saida é
continua pois a solucdo de uma equacgao diferencial € uma fungdo derivdvel.

O método da transformada de Laplace € principalmente util para resolver equagdes diferenciais
com entrada descontinua, ja que a transformada de uma fungdo parcelarmente continua é uma
func¢do continua.
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Para representar fun¢des descontinuas é conveniente definir a fungdo degrau unitario (também
conhecida por funcio de Heaviside):

0 t<a
u(t—a) = { | t>a (8.40)
Se a < b, a fungdo:
u(t—a)—u(t—>n) (8.41)

éigual a 1 no intervalo a < t < b e zero fora do intervalo. Assim, uma fun¢do definida em forma
diferente em diferentes intervalos, por exemplo,

) filt) a<t<b
f(t)—{ ) c<t<d (8.42)

pode ser escrita na forma compata:

f(t) = lu(t —a) —u(t =) fi(1) + [u(t — ¢) —u(t = ) f2(1) (8.43)

facilitando o cédlculo da sua transformada de Laplace, por meio da propriedade que veremos na
secao que se segue.

8.8 Deslocamento no dominio do tempo
A funcdo:
ult—a)f(t—a) (8.44)

onde u(t — a) é a fungo degrau unitario, representa a fungdo f(z) deslocada uma distancia a no
eixo do tempo ¢, sendo nula para t < a. A sua transformada de Laplace calcula-se facilmente, em
func¢do da transformada de f:

oo

Llu(i—a)f(t—a)} = / Flt—a)e ™ dr

a

(=)

= /f(r) eS(r+a) g

oo

= e*‘”/f(r)e*"dr

E obtemos a propriedade de deslocamento em ¢:
L{u(t—a)f(t—a)} = e “F(s) (8.45)

Esta propriedade € util para calcular transformadas de fungdes com descontinuidades. Uma outra
forma equivalente ¢ a seguinte:

L{u(t—a)f(t)} = e “L{f(t+a)} (8.46)
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Exemplo 8.1
Resolva o problema de valores iniciais:

y”+3y’+2y:{ ’_t tl<§lt (8.47)
¥(0) =y'(0)=0
Comecamos por escrever o lado direito da equacdo na forma compata:
Y43y +2y=[1—u(t— Dt —tu(t —1) =t —2tu(t —1) (8.48)
A transformada de Laplace do lado esquerdo é:
L +3Y +2y} = (s +3s+2)Y () (8.49)
Usando a propriedade de deslocamento em ¢, a transformada do lado direito é:
L{t—2tu(t—1)}:%—Ze*SL{H—l}:%—22—2(3—? (8.50)
s s s s

Igualando as transformadas dos dois lados da equagdo diferencial, podemos obter facilmente Y:

1—2e™* e*
Y= 26612 566+ (8-51)

Usando decomposi¢@o em fragdes parciais:

1 1 1 1
_ = —— 8.52
G612 25 s+l 20642 (8-52)
1 1 3 1 1
- = 8.53
s2(s+1)(s+2) 252 4s+s—|—1 4(s+2) (8.53)
obtemos:
1 3 1 1 i 1 1 1
e N —— = — 8.54
22 45 s+l 4(st2) ¢ (2s 52 2(s—|—2)> (8-54)
e a transformada inversa é:
t 3 I 1 L —20-1)
t)=~—> —= =) z—(@—1)—= :
y(t) 7 4+e i +u( )2 ( ) 5¢ (8.55)

8.9 Impulso unitario

Em fisica uma forca impulsiva é uma forca f(¢) que atua durante um pequeno intervalo de tempo
At. O aumento total da quantidade de movimento, devido a for¢a f(¢), é igual ao impulso:

1= /f(t)dt (8.56)
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Uma fungdo de impulso unitério ¢ uma fungdo f () que produz um impulso igual a 1:

to+At
/ f)dr=1 (8.57)
to

Um exemplo € a funcio:

u(t —ty) —u(t —to — Ar)
At

(8.58)

constante no intervalo fy < x < fo + At.
Consideremos uma sucessao de impulsos unitarios f,, com intervalos At, decrescentes. Por
exemplo, as funcdes

fo=nlu(t—19) —u(t —t9—1/n)] (8.59)

onde u € a funcdo degrau unitario. Neste exemplo cada fungdo f, € igual a n no intervalo de ¢ entre
aea+1/n, e zero fora dele. O intervalo de dura¢do do impulso é Az, = 1/n e a fungao f, € um
impulso unitario. A medida que n aumenta, o grifico da funcdo f, € cada vez mais alto, e dentro de
um intervalo mais pequeno.

O limite de uma sucessao de impulsos unitdrios com intervalos decrescentes, aproximando-se
para zero, € designado funcao delta de Dirac

8(r —10) = lim f, (1) (8.60)

a fungdo 8 € nula em qualquer ponto diferente de 7y, infinita em 7y mas o seu impulso € igual a 1.
A funcao delta de Dirac nio € realmente uma fun¢do mas sim um funcional (limite de fun¢des),

e dai que o seu integral possa ser diferente de zero enquanto que a fungdo é nula em qualquer ponto

diferente de #p. Uma propriedade importante da fungdo delta de Dirac é o teorema que se segue.

Teorema 6
Se f(t) € uma funcdo continua em ty,

[ 1@t —w)ar = f) (8.61)

Para resolver equacdes diferenciais onde aparecam termos impulsivos, serd util conhecer a
transformada de Laplace; para a calcular substituiremos a funcdo delta pelo limite da sucessao de
impulsos unitarios (8.59)

L{8(t ~10)} = lim L{n[u(t —10) —u(t — 19— 1/n)]} = lim ? [e—fos — e F/ms1(8.62)

n—oo §

e, portanto,
L{3(t—19)} = e (8.63)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas das fungdes que temos calculado
neste capitulo encontram-se resumidas na tabela 8.1.
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Funcao T. de Laplace
f() F(s)

, I'(p+1)

t s+l

e’ f(t) F(s—a)
1) sF(s) = £(0)
[rwae ZF)

0

(1) -

£() [

e /F(r)dr
ut—a)f(t—a) e “F(s)
d(t—a) e

f (2) aF(as)
cos(bt) ﬁ
sin(br) s2+bb2

Tabela 8.1: Propriedades da transformada de Laplace.
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Exemplo 8.2
A quantidade dum medicamento no sangue de um paciente, decresce exponencialmente:

Y=o e~/ (8.64)

onde y é a quantidade, em gramas, do medicamento no instante t, yo é a quantidade inicial, e
a é a constante de decaimento do medicamento no sangue. O paciente recebe duas injecdes do
medicamento, com doses de y| e y, gramas, nos instantes t| e ty (com ty >t > 0). Calcule a
quantidade de medicamento no sangue do paciente, em funcdo do tempo, admitindo que em t =0
ndo existia nenhum medicamento no sangue do paciente.

A massa do medicamento introduzido em cada injecdo é Ay = fAt, onde f € uma fungdo que
depende do tempo (fluxo de medicamento que entra no sangue do paciente, em gramas por unidade
de tempo):

Ay
i f(t) (8.65)
f
Y1
Y2
ty to t

Figura 8.1: Fluxo de medicamento, f, para dentro do sangue do paciente.

Como o intervalo de tempo que dura uma injecio € muito pequeno comparado com o tempo
entre injecdes (figura 8.1) e com o tempo de meia-vida do medicamento, podemos admitir que
o fluxo f(¢) é uma fun¢do impulsiva de duragdo quase nula, nomeadamente uma soma de duas
funcdes delta nos instantes 71 e f;:

f(t) =y18(t—11) +328(t —12) (8.66)

Enquanto o medicamento no sangue aumenta devido as injecdes, também diminui continu-
amente, devido a constante de decaimento do medicamento. A diminui¢do do medicamento no
instante 7 é

dy

i
ja que esta € a equagdo que define o decaimento exponencial com constante de decaimento a. A
taxa de aumento do medicamento no sangue serd igual ao aumento devido as inje¢des, menos a
diminuicao devida ao decaimento do medicamento no sangue

—ay (8.67)

d
% =y18(t —11) +28(t — 1) —ay (8.68)
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Esta é uma equacdo diferencial linear, de coeficientes constantes, nio homogénea. Calculando a
transformada de Laplace nos dois lados da equagao, obtemos:

(s+a)Y =yo+yie " +ye (8.69)

onde Y ¢ a transformada de y.

_ Yotyie " +ye™

Y 8.70
oy (8.70)

e calculando a transformada inversa encontramos a solu¢do do problema
y(1) =yoe " +yu(t —1,)e T Ly u(r — ) e ") (8.71)

A figura 8.2 mostra o grafico da funggo y(¢). B

Vi Y2

ty t t

Figura 8.2: Decaimento do medicamento no sangue do paciente.

8.10 Convolucao

A transformada de Laplace de um produto de duas fungdes nao € igual ao produto das transfor-
madas de Laplace das duas funcdes. No entanto, existe uma operacao entre fungdes que, quando
transformada, da o produto das transformadas das duas funcdes. Essa operagdo entre funcdes é
designada convolucao, e joga um papel importante no cdlculo de transformadas inversas, como
Veremos.

O produto de convolugio entre duas fungdes f(¢) e g(¢) define-se da seguinte forma

frg= /f(r)g(t —r)dr (8.72)
0

Teorema 7
A transformada de Laplace do produto de convolugdo entre duas funcéoes f e g, é igual ao produto
das transformadas de Laplace das duas fungoes.



76 Transformadas de Laplace

Demonstracao: A partir das defini¢des da transformada de Laplace e do produto de convolugao,
obtemos

Lng}://f@m@—neﬂmmh (8.73)
0 0

o integral em r pode ser estendido até infinito, se multiplicarmos por uma func¢io degrau unitario
que anule a parte desde ¢ até infinito

L{f*g}://f(r)g(t—r)u(t—r)e*“drdt (8.74)
00

trocando a ordem dos dois integrais, obtemos

L{f*g}:/f(r) /g(t—r)u(t—r)e”tdt dr (8.75)
0 0

O termo entre paréntesis quadrados ¢ a transformada de Laplace da funcdo g, deslocada em ¢:
gt —rju(t—r) (8.76)

que € igual a transformada de Laplace de g, multiplicada pela exponencial de —sr. Assim, obtemos
o resultado

L{f*g} = G(s) / F(r)e " dr (8.77)
0

que € igual ao produto das transformadas de Laplace das duas func¢des, como pretendiamos
demonstrar:
L{fxg}=F(s)G(s) [ (8.78)

O teorema anterior também implica, em forma inversa, que a transformada inversa de Laplace
de um produto de fungdes € igual ao produto de convolucdo entre as transformadas inversas
das duas fungdes. O teorema de convolugdo € util no cdlculo de transformadas inversas de
funcdes complicadas que possam ser escritas como o produto entre fungdes simples. O produto de
convolucdo entre fungdes verifica as propriedades comutativa, associativa e distributiva em relacao
a soma de funcdes.

Exemplo 8.3
Calcule a transformada inversa da funcdo

F(s)

_a
- s(s2+a?)

Podemos escrever a funcdo F' como o produto entre duas funcdes

1 a

G(s)=— H(s)

s ) (8.79)

as transformadas inversas de G e H obtém-se a partir da tabela 8.1

gt)y=1 h(t) = sin(at) (8.80)
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e a transformada inversa de F € igual ao produto de convolugdo de g e &

1 —cos(at)
a

f(t) = I xsin(at) = /sin(ar) dr= [ (8.81)
0

No célculo do produto de convolucio entre g e A, o termo dentro do integral pode ser escrito como
g(r)h(t —r) ou g(t — r)h(r), usando a propriedade comutativa; convém sempre examinar as duas
possibilidades para seleccionar a que seja mais facil de primitivar.

8.11 Resolucao de equacoes integro-diferenciais

Algumas equacdes que combinem derivadas com integrais podem ser resolvidas por meio da
transformada de Laplace, quando o integral possa ser escrito como um integral de convolugdo entre
fungdes.

Exemplo 8.4
Encontre a solucdo da equacdo integro-diferencial

t

d

% —1- /y(t Ve Pdy (8.82)
0

com condigdo inicial y(0) = 1.

O integral no lado direito da equacdo é um produto de convolugio:

dy -2
—=1- ! 8.83
ar yxe (8.83)
Transformando os dois lados da equaciao obtemos
1 Y
Y—-1=-- 8.84
g s s+2 (8.84)

donde se obtem a fungdo Y:

s+2 2 1
y— _2 1 8.85
s(s+1) s s+1 (8.85)

e a solugdo da equacdo € a transformada inversa

yt)=2—¢' ® (8.86)

8.12 Problemas
Aplicando transformadas de Laplace, resolva as seguintes equacdes
L y'+y —2y=3 ¥(0)=0,y'(0) =1

2.y +4y +4y=ec¥ ¥(0) = 0,5(0) =0
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3.4y =y +dy=¢ ¥(0) =¥(0) =y"(0) =1
4. y"+y=e*cost ¥(0)=1,y(0)=0

5.y +4y =tsin(21) ¥(0) =y(n/4) =

6. 12y —2y =2t y(0) finita, y(2) =2

Nas perguntas 7 a 10 resolva o problema de condicdes fronteira

aa=10 0=y (3F) =0

usando a defini¢do da fungdo f(r) dada em cada caso

f(t)

O ===--
¢-----

16— | —
|
1
1
1
Tt

1 0<r<m
9. f(r)=< 0 T<t<2m
sint 2n <t

10.

0 4 w2 34 ) t

Calcule os seguintes produtos de convoluc¢io
11. e” xe”
12. 1%t xt

13. ¢ *sint

Usando a propriedade da transformada de Laplace do produto de convolugio, calcule as transfor-
madas inversas das seguintes funcdes

4

14, —
s2(s—2)
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1
(2 + )2

15.

Resolva as sequintes equacdes em forma geral, para qualquer fungdo f() parcelarmente continua e
parametro k diferente de zero

16. ' — Ky = f(1) ¥(0)=y(0) =0

17. y" =2k + Ky = [ (1) y(0)=y'(0) =1
Equacoes integrodiferenciais. Resolva as seguintes equagdes

18. y(t) = asint —2 [y y(s) cos(t — ) ds

19. y(x) =x+ [y y(t)cos(x —t)dt

20. foy(s)ds—y(1)=1 y(0) =2

21. y/(t) +2y+ [y y(s)ds = sint y(0)=1
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Capitulo 9

Equacoes de diferencas lineares nao
homogéneas

No capitulo 6 estudamos métodos para a resolucio de equagdes de diferencas lineares homogéneas,
e vimos que existe uma grande semelhanca entre a resolugcao de equacdes de diferencas lineares e a
resolucao de equacdes diferenciais lineares. Seguindo a analogia, veremos neste capitulo que no
caso das equacdes de diferengas existe um método andlogo ao método da transformada de Laplace
na resolucdo de equacgdes diferenciais.

9.1 Transformada Z

A transformada Z define como construir uma funcio a partir de uma sucessido. Assim, cada
sucessdo € transformada numa funcdo; isso permitird transformar equacdes de diferengas em
equacgdes algébricas que em alguns casos podem ser resolvidas facilmente, como veremos. A
transformada Z de uma sucessao {yo,y1,y2,...} ¢ uma fun¢do definida por meio da série:

SER 9.1)

yr o »
+-+S+
N T2 T3

onde z é uma variavel real'. O dominio da varidvel z onde a série é convergente depender da
sucessdo. Usando uma notagdo mais compata, escrevemos a transformada da sucessao {y, } da
seguinte forma

Zwi=Y % 9.2)
n=0

e ainda usaremos uma outra notacao: y, que representa a funcio obtida apds transformar a sucessao

{n}

Consideremos um exemplo: a sucess@o {1,1,1,...} com todos os termos iguais a 1, isto &,
v, = 1. Usando a defini¢do da transformada Z obtemos

y(z)zH—i—i—le—i—...:i(l) ©93)

n=0 z

10 dominio da varigvel z pode ser estendido aos nimeros complexos, mas para os objetivos deste capitulo ndo serd
preciso.
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que é uma série geométrica; se |1/z| < 1, a série converge para

y(z) = = — 9.4)

Outra transformada Z que pode ser calculada usando a série geométrica € a transformada da
sucessdo com termo geral y, = a", onde a é uma constante. Usando a definicdo da transformada
obtemos uma série geométrica

2 oo n
y(z):1+j+;+...:2<a) 9.5)

Assim, para |z| > |a]
z
z—a

Z{d"} = (9.6)

9.2 Propriedades da transformada Z

Usando os dois exemplos da secdo anterior e algumas propriedades da transformada Z, podemos
calcular as transformadas de outras sucessdes mais complicadas.

9.2.1 Linearidade da transformada Z

A primeira propriedade da transformada Z que estudaremos € a sua linearidade, isto é, dadas duas
sucessoes quaisquer {x,} e {y,}, e duas constantes a e b, verifica-se que

Z{ax, + by, } = aZ{x,} + bZ{y,} = ax+ by 9.7)

Esta propriedade pode ser demonstrada facilmente a partir da definicdo da transformada Z, ja que
as séries convergentes também verificam a propriedade de linearidade.

9.2.2 Derivada da transformada Z

No dominio onde a transformada Z esta definida, a série que a representa (equacao (9.2) converge
uniformemente, e pode ser derivada termo por termo

5o |
y:_g’% Z—*Zn,y" 9.8)

esta dltima série € a transformada Z da sucessao ny,; assim, temos obtido o seguinte resultado

_ P
Z{ny,} = e 9.9

Se conhecermos a transformada de y,,, poderemos calcular a transformada de ny, a partir da
derivada da transformada conhecida.
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9.2.3 Transformada da sucessao deslocada

A sucessdo {y,+1} € a sucessdo obtida a partir de {y, }, eliminando o primeiro termo e deslocando
todos os outros termos um lugar para a esquerda: {yi,y2,y3,...}. A transformada Z desta nova
sucessao serd

Z{yn+1} = + yz yn Z y7 — 20 (9.10)
A tltima série € a transformada 7 da sucessdo {yn}

ZAYyn1} =29 — Yoz ©.11)

9.2.4 Transformadas das sucessoes de senos e co-senos

Consideremos uma sucessao com termos complexos
yn = (a+ib)" (9.12)

onde a e b sdo constantes reais. Usando o resultado (9.6), o qual é também valido para nimeros
reais ja que a série geométrica também converge no plano complexo, obtemos

Z

Z{la+ib)} = ——

(9.13)

multiplicando o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador, podemos
separar as partes real e imaginaria
z2(z—a) L bz
(z—a)?+b>  (z—a)?+b?
Por outro lado, se usarmos a representagao polar do nimero complexo a + ib e a linearidade da
transformada Z, podemos escrever

Z{(a+ib)"} =

9.14)

Z{(a+ib)"} =7 {rﬂein"} = Z{r" cos(n®)} + iZ {r"sin(n®)} (9.15)

onde r e 6 sdo o médulo e angulo polar do nimero complexo. Comparando as partes reais e
imagindrias das equacdes (9.14) e (9.15), obtemos as transformadas de duas sucessdes com senos e
CO-senos

0o bz
Z{r Sln(ne)} = m (916)
0 z2(z—a)
Z {r COS(ne)} (Z_(a)2_|-b2 (917)
onde as constantes a e b sdo definidas por
a = rcosO (9.18)
b = rsin® 9.19)

Na tabela 9.1 aparece um sumadrio das transformadas Z que temos calculado, e de outras que
podem ser obtidas a partir das propriedades que temos estudado, e que serdo tteis no célculo de
transformadas inversas.
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Sucessao Transformada Z
i ¥(z2)
Yn+1 Yy —2Yo
V42 27—y — 21
.
ny, _Z(T)Z)
a 7=a
na" (Z ilZa)z
n2a" az2 + aéz
(z—a)
n(n — 1) a" (122
2 (z—a)’
nn-1)(n-2) ,
3! (z—a)*
,, 0 z2(z—a)
r"cos(n0) Goaf+ 5
(a=rcos6,b=rsinb)
: bz
n 0
' sin(n0) o) i

(a =rcos0,b=rsin0)

Tabela 9.1: Transformadas Z.
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9.3 Resolucao de equacoes de diferencas lineares nao homogéneas

A transformada 7Z € util para resolver equagdes de diferencas lineares, de coeficientes constantes,
nao homogéneas. Consideremos um exemplo com valores iniciais:

Y2+ 3ynp1 +2y,=3"  yo=1  y =0 (9.20)
Usando a expressao que obtivemos para a transformada de {y, }, podemos escrever

Z{ynt1} = -z 9.21)
Z{yns2} ZAYup1} — 21 =22 — 22 9.22)

e consultando a tabela 9.1 vemos que

Z{3"} = Z_% 9.23)

Assim, a transformada da equacao de diferencas sera

(243242 -2 —3z= Z_% (9.24)

e dai obtemos
2 +3z n Z
z+1)(z+2)  (z+1)(z+2)(z—3)

O célculo da transformada inversa € feito em forma anéloga as transformadas inversas de Laplace,
usando expansdo em fragdes parciais, mas deixando de fora um fator z no numerador, que sera
necessdrio manter em todas as fracOes parciais para poder usar a tabela 9.1. Consequentemente, as
fracdes que deverao ser expandidas sdo:

y=1 (9.25)

Z+3 2 1
Cr)(et2) i+l 12 ©:26)
; = ! — ! + ! (9.27)
(z4+1)(z+2)  5(z+2) 4(z+1) 20(z—3) '

multiplicando cada fragdo parcial pelo fator z que deixamos de fora, obtemos o lado direito da
equacdo (9.25)
7z 4z 2

= 4(z+1) 5(z+2) +20(Z_3) (9.28)

e usando a tabela 9.1, encontramos a solucdo do problema de valores iniciais

7 L 4 L3
yn:*(_l)_*(—z)ﬁ—% [ | (9.29)

Exemplo 9.1 (Populacao mundial de baleias)

Admita que a populagdo atual de baleias no mundo é 1000 e que cada ano o aumento natural
(nascimentos e mortes naturais) da populacdo é de 25%. Admita também que o niimero de baleias
abatidas pelos pescadores cada ano é de 300 e que estd tendéncia vai se manter nos proximos anos.
Calcule a populacdo, P, (onde n é o niimero de anos a partir do ano atual) durante os préximos
anos.
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Se no ano n a populagdo de baleias fosse P,, o aumento da populagdo durante esse ano, devido

a nascimentos e mortes naturais, seria 0,25P,. O aumento (ou diminui¢do) da populacio durante
esse ano seria

0,25P, — 300 (9.30)

mas por outro lado o aumento da populacio durante o periodo n também devera ser igual a
Poi1 — Py 9.3
combinando estas duas expressdes obtemos uma equacao de diferencas
P,1—P,=0,25P,—300 (9.32)

se n = ( representa o ano atual, a condicdo inicial necessdria para resolver a equagao de diferencas

7z

é
Py =1000 (9.33)

Para resolver a equacido podemos usar a transformada Z

Zp—lOOOz—szJSp—%OIZ (9.34)

onde p(z) é a transformada da sucessdo P,. A equagdo anterior é uma equacéo algébrica que se
resolve facilmente para p

_ 1000z 300z
z—1,25  (z—1)(z—1,25)
_ 1000z _lzooz(z—l)—(z—1,25)
z—1,25 (z—1)(z—1,25)
200z 1200
= - +
z—1,25  z-—1
a transformada inversa é
5 n
P, =1200—200 <4> (9.35)

obviamente a populacdo ndo pode ser negativa e portanto a expressao anterior s6 poderd ser vélida
para alguns valores de n tais que

1200 — 200 (i) >0 (9.36)
5 n
<4> <6 (9.37)
5
nlnz <In6 = n<8§03 (9.38)

logo a solucdo do problema é

_ n <n<
P { 1200 —200(1,25)" 0<n <8 9.39)

0 n>38 [ |
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9.4 Problemas

Resolva as seguintes equacdes de diferencas

1. Yni2 — 3yn+1 +2yn =1

2. Ypi2+Ynr1 =2y, =3 yo=0,y1 =1

3. Yus2 HAynrr +dyn = (=2)" Yo=0,y1=0

4. yui1— 2y, = exp(—bn)

5. Ynt2 —2Vn+1 +4y, =2" yo=0,y1=0
1

6. yiio+4y, = yo=1,y1=0

3n
7. Yng2—yn=n
Encontre as transformadas Z das seguintes sucessoes
8. {1,0,0,...} Yn =00
9. {0,0,1,1,...} n=1=8,0—01

10. y, = nsin(on)

11. Os nimeros {7,} ={1,3,6,10,15,...} sdo chamados niimeros triangulares, pois podem ser
obtidos geométricamente contando o niimero de pontos nos tridngulos da sequéncia na figura
seguinte

=1 T,=3 T3=6 T,=10

1. Determine o problema de valor inicial que define os nimeros triangulares.

2. Encontre a forma geral 7, de qualquer nimero triangular.

Nos problemas 12 e 13 encontre uma equagao de diferencas para as seguintes somas S, (compare
Sn+1 com Sy,). Resolva a equagao de diferencas usando a condi¢@o inicial Sy para obter uma férmula
geral para S,

12. S, =14+2+33+.. 413

13. S$,=244+6+---+2n
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14. O sistema iterativo
x,,H:x%—i-c XOZO

€ um sistema cadtico. Usando valores de c igual a —1.3, —1.75 e —2 calcule alguns termos
da sequéncia {x,} até obter um valor repetido; qual é o periodo da sequéncia em cada caso?
que pode concluir a partir destes resultados? Se quiser escrever um programa de computador
para encontrar o diagrama de bifurcagdo, use valores de ¢ entre —2 e 0.25, e tenha em conta
que os valores resultantes de x;,, estdo comprendidos entre —2 e 2.



Capitulo 10

Sistemas de equacoes diferenciais

10.1 Definicao

Um sistema de n equacdes diferenciais de primeira ordem é um conjunto de n equagdes diferenciais,
com uma varidvel independente ¢ e n varidveis dependentes x1,xy, . ..,X,, que podem ser escritas da
seguinte forma

dx
Ttl = Fi(x1,... %0, X00) (10.1)
dx,
E = FQ()C],...7.xn,.x/17...7.x:,l,t)
(10.2)
d‘x’l / /
Fo(x1, .o x0,Xx7,...,x,,,t
onde F1,F,,...,F, sdo quaisquer func¢des de (2n + 1) varidveis reais, que definem o sistema. Néo

serd necessdrio considerar sistemas de equacdes de ordem superior a 1, devido a que se alguma das
equacdes diferencias for de ordem superior, podera ser escrita como um sistema de equagdes de
primeira ordem como veremos no exemplo que se segue.

Exemplo 10.1
Escreva a equagdo diferencial de segunda ordem
d? dx
cosfoJr;faﬂinr —0 (10.3)

como um sistema de equacdes de primeira ordem.

Podemos definir duas varidveis x; e x;, dependentes de ¢, a partir da fungdo x(7) e da sua

derivada &
X1 =x Xy = a (10.4)

a primeira definicao é uma simples mudanca do nome da varidvel, mas a segunda defini¢cdo ¢ uma
equacdo diferencial de primeira ordem. Temos também uma segunda equagdo diferencial — a
equacgdo dada — que em termos das varidveis definidas é

dxp

cosxlE—Fxltﬁ—ksint ) (10.5)
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O sistema de equagdes, escrito na forma padrio é

dxl
— = 10.6
o X2 (10.6)
dx int

2 _ XX sin - (10.7)
dr 1COSX] COSX|

Como podemos ver, os sistemas de equacdes diferenciais de primeira ordem sdo muito impor-
tantes por incluir como casos particulares as equagdes diferencias de ordem superior e os sistemas
delas. De fato, os métodos numéricos para resolver equagdes diferenciais de ordem superior
baseiam-se, geralmente, na resolucio de sistemas de equagdes de primeira ordem.

O sistema de equagdes (10.2) pode ser escrito numa forma mais compata, usando a notacao

vetorial:
dx dx
— =F|tx, — 10.8
o ( dt) (108)

onde x é um vetor com n componentes,! cada uma delas fungio de ¢, e F é um vetor com n
componentes, fun¢des de 7, x e X'.

10.2 Sistemas de equacoes lineares

Um caso especial e importante na teoria das equagdes diferenciais é quando o vetor de fungdes F,
no sistema de equagdes (10.8), tem a forma

F=Ax+f (10.9)

onde A é uma matriz quadrada n x n de fun¢des que dependem unicamente de ¢, f € um vetor com
n componentes dependentes de ¢, e optdmos por trabalhar a representacio dos vetores com matrizes
com uma dnica coluna, ficando assim bem definido o produto entre uma matriz n X n € um vetor (2
direita da matriz) de dimensao n, dando como resultado outro vetor da mesma dimensao.
O sistema de equagdes diferenciais lineares € o sistema:
dx

— = Ax+f 10.10
q AxA ( )

Quando os coeficientes da matriz A sejam todos constantes, o sistema diz-se de coeficientes
constantes; e quando o vetor f seja nulo, o sistema serd homogéneo.

Exemplo 10.2
Escreva o sistema de equacdes lineares, de coeficientes constantes,

X = x1+x

X, = 4x1+x2

na forma vetorial.

'Quando escrever a mio o simbolo de um vetor, convem usar a notagio ¥ que ser equivalente ao uso de carateres
negros na versao impressa.
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O sistema pode ser escrito assim:

/
x| (11 x|
IR PIINE o1
Que tem a forma da equacéo (10.10), com vetor f nulo e matriz A igual a:

11
A_L 1} ] (10.12)

10.3 Método de eliminacao

Um método para resolver sistemas de equacdes diferenciais consiste em usar n — 1 das equagdes
para eliminar n — 1 das varidveis x;, na outra equacdo, ficando com uma equacdo diferencial
ordindria para a funcio x; que nao foi eliminada. A melhor forma de explicar o método € através de
um exemplo. Consideremos o sistema do exemplo 10.2 e usemos uma notacio um pouco diferente
para as derivadas x| e x}:

x’l = Dx; x'z =Dx» (10.13)

onde D é o operador que deriva em fungdo do tempo a fungdo que estiver a sua direita. O sistema
de equacdes é

Dx; = x1+x (10.14)
Dx, = 4x1+x (10.15)

podemos considerar a D como um coeficiente que multiplica as func¢des, tendo o cuidado de ndo
inverter a ordem do produto. Assim, o sistema anterior pode ser visto como um sistema de duas
equagdes, com duas incdgnitas x; e x, e com coeficientes que dependem de D

D—1x;—x, = 0 (10.16)
4x+(1-Djxs = 0 (10.17)

o sistema é, neste caso, homogéneo, mas para sistemas ndo homogéneos segue-se 0 mesmo
procedimento, mantendo as fungdes de ¢ nos lados direitos, sendo consideradas como coeficientes
que dependem de ¢. Para eliminar x; no sistema anterior, multiplicamos a primeira equagao por
(1 — D), e somamos-la & primeira equagéo:

(1=D)(D—1)x; +4x; =0 (10.18)

o produto (1 —D)(D — 1) pode ser calculado como um simples produto entre varidveis, ja que
quando nao ha funcdes envolvidas nao ha perigo de trocar a ordem das fungdes e dos operadores

(1-D)(D—1)=—(D—1)*>=-D*4+2D—1 (10.19)

onde D? é a segunda derivada em ordem ao tempo. Substituindo na equagdo (10.18), obtemos uma
equagdo diferencial de segunda ordem

—x{4+2x1+3x;, =0 (10.20)
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que pode ser resolvida para encontrar x;; para calcular x,, substitui-se x| na primeira equacdo do
sistema. H

O método de eliminacdo consiste realmente no processo inverso ao seguido na resolucio do
exemplo 10.1, quando transformamos uma equacao de ordem superior num sistema de equagdes de
primeira ordem. Existem sistemas de equac¢des mais complicados, nos quais 0 método de eliminacao
ndo € util; realmente o processo de eliminacio de varidveis € igual do que num sistema de equacdes
algébricas, e como o leitor devera saber existem métodos simples para resolver sistemas de equagoes
algébricas lineares, mas ndo existem métodos gerais para as equacgdes nao lineares. Inclusivamente
no caso de sistemas lineares, quando o niimero de varidveis for elevado, a eliminagao das varidveis
pode tornar-se complicada; alguns dos métodos usados no caso de equagdes algébricas lineares,
por exemplo a regra de Cramer, introduzem divisdo por operadores que implicam ter que calcular o
inverso de um operador diferencial, que ndo é uma tarefa facil.

10.4 Método matricial

O método matricial € 1til para resolver sistemas de equagdes lineares, de coeficientes constantes,
homogéneos e com valores iniciais. A forma geral desses sistemas €

d
?); —Ax  x(0)=xo (10.21)

onde o vetor constante Xy da o valor inicial do vetor x, em ¢t = (. Vamos encontrar a solugao do
sistema comeg¢ando pelo caso mais simples n = 1, e generalizando o resultado para qualquer n. No
caso n = 1, a matriz A e o vetor X t€m uma Unica componente, e o sistema é uma tinica equacio

diferencial:
dx

dr
onde a € uma constante real. J4 vimos varios métodos para resolver essa equacio nos capitulos
anteriores. A solucgdo é

ax  x(0)=xo (10.22)

x = xpe” (10.23)

A generalizagdo para n > 1 € facil: substituimos x pelo vetor X, e a pela matriz A, mas para ser
consistentes com a representacdo de vetores como matrizes de uma coluna, a constante xy deverd
vir depois e ndo antes da func¢do exponencial

x = e’'x (10.24)

Mas o que quer dizer a exponencial de uma matriz? perguntard o leitor. Para o nosso objetivo
exp(Ar) deverd ser uma matriz que quando derivada em ordem a ¢ dd4 a mesma matriz multiplicada
(a esquerda) por A. Partindo da defini¢do do produto entre matrizes e de matrizes por nimeros,
podemos definir qualquer funcdo analitica de uma matriz, generalizando a partir da série de
McClaurin da fun¢do; nomeadamente,

ar_ v (AD)" r 2
=Y L =I+A+-A ... 10.2
e ;) py +A+ AT (10.25)

onde I € a matriz identidade, com 1 na diagonal e zero fora dela; a partir desta definicado podemos
demonstrar, derivando cada membro na série, que

deAt
— = AeM 10.26
o e ( )
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Do ponto de vista pratico, a série de McClaurin ndo é 1til para calcular a matriz exp(At), pois
inclusivamente o calculo dos primeiros termos na série torna-se tedioso. Para calcular a solucao
do sistema, exp(At)xo, calcularemos primeiro um sistema de n solug¢des particulares simples que
formam uma base para o espaco vetorial das solucdes x e encontraremos as coordenadas da solucio
particular nessa base. Antes de abordar o problema sio precisas algumas definicoes.

10.4.1 Vetores e valores proprios

Dada uma matriz A de dimensdes n X n, Qualquer vetor v de dimensao n que verifique a propriedade
Av=2Av (10.27)

é designado vetor proéprio, onde A é um ndmero designado valor proprio. A condigio anterior
ndo ¢€ trivial; implica que a multiplicagdo da matriz pelo vetor proprio dd um vetor que € paralelo
ao préprio vetor.

Se v for um vetor préprio, qualquer vetor na mesma direcdo (cv) também serd um vetor proprio,
correspondente a0 mesmo valor proprio; portanto, os vetores proprios correspondentes a0 mesmo
valor préprio formam um subespaco do espaco dos vetores de dimensdao n. O vetor nulo, 0,
obviamente verifica a condi¢do de vetor proprio para qualquer matriz e qualquer valor A, mas ndo o
consideraremos entre os vetores proprios.

Também pode-se mostrar que dois vetores proprios correspondentes a valores préprios diferentes
s@o linearmente independentes. Como o nimero maximo de vetores linearmente independentes € n,
o nimero maximo de valores proprios diferentes também sera n.

Para encontrar os vetores e valores proprios da matriz A, re-escrevemos a equacdo (10.27)
numa outra forma

(A—AD)v=0 (10.28)

Este é um sistema de equagdes lineares, homogéneo. Para que existam solugdes diferentes da
solugdo trivial, é necesséario que o determinante do sistema homogéneo seja igual a zero

|A—AI| =0 (10.29)

esta condicdo é um polinémio de grau n (polinémio carateristico da matriz) e podera ter, no
maximo, n raizes (valores proprios) diferentes.

No caso de existirem 7 raizes do polindmio caraterfstico, reais e diferentes, os vetores proprios
correspondentes a cada valor préprio formam subespagos de dimensao 1 (ndo podem ter dimensao
maior), e escolhendo um vetor préprio por cada valor proprio obtemos uma base do espago de
dimensao n. Quando existe uma raiz repetida m vezes, os vetores proprios correspondentes a esse
valor préprio formam um subespago com dimensao compreendida entre 1 e m; se a dimensdo for m,
serd ainda possivel seleccionar m vetores proprios linearmente independentes e completar a base de
vetores proprios para o espaco todo. Para o nosso objetivo, no caso de valores proprios complexos
serd ainda possivel seleccionar um vetor por cada valor préprio, s6 que os vetores seleccionados ja
ndo serdo vetores proprios.

Exemplo 10.3
Encontre os vetores préprios da matriz:

-1 0 3
1 11
-4 0 6
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O polindémio carateristico é:

—(1+4) 0 3
1 (1-2) 1 = —(A=1D(A*=50+6)=0 (10.30)
—4 0 (6—2)
e, portanto, os valores proprios sao
A=1 Ay =2 A3 =3 (10.31)

-2 0 310 0
1 01 (0|=|1 (10.32)
-4 0 5|0 0
para A, = 2 temos:
[ -3 0 [ 1]
I =1 1|0 |=1]2 (10.33)
| —4 0 | | 1]
e para A3 = 3:
[ —4 0 3|0 [ 6]
1 -2 110 |=1|7 (10.34)
| -4 0 3 |0 | | 8 ]
Os vetores proprios sdo
0 1 6
cr |1 | 2 c3| 7 | (10.35)
0 1 8
onde c1, ¢ e c3 sdo trés constantes arbitrarias.
10.4.2 Solucoes fundamentais
Dado um vetor qualquer Xo, o produto exp(Az)x( é uma solugdo particular do sistema
dx
—=A 10.36
o Ax ( )
Se xg for um vetor préprio v da matriz A, a solugdo particular
eMy (10.37)

designa-se solucao fundamental. Dois vetores proprios linearmente independentes dao origem a
duas solugdes particulares linearmente independentes. Assim, quando existirem n vetores proprios
linearmente independentes, {v;,V,,...,V,}, as respetivas solugdes, {X;, X2, ..., X, }, constituirdo um
conjunto fundamental de solucdes, e qualquer outra soluciao pode ser escrita como combinacao
linear das solugdes fundamentais

X =cC1X]+Xp+ -+ Xy (10.38)
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Ou, em forma mais compata
x = Xc¢ (10.39)

onde a matriz X define-se como a matriz em que cada coluna é uma das solucdes fundamentais
X;, € as componentes do vetor ¢ sdo as constantes ¢;. As solu¢des fundamentais x; calculam-se
facilmente a partir do seguinte teorema.

Teorema 8
Se v é um vetor proprio da matriz A, correspondente ao valor préprio A, entdo

ety = My (10.40)

Demonstracao: usando a série de McClaurin [equag@o (10.25] da fungdo exp(Ar), obtemos

o m

eMv=Y —A"y (10.41)

aplicando m vezes a relagcdo (10.27) que define o vetor préprio,

Av =A"v (10.42)
e substituindo na série anterior, chegamos ao resultado
o ()™
My = Z uV =My [ (10.43)
m=0 m!

O resultado do teorema 8 é importante porque permite substituir uma fungio matricial exp(At),
por uma fungéo ordindria exp(Az); é preciso ter em conta que a dita substitui¢do é apenas possivel
quando a funcio estiver a multiplicar a um vetor préprio da matriz A.

As componentes da matriz fundamental do sistema, X, sdo fun¢des do tempo. No instante ¢ =
0, a solugdo deverd ser igual ao vetor de condigdes iniciais, x(0) = xo, e cada solu¢do fundamental
¢ igual ao correspondente vetor proprio

Xi(o) — eovi =v; (10.44)
Substituindo na equagdo (10.39), obtemos um sistema linear de equagdes algébricas
Ve = xp (10.45)

onde a matriz V € a matriz em que cada coluna é um dos vetores préprios v;. A resolucao desse
sistema permite encontrar as constantes c;

c=V'x (10.46)

e a solugdo (10.39) é igual a
x =XV !xg (10.47)

Comparando as equagdes (10.24) e (10.47), que sdo duas formas diferentes de escrever a
solugdo particular, vélidas para qualquer vetor Xg, obtemos um resultado importante

A =xvy-! (10.48)

Esta equacdo permite calcular a exponencial de qualquer matriz A, a partir dos seus vetores e
valores proprios.
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10.4.3 Valores proprios complexos

Quando existem valores préprios complexos, procuramos um vetor proprio complexo, w=a+ib, e
as partes real (a) e imaginaria (b) desse vetor serdo usados como vetores da base. As correspondentes
solucdes fundamentais ja ndo serdo dadas pelo teorema 8, pois os dois vetores ndo sdo vetores
proprios, mas como (a+ ib) sim é vetor préprio, usamos a equagio

e™(a+ ib) = eM(a+ ib) (10.49)

Comparando as partes reais e imagindarias nos dois lados da equagao, € possivel calcular as duas
solugdes fundamentais exp(At)a e exp(Ar)b.

Exemplo 10.4
Encontre a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais X' = Ax, onde A é a seguinte matriz:
1 0 —1
A=]10 2 0
1 0 1
O polindmio carateristico é:
(1—=2) 0 —1
0 2-2) 0 |=2-M[*r-1)*+1]=0 (10.50)
1 0 (1—=A)
e, portanto, os valores proprios sao
A =2 M=1+i A=1-1i (10.51)

um vetor préprio (vq) correspondente a A; = 2 obtém-se a partir da solugio do sistema

-1 0 -1 1|0 0
00 010 = vi=|1 (10.52)
1 0 -1 10 0

e a solucdo particular correspondente a vy é
My = | ¥ (10.53)

Outras duas solugdes linearmente independentes podem ser obtidas a partir de A, ou A3. Para
A3 = 1 — i obtemos:

i 0 —1 0 1
0 (1+i) 0]0| = w=]0 (10.54)
1 0 ilo i

A partir de w pode obter-se uma solugdo particular complexa:

. 1 cost — isint
efw=el"V] 0 | =¢ 0 (10.55)
i sint + icost
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As partes real e imagindria desta solu¢do sdo também solucdes, e junto com a solucdo obtida a
partir de A, constituem um conjunto fundamental de solugdes do sistema:

0 cost —sint
e |, | 0 |, ¢ 0 (10.56)
0 sint cost

A solucgdo geral do sistema é qualquer combinacao linear do conjunto fundamental de solugdes:

0 e‘cost —e'sint 1
x(t)=| ¢ 0 0 2 n (10.57)
0 efsint e'cost c3

10.5 Vetores proprios generalizados

Falta-nos considerar o caso em que aparecem raizes do polindmio carateristico com multiplicidade
m > 1. No caso das raizes ndo repetidas, o sistema de equacdes lineares que permitem calcular o
vetor proprio correspondente ¢ sempre um sistema com uma varidvel livre (subespaco de dimensao
igual a um) que pode ser arbitrada. No caso da raiz de multiplicidade m, o sistema de equagdes
lineares que definem os vetores proprios poderd ter entre uma e m varidveis livres. Se existirem m
varidveis livres, obtém-se m vetores préprios arbitrando valores linearmente independentes para elas
(o mais facil sera usar conjuntos de varidveis onde unicamente uma delas é diferente de zero). Se o
sistema tiver menos do que m varidveis livres, para completar m vetores fundamentais usaremos
vetores propios generalizados.

Um vetor préprio generalizado da matriz A, correspondente ao valor préprio A e ao vetor
préprio v, € um vetor u que verifica a seguinte condicao

(A—AMu=v (10.58)

Para construir a solucdo fundamental correspondente a um vetor préprio generalizado, usa-se o
seguinte teorema.

Teorema 9
Se u é um vetor proprio generalizado da matriz A, correspondente ao valor préprio A e ao vetor
proprio v, entdo

etu = eM(u+rv) (10.59)

Demonstracao: usando a série de McClaurin de exp(Ar),

A=Y —A"™a (10.60)

a partir da defini¢do do vetor préprio generalizado, obtemos
Au=2Au+v (10.61)
e multiplicando repetidas vezes pela matriz A vemos que

AMa = N"a+m\" vy (10.62)



98 Sistemas de equacades diferenciais

substituindo na série de McClaurin,

A e () = r(hr)m!
e u_m;o — u+mz:"17(m_l)!v (10.63)

As duas séries dao o resultado que pretendiamos encontrar. l

O sistema que define os vetores generalizados podera ter variaveis livres, dando origem a varios
vetores proprios generalizados linearmente independentes, ou poderd ndo ter solucdo quando nio
existirem vetores proprios generalizados correspondentes a um determinado vetor proprio. Se
depois de procurar vetores proprios generalizados ndo existirem suficientes vetores para completar
uma base, serd preciso procurar vetores proprios generalizados, de segunda ordem, que sdo vetores
proprios generalizados, associados a um outro vetor préprio generalizado.

No fim da préxima se¢do veremos um exemplo no qual é necessario encontrar um vetor proprio
generalizado.

10.6 Sistemas lineares nao homogéneos com coeficientes constantes

Vamos estudar nesta secdo um método para calcular a solug@o de um sistema linear ndo homogéneo,
de coeficientes constates [equacdo (10.10)]

dx
— = Ax+f 10.64
ar X+ ( )

No caso mais simples n = 1, o sistema é uma tnica equagao linear de primeira ordem

dx
— = 10.65
& ax+f ( )
onde a € uma constante real e f é uma funcao de z. Resolvendo o sistema por meio da transformada
de Laplace, optemos a solucgdo

x(t) =x(0)e” + e“ x f (10.66)

a generalizacdo deste resultado para qualquer n, é
x = e®'x(0) 4 ™ £(r) (10.67)

Para calcular o produto de convolugdo entre matrizes, seguem-se as regras habituais do produto
entre matrizes, mas cada produto entre dois termos da matriz serd um produto de convolucio entre
as respetivas fungdes.

O primeiro termo na solugdo (10.67) € a solug@o do sistema homogéneo correspondente, com as
mesmas condi¢des iniciais do sistema ndo homogéneo. E o segundo termo € uma solucdo particular
do sistema ndo homogéneo, ja que no caso particular x(0) = 0 obtém-se essa solugao.

Usando a expressao (10.48) obtida para a exponencial da matriz A ¢, podemos escrever a solu¢io
particular da seguinte forma

X, = XV «f (10.68)

A inversa da matriz de vetores proprios, V!, é uma matriz constante, independente de 7, de maneira
que pode passar a multiplicar no segundo membro do produto de convolugdo:

x, = X* (V7f) (10.69)
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Nao serd preciso calcular a inversa de V, ji que o vetor entre paréntesis € simplesmente a solu¢ao

do sistema de equagdes lineares
Vu=f (10.70)

Com os vetores proprios da matriz A e o vetor f calcula-se o vetor u, e a solugao particular é

yp =Xxu (10.71)
Exemplo 10.5
Resolva o problema de valor inicial
d
?);:Ax—kf x(0) =xp

onde a matriz A e os vetores f e Xy sdo os seguintes:

O = O

1 10
A=]101 0 f=¢| 1 Xo =
0 01 t
Com uma matriz tdo simples, o mais fcil seria escrever as trés equagdes diferenciais expli-

citamente e resolve-las diretamente. No entanto, vamos usar este exemplo simples para ilustar o
método proposto nesta se¢do. O polindmio carateristico da matriz A é

A—1P°=0 (10.72)

Existe um unico valor préprio, A = 1, com multiplicidade 3. O Sistema que define os vetores
proprios sera

0107 [a 0
000||b]|=]0 (10.73)
000 ¢ 0

que tem duas varidveis livres (a e ¢); assim, obtemos dois vetores proprios linearmente independen-
tes:

1 0
vi=|0 vi=|0 (10.74)
0 1

a razdo para os designar por v; e v3 serd discutida mais logo. O vetor fundamental v, deverd ser um
vetor proprio generalizado de v; ou de v3; comecemos por procurar vetores proprios generalizados
de v3; o sistema que os define é o0 mesmo sistema (10.73), mas com o lado direito igual a v3

0107 [a 0
000||b]|=]0 (10.75)
000 ¢ 1

Este sistema ndo tem solugdo e, portanto, v3 ndo tem vetores proprios generalizados. Com v

obtemos o seguinte sistema
a

010 1
00O b|=1]0 (10.76)
0 00 0
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com duas varidveis livres e b = 1. A escolha mais simples ser4:

0
vo=|1 (10.77)
0

a matriz V de vetores fundamentais serd a matriz identidade (o qual explica porque os dois vetores
proprios foram definidos como v; e v3). E a matriz fundamental X obtem-se usando os teoremas 8

e9

X=¢

S O

0
0 (10.78)
1

O =~

o vetor u definido na equacao (10.70) serd igual ao vetor f, ja que a matriz V € a identidade; pela
mesma razio, o vetor ¢ definido na equagdo (10.45) sera igual ao vetor Xg. A solugdo do problema
calcula-se a partir de:

te e x(re')
x=Xc+Xxu=| e |+ | exe (10.79)
0 e x(re')

Os dois produtos de convolucdo podem ser calculados usando a transformada de Laplace:

_ 1
e'xe = L ‘{(S_l)z}ztef (10.80)
1 1>
t t_ -1 _ t
(te)yxe' = L {(S_1)3}—2e (10.81)
a soul¢@o do problema é
o
2
x=c¢ | 1+t (10.82)
2
2

10.7 Problemas

Resolva os seguintes problemas de valores iniciais pelo método da eliminacéo

1 X=y—x x(0)=0
Yy =y—2sint y(0) =1
) X =y—x x(0)=0
"l Y =y—2x+sint y(0)=0
¥=z x(0) =0

3.4 V= y(0) = -1
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Nos problemas seguintes calcule a matriz e

de valor inicial

10. A =

11. A=

Com as matrizes dadas em cada caso resolva o problema de valor inicial

12. A=

13. A=

14. A=

SO =

A

dx

— =A
dr X

_
|
()

S w»n O
SN OO [\ Bes)
—_—— O O

dx
X Ax+f
a - AxT

x(0) =xo

1 0 0

1 0 f=¢|1
01 t

-2 o 0
-2 d(t —m)

x(0) =xo
o — 1
L
0
Xo = 1
0
o — 1
07| 2
1
X0 = 1
1
< — 1
|
[0
X0 = 1
|1
(1
Xp = 1
|1
[ 1
X 1
711
1

_ L _ 1 | S

X0 =

X0 =

X0 =

" e use o resultado para encontrar a solugéo do problema

O =
—_ 1

O = O

O =
| I
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15. A=

16. A =

0
X) = 0
| O
X__O
=10



Capitulo 11

Equacoes de derivadas parciais

11.1 Introducao

Uma equagdo de derivadas parciais é uma relagdo entre as derivadas de uma fun¢do de vdrias
varidveis. Alguns exemplos, que aparecem em diversos problemas, sdo as seguintes equacdes:

11.1.1 Equacao de transferéncia de calor

. Se T'(t,x) representa a temperatura num instante #, na posi¢ao x sobre uma barra, a equagdo de
transferéncia de calor em uma dimensdo é:

of 9T

onde a é uma constante. A fungdo 7T € a varidvel dependente, e ¢ e x sdo as varidveis independentes.

11.1.2 Equacao de onda
. Uma fung¢do de onda, em duas dimensdes, € uma fungéo f(x,y,#) solu¢do da equagédo

9’ f ?*f  0*f
atz:*(axﬁayz (112

onde v é uma constante (velocidade de propagacdo). Neste caso, existem 3 varidveis independentes,
nomeadamente, as duas coordenadas espaciais x e y, € 0 tempo ¢.

11.1.3 Equacao de Laplace

. O potencial eletrostatico V (x,y,z), numa regido onde ndo existam cargas, verifica a equagdo:

2’V 9PV 9%V
e taz 0 (-

Os exemplos anteriores correspondem todos a equacdes lineares, nas quais uma combinacao
linear de solugdes € também solucdo.
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11.2 Resolucao de equacoes simples

As equacdes de derivadas parciais em que aparece uma unica derivada, podem ser integradas
facilmente. Consideremos por exemplo a equacao
%y
ox?
como a segunda derivada em ordem a x € igual a derivada da primeira derivada parcial em ordem a

x, portanto, a derivada parcial dv/dx serd igual a primitiva de 3y, ao longo de um percurso com y
constante

—3y (11.4)

3; = /3ydx (y constante) (11.5)
i) aLe

onde f(y) pode ser qualquer fung@o arbitrdria que ndo dependa de x. Integrando uma segunda vez,
com y constante, obtemos a fungéo v(x,y)

3
v= nyz +xf(y)+8(y) (11.7)

Esta solugdo € bastante geral, pois depende de duas funcdes arbitrdrias f e g. Para obter uma
solucdo Unica, serd necessario saber algumas condicdes fronteira. As condicdes fronteira sio tao
importantes quanto a equacao diferencial para determinar a forma da solugdo, ja que com diferentes
condicdes fronteira é possivel obter solu¢cdes muito diversas.

11.3 Método da transformada de Laplace

As equagdes de derivadas parciais lineares com condig¢des iniciais, podem ser resolvidas por meio
da transformada de Laplace. As condig¢des iniciais (na variavel ¢) para uma equacio de ordem n
em ¢, consistem nos valores da fungdo e das suas primeiras n — 1 derivadas no instante ¢ = 0. Se,
por exemplo, a solugdo da equagdo for uma fungéo de duas varidveis, v(x,?), e a equagdo for de
segunda ordem em ¢, as condi¢des iniciais serdo

v(x,0) = f(x) (11.8)
3
S0 = g (11.9)

onde f e g sdo duas fungdes de x dadas. A transformada de Laplace de v(x,#) serd uma fungdo
V(x,s), definida por meio do seguinte integral

V(x,s):/e_‘“v(x,t)dx (11.10)
0

As duas condicdes fronteira permitem calcular as transformadas das duas primeiras derivadas,
usando a propriedade da transformada da derivada; o resultado obtido é

L{g:} = sv(x,s)— f(x) (11.11)

0%y .
L{aﬂ} = sV(x,s) —sf(x) —g(x) (11.12)
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Como x e f sdo varidveis independentes, e como a transformada de Laplace foi definida em
ordem a ¢, as ordem entre as derivadas em x e a transformada de Laplace sdo independentes; por
exemplo,

0 0 dv
L{a:} = aL{v(x,t)}:av (11.13)

v > &%y
L{M} = LD} = (11.14)

11.4 Transformadas de Fourier

11.4.1 Produto escalar entre funcoes

Um produto escalar entre duas fungdes f e g pode ser definido da seguinte forma:

((0.80) = [ £Lglx)dx (11.15)

0

propriedades:
1. (f,g) € um nimero real.
2. (f.8)=(&f)
3. {cf,g) = c(f,g), para qualquer constante ¢
4. (f.g+h) =(f.8) +(fh)
5.se fA0=(f,f) >0

estas propriedades sdo idénticas as correspondentes propriedades do produto escalar entre
vetores, e permitem definir o médulo de uma fung¢@o e angulos entre fun¢des. O médulo da fungdo

: 1/2
|fl= <<f,f>> (11.16)

(&

e duas funcdes f e g s@o ortogonais se:

(f,g)=0 (11.17)

11.4.2 Série seno de Fourier

A seguinte sucessdo de fungdes seno:

{Sn(x) — sin ("Lnx)} (11.18)

sdo todas ortogonais; nomeadamente:

<Sn75m> :{ (27 nzm (11.19)

7 n=—m
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em relacdo ao produto escalar definido acima. Qualquer outra fun¢io definida no intervalo 0 < x < L
¢ linearmente dependente do conjunto de fungdes S, (com algumas excepcdes que discutiremos mais
logo); assim, qualquer fun¢do f(x) definida no dito intervalo pode ser escrita como combinagdo
linear da sucessdo {S,}:

xX) = ilbn sin (Tx) (11.20)

a série anterior é designada por série seno de Fourier. E ficil demonstrar (usando a ortogonalidade
entre as funcgdes S,) que os coeficientes b, na série sdo iguais a:

f, n) = /f sin <x>dx (11.21)

o integral anterior chama-se transformada seno de Fourier da funcdo f(x).

11.4.3 Série co-seno de Fourier

Outra sucessdo de funcdes ortogonais € a sucessdo de fungdes co-seno, definida por:

{Cn(x) — cos <"£cx> } (11.22)

<Cn>Cm>:{ (2’ nzm (11.23)

5, n=m#0 (ouLsen=m=0)

A propriedade de ortogonalidade é:

Qualquer funcdo definida no intervalo 0 < x < L é linearmente dependente do conjunto de funcdes
C,, (com algumas excepgdes que discutiremos mais logo); assim, uma funcéo f(x) pode também
ser escrita como uma série co-seno de Fourier:

fx) = % +g a COS ("L“x> (11.24)

onde os coeficientes a,, sdo iguais a:

L
an = %<f,cn> - i/f(x) cos <”Lnx> dx (11.25)
0

e o integral anterior designa-se transformada co-seno de Fourier da fungio f(x).

11.5 Resolucao de EDPs usando transformadas de Fourier

A transformada de Fourier € ttil para resolver equacgdes de derivadas parciais, de segunda ordem,
com condig¢des fronteira. Se v(x,y) for a varidvel dependente, e tivermos condi¢des fronteira para
x =0ex =L, comecamos por definir a transformada de Fourier da seguinte forma

%<V(x7y),¢n(x)> (11.26)

() =7
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onde ¢, serd uma das seguintes fun¢oes proprias:

On(x) = { zions(&?) (11.27)

e A, s@o certos valores proprios escolhidos em forma adequada (ja veremos a seguir qual serd a
escolha apropriada em cada caso).
11.5.1 Propriedade operacional

A transformada da segunda derivada tem a propriedade importante (propriedade operacional) de
depender da transformada da funcdo. Por definicdo, a transformada da segunda derivada parcial é

%y 2 %
<axz> =7 (0 55) (11.28)
integrando por partes duas vezes obtemos:
- L
0% 2 v
(axz)n = L0/¢naxzdx (11.29)
2/ [0 78
N . 1 oV
= L<ax¢n /¢naxdx> (11.30)
0 o0
2(9 Logg
N Y L Y,
= L(ax% V¢n)O+LO/¢nvdx (11.31)

a segunda derivada das fungGes préprias € sempre (tanto no caso do seno como no caso do co-seno)
proporcional a si prépria

" 2

n = —A;0n (11.32)

Assim, a propriedade operacional é

TV 1% v
(g)cz) - i(i@)%(w —v(L)9,(L) — gx(O)%(O) +v(0)¢;<0)) — AV (11.33)

Como vamos resolver uma equacio de segunda ordem, sdo dadas apenas duas condi¢des fronteira
que permitem calcular dois dos termos dentro dos paréntesis. Podemos usar a liberdade que temos
na escolha das fungdes e valores préprios, para eliminar os outros dois termos dentro dos paréntesis.
Estudaremos as quatro possibilidades:

1. Os valores de v(0,y) e v(L,y) sdo dados. Neste caso serd necessario arbitrar

0.(0) =0,(L) =0 (11.34)

O qual determina as seguintes fungdes e valores proprios
g9
On(x) =sin(Ax) Ay = ”f (11.35)

A transformada correspondente ¢ a transformada seno de Fourier.
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2. Os valores de dv(0,y)/dx e dv(L,y)/dx sdo dados. Neste caso serd necessdrio arbitrar
0,(0) =0,(L) =0 (11.36)
E, portanto, as fungdes e valores proprios sao
On(x) = cos(Anx) Ay =— (11.37)

A transformada transformada é a transformada co-seno de Fourier.

3. Os valores de v(0,y) e dv(L,y)/dx sdo dados. Neste caso serd necessdrio arbitrar

0.(0) = ¢,(L) =0 (11.38)
E, portanto, as fung¢des e valores préprios sdo
. I\=®
0, (x) = sin(A,x) Ay = <n + 2> 7 (11.39)

A transformada correspondente é a transformada seno modificada.

4. Os valores de dv(0,y)/dx e v(L,y) sdo dados. Neste caso serd necessario arbitrar
9,(0) = 0u(L) =0 (11.40)
E, portanto, as fung¢des e valores préprios sdo

o

1
0, (x) = cos(A,x) Ap = <n+2>L (11.41)

A transformada correspondente € a transformada co-seno modificada.

Exemplo 11.1
Resolva a equacdo de Laplace:
’T  0°T
— +=—==0 11.42
ox? * 0y? ( )
para as seguintes condicdes fronteira:
oT oT
X y

A equagdo pode ser resolvida usando a transformada de Fourier de 7'(x,y). em ordem a y

2
1= (T(63),0s0)) = [ T(6)0n()dy (11.44)
0

Atendendo as condi¢des fronteira do problema, arbitramos as seguintes condi¢des para as funcdes
proprias
0,(0)=0  ¢,(2)=0 (11.45)
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que conduzem as seguintes funcdes proprias e valores proprios
b
0n(y) =cos(hy) A= (2n+1)7 (11.46)

as transformadas das derivadas parciais de 7" sdo:

9T d?s,

2 2
vy / O Gin(hy) dy
0 0 dy

2
0T o’T oT
<ayz) ) = J aiyz COS()\.ny) dy = g COS()bny)

2
= A Tsin(Ay)

2
- kﬁ/Tcos(kny) dy = — A%,
0

0

A transformada de Fourier da equagdo de Laplace é

d?s,
dx2

— 221, =0 (11.48)

esta ¢ uma equacdo diferencial ordindria, linear, de coeficientes constantes. As duas raizes do
polinémio carateristico sdo A, e —\,, € a solucao geral é

t, = A, eM* 4 B, e M* (11.49)

As condicdes fronteira para t,, obtém-se a partir das transformadas de Fourier das condi¢des fronteira
do problema:

tn(2) = (T(2,),0n(y)) =0 (11.50)
1
dr,,(0 sinA,,
9 - (u(1=y),0n(y)) = /cos(kny)dy: (11.51)
dx / A
substituindo estas condi¢des na solugdo geral #,(x), obtemos
sin,

A, e + B, e =0

Resolvendo este sistema, obtemos as constantes A, B, e a solugdo particular

f = sin kn 6_27\'" elnx _ sin 7\«n 627% eflnx (1 152)
2A2 cosh(2),) 2\2 cosh(2),)
A fung@o T'(x,y) é dada pela série de Fourier
T(x,y) = i _sinhy sinh[A, (x —2)] cos(A,y) (11.53)
= \2cosh(2M,)
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11.6 Problemas

Encontre a solugdo geral u(x,y) das seguintes equagdes

Ju
1. — =
P
82
L0
dxdy
*u s
oxdy ¥y
Utilizando transformadas de Laplace, resolva as seguintes equacdes de derivadas parciais
ov _dv
4. —+2—=— t>0 >0
5, 723, =V (r>0) (x>0)
2t t<1
v(x,0) =0 v(O,t)—{ 0 1>1
N
v(0,7) = sin limy o0 v(x, ) = 0 v(x,0)= 2| =0
ot |,
ou  du
6. — +x=—=xt t>0 >0
a o T (r>0) (x>0)
u(x,0)=0 u(0,1) =0
Encontre as séries de Fourier seno e co-seno das seguintes funcdes
7. fix)=1 0<x<m
8 flx)=1-x 0<x<l1
Resolva as seguintes equagdes
u  u
9. = =5 0<x<l1 t>0
s (0<x<1) (a )
u(0,¢) = u(1,¢) = 0 u(x,0) = 5sin(37x) 2o
at|,_,
10 a—M—oﬂ@—o 0<x<1) (t>0)
T oot oxz 5
u
u(x,0) = x? u(l,r)=1 — =1
x|,
*u  d*u B
11. @‘i‘aiyz:ex (0<y<1) <X>0)
u(x,0) =u(0,y) =1 u(x,1)=0 limy ;e u(x,y) finito



Respostas aos problemas

Capitulo 1

Nos problemas 7 ao 10 existem mais solugdes além das apresentadas a continuac¢do, mas estas sao
as Unicas que se espera que um aluno sem conhecimento previo de equacdes diferenciais descubra

1 e’
7. y=¢e" 8.y=—- 9.y=1 10. y= —
X 2
2
X ~ o
11. y=ci+cx+ > onde c| € ¢ sdo constantes arbitrarias.

14. Sim 15. Sim 16. Nio

17. (a) Demonstra-se por substitui¢do direta e conferindo a condicao inicial.

(b) Demonstra-se em forma semelhante & alinha anterior, mas € preciso ter em conta que
Va2 = |al.

(c) Em y = 0 verificam-se as condi¢des do teorema de Picard, e como podemos ver no
gréfico existe solug@o Unica em cada caso. Nos pontos y = 0 ndo se verifica a condi¢ao
de continuidade de df/dy e existe um nimero infinito de solu¢des. Finalmente, em
y < 0 nao se verifica nenhuma das duas condi¢des e ndo existem solucdes.

Capitulo 2

1 2
o — arcsen —
Y V 1+22

2. y=1>—2t+3

ool ()

2 2y —t
4. In|y> —ty+212 —c—arctan< >
‘ ‘ \/> tf

5. 24+ 2xy+2y> =34
6. y* +e'siny =c
7. t415=(t—y—"7)(c+3Inft—y—7|)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(y+x/2+3/2)?

— 0,098
(y+x+2)3 ’

Y H3y—x+3x=2

yi=—

yp =sinx+

2
y= <t2 -2+ 7e_t2/2)

c x3

VTRt
(x> +y*+ l)e_yz =c
9624—2962)1—))2 =c

P4y —3xy=c

1 2x
x x242c

2
CCOSx — sinx

Capitulo 3

1

2

. (4813 £39) anos

.1

.1

.5

N

0639 084 habitantes
0746263 habitantes

90 m

b(a—x)
a(b—x)

1
In

® =)

1
k=—1
© at 1 b—x

@ k= at(a—x)

4

.Y =cx

(@) T'+T = 15+ 10sin(27t)

B

X=a

2= -

yp = sinx

1 —explkt(a—b)]

1—(a/b)expkt(a—Db)]

(b) Tee =15+ 10 [sin(27t) — 2mcos (27|

1 +4n?

10
(C) Tml’n =15— 1+47T2

=134°C; Tmax =15+

10

iran  eeC
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Capitulo 4

1
2. y= —(cysinx+cpcosx)
X

.y=cre®+er(2x*+2x+1)
4. y=cix+c(x*—1)

5. y=2e*—e ¥

6. y = cosh(ax)

1
7. y= gezx sin(3x)

8. y=(x—1)e"*

3
9. y= sz—x
10. y— sin(21n |x|)
X
1. y=x—1+(x—1)*
12. y =3e¥

13. Nao existe solucdo
14. y=c|+ce*+ c3e®

15. y= %+x3(cz+C3ln |x])

Capitulo 5
1. y=cie* +cre >+ 3x
1
2. y=cie"+ce - E(x sinx + cosx)

3
3. y= <c1 +cox+ 6) e2r

—X

4. y=c1+(ca—x)e

1
5. y = c¢ysin(2x) +cp cos(2x) — 2 cos(2x)In

tgx+1
tgx—1
4

2
6. y:clxz—l—g—i—x—ln\x\—k
x4 12

1
7. yp= <2 —x) e "

8 y,=

Sl-
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Capitulo 6
1. {y.} ={1,0,-2,6,...} yo=(—1)"(2-2")

2. {y,}={1,1,-15,81,...} yn:(—3)"<1—:n>

V13)" 3
3. {m}={0,1,4,3,...} yn:( 3 ) sin [narctan (2”
2" . /nm
4. {yn}:{07172707"'} )’n:ﬁsm <?)
5. yp=e"(c12" +23")
6(—1)"
—— 0<n<3
6. {yn}={1,-3,3,-1,0,0,...} yp={ n(G_n) "=
0 3<n
4m+2 2"(m+1)!
7. =1{2.1,3,2/3,5/4,... = — -
{)’n} { s 1y Iy / P / ) } Yom g YVom+1 (2m+1)'
8. {yn}:{171707_87_8>07"'} y3m:(_8)m y3m+1:(_8)m y3m+2:0
m 1 m 2 m
9. ys3m=c13 F<m+3> Vim+1 = €23 F<m+3> Y3m+2 = ¢33"m!
10. (a) Fn+2 _Fn—H _Fn =0 F() =N= 1
F, = n+2 —1)"p~"
© Fy= o [0 (107
Capitulo 7
- c
1. y:CZn:()in: 1—7)(2
xn
2. y:c):;"zo—'—xz—2x—3:cex—x2—2x—3
n!
Joy=cY, o ) +o Yo (n,) =cre* + ce*
20 2+l
4. y=rc Z:ZOM—FCQZ:’:OW—X:Q coshx + ¢y sinhx —x
x2n
5. y= -y f—
Y CIHCZ[ Z"_02”n!(2n1)}

(—1)”3”F<n+;>

ror(esd)
(3n)! x

(Bn+1)!

6. y=ci1)¥,o e Y,
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7. y=ci(l+x)+ca/x
8. y=e¢"(c; +c21nx)

9. y=cix+ca(x* +xlnx)
C1 (&9)

10. y=—+
x 1—x

()

16"n!T <n+ i)
12. L,(x) =Y"_, W
(_1)”’+k(2m)!
(_1>m+k(2m+ ])!
(m—k)!'(2k+1)!

11. y=3%7",

13, (a) Hyu(x)=Y7, (2x)%*

(b) Haun1(x) = X5 (2x) 21

Capitulo 8
1. y= ée_z’—i— ge’ - %
2. y= %ﬂe*”
3.y= %e‘" - %e" - %(37 —6t)e’

4. 8y = 7cost — 3sint +e* (cost + sint)

r . T
5. y= E(s1n(2t) —2tcos(2t)) — o1 sin(2¢)
6. y=1>—t

7. y= %(1 — cos(26)) [u(t) — u(t — )+ u(t — 21) — u(t — 3m)]
8. y— %sin[Z(z —m)u(—m) — % sin(2¢)
9. y= %(1 —cos(2t))[u(t) —u(t — )]+ é(Zsint —sin(2t))u(t — 2m)

10. 2y = — [2t — 2w —sin(2¢)] u(t — &) + [4¢ — 3nw — 2cos(21)|u (t - :ZC)

2 (21— m+-sin(21)]u (1 - g) 2 —/2+ cos(20)u (1 - E)

- 4
+ (1 -~ 5) sin(26)u(r)
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11. re*
12. &l
13. ¢ —sint

14. e —2r—1

1
15. s [sin(@r) — of cos(t)]

16. y— % J1 cosh[k(t — s)]f(s) ds

17. y=e" [1+ (1= k)t + [o(t —s)e ™ f(s)ds]

1 . 3t V3t
Sin T — COS T

1 3
21. y= EsinH—e*t <1 - 2t>

18. y=ate

19. y=1+r+e/?

S

20. y=1+cosht

Capitulo 9

Loy, =yo(2=2") 4y (2"—1)4+2"—n—1
2. y,=n

—1 n
3.y, = =)

7. yom =yo+m(m—1) Vom1 = y1 +m?

8. y(z2)=1

Z2(Z>—1)sino
(22 —2zcosm+1)*

10. y(z) =
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11. 1. Tn+1—Tn:n+1

1
2. Tn:”(”iﬂ
2
2 12
12. S,z:T,E:”(”:)

13. S, =n(n+1)

=1

14. O periodo € 4, 3 e 1 respetivamente. Existem pontos de bifurcacdo entre —2 e —1.75, e entre

—1.75e¢ —-1.3

Capitulo 10

1. x =sint y = cost +sint

1 1
2. x= E(sint—tcost) y= E(sint —tcost+tsint)

2712 sin V3
X =
NG 2

[ 3t
3.0 y=—e"/?|cos (f
2
| 3t
z= e '/?|cos <\[
2
r 2t At
4, x = 2e of © ]
B eZt _ e3t
5 x= e
—62t+e3t
6. x— cos(2t) + 7sin(2¢)
"7 | 2cos(2r) — 6sin(2r)

1

|

1
7. x—¢ | —14+2cos(2t)+ 3 sin(2¢)

3 1
=~ — —cos(2¢) +2sin(2r)

2 2

8 x:e2t{ 1+t]
: 1
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[ 2e710F 3t
10. x = - 5¢
e 10r | oSt

[ cos(4t) —sin(4¢)

| sin(4t)+cos(4t)
11. x=e el — 1
I 1
12 x— L[ =3 1204 16¢" +35¢"
"7 48| —3—12r—32¢' +35¢e*
)
t J—
+ 2
13. x=¢' | 1+¢
2
2

14, x— | sin(20)+cos(2t) —u(r —m)sin(2r)
T [ 2sin(2t) + u(t —m)[cos(2t) — sin(2t)] }

2

ol 6t —t

15. X:F 3t
6+ 61 + 12

1{ 3—de e —u(t—1)(3—4e' " +e27%) }

16. X =21 2 der 4262 —ur — 1)(2 — de!~* 4 262-21)

Capitulo 11

[

. u(x,y) =xy+ f(y), onde f € qualquer fungdo de y derivavel

2. u(x,y) = f(x)+g(y), onde f e g sdo fungdes de x e y, ambas derivaveis nas respetivas
varidveis

1 1
3. u(x,y) = §x3y + gxy3 + f(x)+g(y), onde f e g sdo fungdes de x e y, ambas derivaveis nas
respetivas varidveis

b= (5) eo-3) )
s i =snfo= =)

6. u(x,t)=x(t—1+e™")

4 1
7. f(x)= EZ’O’QZI ﬁsin(2n— 1)x Série co-seno: f(x) = 1
n—
2. 1. 1 4 __
8 flx)= EZn:I ;sm(mtx) =3 + ;anl =172 cos[(2n— 1)mx]
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9. u(x,t) = 5sin(3mx) cos(3mr)

10. u(x,r)=2%" [(_kl) — % — e M <732 - 2(;31) )] cos(A,x)

emqued, =(n+1/2)n !
2[ 1—(—1)"11271:267 = (=1

1L u(x,t) =Y " o— |1+ e

e | sin(nm
nm n’n? —1 n’n? —1 ] in(ny)
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