11. Ciclos limite e dinamica
populacional

A aranha caranguejo é um predador que consegue mudar a sua cor para
camuflar-se das suas presas. Na fotografia, uma aranha caranguejo, pou-
sada numa flor, apanha duas moscas que estavam a acasalar. Os sistemas
predador presa sao um exemplo de sistema de duas espécies; a evolucao da
populacdo das duas espécies pode ser estudada com a teoria de sistemas
dinamicos.
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11.1. Ciclos limite

Num sistema conservativo, todos pontos de equilibrio estavel sdo centros
e existem ciclos, que correspondem a movimentos oscilatorios.

Na préatica, um sistema conservativo é apenas uma idealizacdo. Existem for-
cas dissipativas que tornam um centro em foco atrativo; os ciclos passam
a ser espirais que se aproximam do foco atrativo e o movimento oscila-
tério descrito por essas espirais tem amplitude de oscilacdo decrescente,
aproximando-se para zero. A energia diminui ao longo da curva de evolu-
¢ao até o valor minimo local no ponto de equilibrio estavel.

Também podem existir forgas externas que aumentam a energia mecanica
do sistema. Nesse caso o centro torna-se um foco repulsivo e os ciclos
sdo substituidos por espirais que se afastam do ponto. Essas curvas de
evolucdo com forma de espiral representam movimento oscilatério com
amplitude crescente; ao longo das curvas a energia aumenta a medida que
o estado se afasta do minimo local de energia.

A conjugacao dos dois efeitos: forcas dissipativas mais forcas externas
que fornecem energia, pode produzir a combinacao exata que mantém o
sistema em movimento oscilatério com amplitude constante. Um exemplo
tipico é um relogio de péndulo: a dissipacao de energia devida a resisténcia
do ar e atrito no eixo é compensada por um mecanismo que produz um
momento sobre o péndulo.

Isso explica porque os sistemas ndo conservativos também podem ter
ciclos no espaco de fase. Mas comumente esses ciclos sdo isolados; nomea-
damente, existem apenas para um valor especifico da amplitude e ndo para
qualquer amplitude arbitréria. Esse tipo de ciclos isolados, nos sistemas
ndo lineares, sdo designados ciclos limite.

11.1.1. Equacao de Van der Pol

Uma equacao ndo linear conhecida ha muito tempo e que dé origem a
ciclos limite é a equacdo de Van der Pol, que surgiu no estudo dos circuitos
elétricos e outros sistemas mecanicos:

i+2e(x®*-1Di+x=0 (11.1)

onde € é um parametro positivo. Se x> for maior que 1, o segundo termo
é dissipativo e implica diminuicido da amplitude de oscilacdo. Se x? for
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menor que 1, o sistema terd fornecimento de energia e a amplitude de
oscilacao aumentard. Assim sendo, espera-se que, independentemente
do estado inicial, o sistema termine oscilando com amplitude préxima de
1. A equacdo de van der Pol é equivalente ao seguinte sistema dindmico

auténomo:
=y y=-x—2e(x*-1y (11.2)

Existe um tinico ponto de equilibrio, na origem. A matriz Jacobiana nesse
ponto é:
(11.3)

0 1
-1 2¢
e os valores proprios sao A = e+ Ve — 1.

A origem é ponto repulsivo, que pode ser foco (¢ < 1), n6é (¢ > 1) ou né
impréprio (¢ = 1). O retrato de fase e o estado em funcao do tempo, no
caso € =0.17, com condic¢des iniciais x = y = 0.1 sdo representados com o

seguinte comando:
(%i1) plotdf ([y,-x-2%0.17#(x"2-1)*y], [x,y], [direction,forward],

[x,-4,4], [y,-5,5], [nsteps,900], [trajectory_at,0.1,0.1],

[versus_t,11)$

A figura 11.1 mostra o resultado.
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Figura 11.1.: Solucdo da equacido de van der Pol para um valor pequeno do
parametro, € = 0.17, com estado inicial pré6ximo da origem.
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O sistema oscila, com amplitude inicialmente crescente, mas ap6s algumas
oscilacoes estas sdo cada vez mais uniformes. No retrato de fase, a 6rbita
cresce aproximando-se de um ciclo limite com forma de retangulo de
vértices arredondados.

O retrato de fase e a solu¢do em funcao do tempo, para o mesmo valor
do parametro, € = 0.17, mas com um estado inicial que est4 fora do ciclo
limite, obtém-se com o seguinte comando:

(%i2) plotdf ([y,-x-2%0.17#(x"2-1)*yl, [x,y], [direction,forward],
[x,-4,4], [y,-5,5], [nsteps,900], [trajectory_at,-3,3],

[versus_t,11)$

A figura 11.2 mostra o resultado. A amplitude das oscilacdes decresce até
ficar uniforme e igual a solucao obtida no caso anterior.
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Figura 11.2.: Solucdo da equacido de van der Pol para um valor pequeno do
parametro, € = 0.17, com estado inicial afastado da origem.

Nos dois casos das figuras 11.1 e 11.2 o sistema aproxima-se do mesmo
ciclo; no primeiro caso a aproximacao € feita desde dentro do ciclo e no
segundo caso desde fora. Esse tipo de ciclo é um ciclo limite atrativo.
Existem também ciclos limite repulsivos, no caso em que as 6rbitas perto
desse ciclo afastam-se dele.

Se o parametro ¢ for maior que 1 e o estado inicial estiver préximo da
origem, o sistema aproxima-se muito mais rapidamente do ciclo limite,
ja que a origem passa a ser um né repulsivo. Por exemplo, parae =1.7 e
estado inicial x = y=0.1:
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(%13) plotdf ([y,-x-2%1.7x(x"2-1)*y], [x,y], [direction,forward],
[x,-4,4], [y,-6,6], [nsteps,1500], [trajectory_at,0.1,0.1],
[versus_t,11)$

A figura 11.3 mostra o resultado. Em comparacado com o caso € =0.17, as

oscilacdes ja ndo sao parecidas com uma funcao sinusoidal e o ciclo limite
tem uma forma mais complicada no espaco de fase.

6

-2.5 0 2.5
X

Figura 11.3.: Solucao da equacao de van der Pol para um valor elevado do
parametro, € = 1.7, e com estado inicial préximo da origem.

Em funcao do tempo, quanto menor for o pardmetro ¢, mais parecidas
serdo as oscilagdes a uma fung¢do periédica de frequéncia tnica (funcao
seno ou cosseno). Quanto maior for o pardmetro €, mais complicadas serdo
as oscilagdes, como no caso da figura 11.3, correspondendo a sobreposi¢do
de funcodes sinusoidais com vérias frequéncias diferentes.

O circuito, ou sistema fisico, descrito pela equacdo de van der Pol é um
sistema auto-regulado. Nomeadamente, independentemente do estado
inicial do sistema, o estado final serd um movimento oscilatério com am-
plitudes e frequéncias especificas do circuito.

11.1.2. Existéncia de ciclos limite

Num ponto do espago de fase, que nao seja ponto de equilibrio, passa
exatamente uma curva de evolucdo. As curvas de evolucao de um sistema
dindmico continuo, no espaco de fase, nunca se podem cruzar.
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Essas propriedades sdo tteis para descobrir a existéncia de ciclos limite.
Por exemplo, no retrato de fase apresentado na figura 11.4, a origem é um
foco repulsivo; na vizinhanga da origem as curvas de evolucdo sao espirais
que apontam para fora da origem. No entanto, nas regidoes mais afastadas

da origem, as curvas de evolucdo aproximam-se da origem, indicando que
na realidade o sistema é estével.
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Figura 11.4.: Retrato de fase de um sistema com um ciclo limite.

Como as curvas que saem do ponto de equilibrio ndo se podem cruzar com
as curvas que se aproximam dele, devera existir um ciclo limite para onde

todas as curvas de evolucao aproximar-se-ao assimptdticamente, sem se
cruzarem nem se tocarem.

Em alguns casos consegue-se demonstrar matematicamente a existéncia

do ciclo limite, usando coordenadas polares, como mostra o exemplo a
seguir.

Ve

Exemplo 11.1

Demonstre que o sistema com equacdes de evolugao:

i=-y+x(1-2x>-3y%)  y=x+yQ-2x*-3y

9 tem um ciclo limite.
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Resolucao. Os pontos em que as duas componentes da velocidade de fase
sdo nulas sdo:

(%hid) f1: -y+x*(1-2%x"2-3*y"2)$
(%iB) £2: x+y*(1-2%x~2-3xy~2)$
(%i6) solve ([f1,f2]);
(%ho6) [[x=0,y=0]]
Existe entdo um tinico ponto de equilibrio, na origem. O retrato de fase

obtido com as funcdes fi e f> é apresentado na figura 11.5, que mostra o
ciclo limite.
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Figura 11.5.: Retrato de fase do sistema X = —y + x(1 —2x> - 3y)?), y = x +
y(1-2x%-3y?).

A existéncia do ciclo limite neste sistema pode ser compreendida melhor
se as equacoes de evolucao sao escritas em coordenadas polares em vez de
coordenadas cartesianas. Em funcdo da distancia a origem r e do dngulo 6
com o semieixo positivo dos x, as coordenadas de um ponto no espaco de
fase sao:

(%1i7) x: r*cos(u)$
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(%18) y: r*sin(uw)$

onde u foi usada para designar o angulo . As derivadas i e 0 serdo desig-
nadas por v e w e sdo definidas no Maxima com a funcao gradef:

(%19) gradef (r,t,v)$

(%110) gradef (u,t,w)$

A seguir escrevem-se as equagoes de evolucdo. Como as fun¢des nos lados
direitos das equacdes ja foram inseridas e associadas as varidveis f1 e 2,
basta usar os nomes dessas varidveis. No entanto, quando essas expressoes
foram inseridas, as coordenadas cartesianas nado tinham sido substituidas
ainda pelas coordenadas polares; para que a substituicado seja feita agora, é
necessario usar a funcao ev (que significa evaluate):

(%i11) eql: diff (x,t) = ev(f1);

2

(%ho11) cos uv-rsin uw=rcos u(—3r23in2u—2r2cos u+1l)-rsin u

(%i12) eq2: diff (y,t) = ev(f2);

(%012) rcos uw+sin uv=rsin u(-3r?sin®u—2r2cos>u+1)+rcos u

Para obter as equacdes de evolucdo em coordenadas polares (expressoes
de i e 8 em funcdo de r e 8) basta agora resolver estas duas equacdes para
as derivadas ve w:

(%113) solve ([eql,eq2 1,[v,wl);

(%013) [[v=-3r3sinfu-2r3cos?u+r, w=1]]

A segunda equacgdo, w = 1, mostra que a taxa de aumento do angulo 6
é constante. Ou seja, o estado roda no espaco de fase com velocidade
angular constante, igual a 1, no sentido positivo (contrério aos ponteiros
do rel6gio). Enquanto o estado roda, a variacdo do valorde r é 7 que é a
expressdo obtida para v no resultado (%013). E ttil observar o gréfico da
expressdo obtida para v em (%013), em func¢do de r e com algum valor
fixo de 6. Por exemplo, com 6 = /4 o grafico é obtido com o comando:

(%114) plot2d (subst (u = %pi/4, rhs(%013[1]1[11)), [r, 0, 11D$

E é apresentado na figura 11.6. A derivada 7 é nula em r = 0, como era espe-
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rado, porque em r = 0 hd um ponto de equilibrio, ou seja, quando o valor
de r for zero, permanecerd constante. No intervalo entre 0 e aproximada-
mente 0.6, v é positiva; isso quer dizer que r aumenta, ou seja, o ponto
de equilibrio € repulsivo porque se r estiver préximo de zero, mas sem ser
zero, comegcara a aumentar, afastando o estado do ponto de equilibrio. E
enquanto o estado se afasta da origem, devido au aumento de r, roda com
velocidade angular constante; isso implica que o ponto de equilibrio é foco
repulsivo.
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Figura 11.6.: Variacdo de r, em funcao de r, para 6 = n/4.

Enquanto o estado do sistema se afasta da origem, r aumenta atingindo
um valor superior a 0.6 onde, de acordo com o gréfico 11.6, a derivada de r
em ordem ao tempo (v) passa a ser negativa, ou seja, r comeca a diminuir.
Conclui-se entdao que enquanto o estado roda a volta da origem, nao se
afastard nunca de um valor pr6ximo de 0.6, dando origem assim a um ciclo
limite. Em geral, cada raiz diferente de zero no gréfico de i em funcao de r
indica a presenca de um ciclo limite. No caso geral podem existir varios
ciclos limite; neste exemplo s6 existe um porque a funcao v tem apenas
uma raiz diferente de zero; e neste caso o ciclo limite é atrativo porque v
passou de positiva para negativa nessa raiz. Nas raizes onde passasse de
negativa para positiva existiriam ciclos limite repulsivos.

Neste exemplo em que 7 depende também de 8, a posi¢do da raiz obser-
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vada na figura 11.6 varia ligeiramente para diferentes valores de 6. Isso
indica que o ciclo limite nao é uma circunferéncia. De facto, neste exemplo
araiz de v diferente de zero estd numa elipse com semieixo maior no eixo
dos x e com v/2/2 unidades, e semieixo menor no eixo dos y e com V3/3
unidades (ver problema 1 no fim do capitulo). Em 6 = 0 o ciclo limite esta
no interior dessa elipse, onde 7 é positiva; como tal, enquanto 6 aumenta,
r também aumenta e o ciclo passa para fora da elipse, onde 7 passa a ser
negativo e r comeca a diminuir e o ciclo volta a entrar dentro da elipse,
quando 6 estd na vizinhanca de 7 radianos.

11.1.3. Inexisténcia de ciclos limite

Se existir um ciclo limite, na regido dentro dele dever4 existir pelo menos
um foco, um centro ou um né. Isso implica que se numa regido do espaco
de fase nao existir nenhum foco, centro ou né, nessa regido ndo pode
existir nenhum ciclo limite. O determinante da matriz jacobiana é igual
ao produto dos valores préprios; assim sendo, num sistema de segunda
ordem, se num ponto de equilibrio o determinante da matriz jacobiana for
negativo, esse ponto serd necessariamente ponto de sela.

Conclui-se que num sistema de segunda ordem, se dentro de uma regido
do espaco de fase nao existir nenhum ponto de equilibrio onde o deter-
minante da matriz jacobiana seja positivo, nessa regido ndo podera existir
nenhum ciclo limite. Esse método é ttil para demonstrar que num sistema
ndo existem ciclos limite.

Exemplo 11.2
Demonstre que o sistema seguinte nao possui nenhum ciclo limite.

)'c=y2—x j/=y+xz+yx3

Resolucdo. Para encontrar os pontos de equilibrio usam-se os seguintes
comandos no Maxima:

(%i15) f: [y~2-x, y+x " 2+y*x~31$
(%i16) solve (£f);

que produzem unicamente uma solucao real, na origem. Conclui-se que o
Unico ponto de equilibrio é a origem. Para determinar que tipo de ponto
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de equilibrio é, determina-se a matriz jacobiana nesse ponto:

(%117) J: jacobian (f,[x,y1)$
(%i18) subst ([x=0,y=01, J);

-1 0
(%018)
0 1

como a matriz é diagonal, os seus valores préprios sdao os nimeros na
diagonal, 1 e -1. Ou seja, a origem é um ponto de sela e, como tal, ndo
existe nenhum ciclo limite porque néo existe nenhum ponto de equilibrio
atrativo ou repulsivo.

11.2. Dinamica populacional

As variacdes da populacdao numa regido € um problema que pode ser es-
tudado por meio de equacdes diferenciais. A populacdo é uma variavel
discreta, mas quando se estudam populacoes de muitos milhares ou mi-
Ihoes de individuos, é uma boa aproximacdo admitir que a populagdo a
cada instante, x(¢), é uma varidvel real. A derivada X representa o aumento,
ou diminuicdo, da populacdo a cada instante; o quociente X/x € a taxa
de aumento da populacdo por unidade de tempo, ou seja, o aumento da
populacdo durante uma unidade de tempo, por cada individuo. Essa taxa
de aumento é determinada pelas taxas de natalidade, T,,, mortalidade, T,
imigracgdo, T; e emigracao, T,:

=Ty-Tym+Ti =T, (11.4)

= &

Para poder resolver a equacdo é necessario usar algum modelo matematico
para a taxa de aumento, em fun¢do da populacdo x e do tempo . O modelo
populacional mais simples, proposto por Malthus no século XVIII, consiste
em admitir uma taxa de aumento a constante e positiva

* (a>0) (11.5)
X

Esta equacao resolve-se facilmente por separacdo de varidveis e a solucdo
é uma funcao exponencial crescente:

x(t) = xpe?! (11.6)
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Nao existem pontos de equilibrio neste modelo e a populagdo aumenta sem
limite. No século XIX, Verhulst introduziu um modelo chamado modelo
logistico, em que as taxas de natalidade mais imigracdo permanecem
constantes, mas as taxas de mortalidade mais emigracao aumentam de
forma diretamente proporcional a populacdo existente. Ou seja, a equacio
diferencial do modelo é

x=x(a-bx) 11.7)

onde a e b sdo constantes positivas. O pressuposto deste modelo é que
a taxa de natalidade é um fator intrinseco, enquanto que o aumento da
populacao origina conflitos e problemas que conduzem ao aumento da
taxa de mortalidade.

Neste modelo ha dois pontos de equilibrio, solucdes da equacgdo x(a —
bx) =0, ou seja, x =0 e x = a/b. A matriz jacobiana tem um tnico ele-

mento,

jodx@a-bxy _ (11.8)
dx

O primeiro ponto de equilibrio, x=0, é repulsivo porque nesse ponto J =
a> 0 e o segundo ponto, x = a/b, é atrativo porque conduza J = —a <0.
Como tal, a populacao atingird sempre o valor constante a/b.

Estes modelos, propostos inicialmente para estudar populacées humanas,
aplicam-se a qualquer espécie bioldgica ou no estudo da propagacao das
epidemias.

11.3. Sistemas de duas espécies

Sejam duas populacoes diferentes que interagem. A funcao x;(¢) repre-
senta o nimero de elementos da espécie 1, no instante ¢, e x»(#) o nimero
de elementos da espécie 2, no instante ¢.

Admitindo que os fatores ambientais permanecem inalterados e que a
evolucao das duas espécies depende apenas da interacao entre elas, as
equacdes de evolucdo do sistema sdo um sistema auténomo com duas
varidveis de estado:

X1 = f1(x1, x2) X2 = fo(x1, x2) (11.9)

As funcoes f e f, ndo podem ser duas func¢des quaisquer, mas tém de
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verificar as seguintes condicoes:

lim f1 (xl,xz) =0 lim fg(xl,xz) =0 (11.10)
x1—>0 X2—>0

j& que quando uma das populacdes for extinta, ndo podem nascer nem
morrer mais elementos dessa espécie e a respetiva taxa de aumento deve
ser nula. Essas condicdes implicam que em cada um dos eixos x; € X,
no espaco de fase, a velocidade de fase é paralela ao respetivo eixo; se o
estado inicial estiver num dos eixos, a sua evolucdo serd ao longo desse eixo.
Por outro lado, apenas é necessdrio que as funcdes fi(x1, x2) e fo(x1, x2)
estejam definidas para valores positivos de x; e x», j& que as populagdes
ndo podem ser negativas.

Admite-se que as duas fung¢des sdo continuas no primeiro quadrante do
plano x; x2. Os quatro termos na matriz jacobiana,

oh of
(3x1 Gxg

J(x1, x2) = 11.11

(x1, x2) oh oh ( )
6x1 6)62

tém a seguinte interpreta¢@o: os termos na diagonal, 3 2 € 3y, S0 as taxas

de crescimento de cada uma das duas espécies, independentemente da
afs
outra. Os termos fora da diagonal, af; e af; , tém a ver com a influéncia

de cada espécie no crescimento da outra. Por exemplo, se af L for nega-
tiva, quer dizer que a existéncia de elementos da espécie 2 faz dlminuir a
populacao da espécie 1.

Os sistemas de suas espécies sdo classificados em trés categorias:

0 0 ~ . . £
1. Sistemas com cooperagao. f Le af sdo ambas positivas. Cada espécie

propicia o aumento da populagao da outra espécie.

dfi @
2. Sistemas com competicgdo. 5 f . 0)]:2 sdo ambas negativas. Cada espécie

propicia a extincdo da outra espeme

3. Sistemas predador presa. g)j: f 2 tém sinais opostos. Uma das es-

pécies (predadores) propicia a extmgao da outra (presas); o aumento
da populacdo de predadores é maior quantas mais presas houver e a
diminuicdo da populagdo de presas é maior quantos mais predadores
houver.
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11.3.1. Sistemas predador presa

Se a populacao das presas for x; e a populacdo dos predadores for x,, nas
equacoes de evolugdo 11.9, fi(x1, x») é a taxa de crescimento da populagdo
de presas, decrescente em ordem a x», e f>(x1, x2) é a taxa de crescimento
da populacao de predadores, crescente em ordem a x;.

Essas propriedades de f; e f> possibilitam a existéncia de ciclos, tal como
se mostra na figura 11.7. Mas para que possa existir um ciclo no sistema
deve existir um centro, foco ou né dentro desse ciclo.

Predadores A

>
Presas

Figura 11.7.: Possivel ciclo num sistema predador presa.

A origem também é um ponto de equilibrio. Como sobre cada um dos eixos
coordenados o estado evolui na direcdo desse eixo, a origem e quaisquer
outros pontos de equilibrio nos eixos devem ser nés ou pontos de sela. Se
um desses pontos for estdvel, existe um estado de equilibrio estdvel em que
uma das espécies é extinta e a popula¢do da outra permanece constante.

e D
Exemplo 11.3
Analise o modelo de Lotka-Volterra:

X=x(a-cy) y=y(bx-d)

L com 4 parametros positivos a, b, c e d. )

Resolucdao. Observando as equacgdes, conclui-se que se trata de um sis-
tema predador presa, em que x representa a populacdo de presas, com
crescimento exponencial, e y é a populacado de predadores, com extin¢ao
exponencial.
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Comeca-se por determinar os pontos de equilibrio

(%i19) f: [x*(a-c*xy), y*(b*x-d)1$
(%120) vars: [x,yl$

(%i21) equil: solve (f,vars);

x__d _a
YT

(%021)

[x=0,y=0],

ou seja, existem 2 pontos de equilibrio na regido de interesse (primeiro
quadrante, semieixos positivos e origem): (0,0) e (d/b, a/c).

(%122) J: jacobian(f, vars)$

Na origem, a matriz do sistema linear que aproxima o sistema original é

(%123) subst (equil[1], J);

a 0
(%023)
0 —d

Os valores proprios sdo a e —d e, como tal, a origem é ponto de sela (insta-
vel). No segundo ponto de equilibrio, a aproximacao linear tem matriz e
valores proprios:

(%i24) subst (equill2], J);

o o
’ b
(%ho24) ab
— 0
c

(%125) eigenvalues (%) ;

(%025) [ [—m, m], 1, 1] ]

Como os quatro pardmetros sdo positivos, os valores préprios sdo imagina-
rios; assim sendo, o segundo ponto de equilibrio é um centro.

Qualquer situacao inicial (na regido onde as duas varidveis sdo positivas)
faz parte de um ciclo, em que as populacdes das duas espécies oscilam.
Para representar o retrato de fase e a evolucao das variaveis, é necessério
dar alguns valores numéricos aos parametros, por exemplo:

(%126) plotdf (subst([a=6,b=3,c=2,d=15],f),vars,[x,0,10],[y,0,10],

[nsteps,1000], [direction,forward], [trajectory_at,7,1], [versus_t,1]);
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A figura 11.8 mostra os gréficos obtidos.
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Figura 11.8.: Retrato de fase do modelo de Lotka-Volterra e grafico das
populacdes em funcao do tempo.

Inicialmente, as populacdes de presas e de predadores aumentam, mas
quando o nimero de predadores aumentar por cima do seu valor médio, a
populacdo de presas comecara a decrescer. Quando o nimero de presas for
menor que o seu valor médio, a falta de presas fard com que a populacado
de predadores diminua; quando diminuir por baixo do seu valor médio, a

populacao de presas voltard a aumentar e o ciclo repetir-se-a.
|

0O modelo de Lotka-Volterra produz ciclos, que podem fazer oscilar a popu-
lacdo entre um valor muito pequeno e um valor muito elevado. Situacao
essa que nao é muito realista num sistema predador presa. Um sistema
mais realista deverd ter apenas ciclos limite, como no exemplo seguinte.

e A
Exemplo 11.4
Analise o modelo seguinte, de Holling-Tanner, e mostre que tem um
ciclo limite
. X 6xy . ¥y
i=x(1-=|- —=— =02y(1-=
S ( 7 ) 7T+7x y Y ( 2 x) )

Resolucdo. Observando as equagoes, conclui-se que € um modelo preda-
dor presa, em que x representa a populacado de presas, com crescimento
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logistico, e y é a populacdo de predadores, também com crescimento logis-
tico.

Determinacdo dos pontos de equilibrio:

(%i27) £: [xx(1-x/7) - 6*x*y/(7+T*x), 0.2*y*(1-y/2/x)1$
(%128) equil: solve (f);
(%028) [[y=0, x=0], [y=0, x=-1], [y=0, x=7],

[y=-14,x=-7], [y=2x=1]]

Assim sendo, existem 3 pontos de equilibrio: (0, 0), (7, 0) e (1, 2). Os valores
e vetores proprios no ponto (7, 0) sdo:

(%129) vars: [x,y]$
(%130) J: jacobian (f, vars)$

(%i31) eigenvectors (subst (equill3], J));

Lo [ won]

o ponto de equilibrio em (7, 0) é entdo ponto de sela. Observe-se que o
vetor préprio (1, 0), paralelo ao eixo dos x, corresponde ao valor préprio
negativo, —1. Isso quer dizer que, quando os predadores y se extinguirem,
a populacido de presas evolui aproximando-se do valor de equilibrio x = 7.
Mas se a populagdo de presas estiver proxima desse valor limite x =7 e
existirem alguns poucos predadores, o estado evolui na dire¢do (-1, 8/5)
(o vetor préprio obtido em (%030) multiplicado por —1 também é vetor
préprio), afastando-se do ponto de equilibrio (valor préprio positivo, 1/5)
e aproximando-se do ponto de equilibrio em (1, 2).

(%031)

A matriz jacobiana na origem nao pode ser calculada, porque obtém-se
denominadores nulos; a andlise de estabilidade da origem sera feita no fim
desta resolucao.

O ponto (1, 2) é foco repulsivo, como mostra o célculo dos valores préprios
nesse ponto:

(%132) map (rectform, eigenvalues (subst (equill[5], J)));

3 5511 5511+3
70 70 70 70

(%ho32)

(L H}
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Se y for maior que 2 x, e o valor de x for elevado, as duas componentes da
velocidade de fase sdo negativas (por exemplo, limit(subst(y=3*x,f),x,inf)
é (—oo, —00)). E se y for menor que 2 x e x for elevado, a componente x
da velocidade de fase é negativa. Isso implica que na regido afastada da
origem, o estado aproxima-se sempre da origem, mas como no ponto (1, 2)
ha um foco repulsivo, conclui-se que deve existir um ciclo limite atrativo a
volta do foco.

O retrato de fase (figura 11.9) é obtido com o seguinte comando:

(%133) plotdf (f, vars, [x,-0.1,10], [y,-0.1,81)%

Usou-se —0.1 para o valor minimo de x, para evitar os denominadores
nulos obtidos quando x = 0. A figura 11.9 mostra o grafico obtido.

Figura 11.9.: Retrato de fase do modelo de Holling-Tanner.

O ciclo limite tem uma cor mais escura na figura 11.9 e as curvas de evo-
lucdo que entram e saem do ponto de sela em x = 7 tém uma cor mais
clara. No eixo dos y ha uma descontinuidade na derivada de y e, por
isso, ndo existem curvas de evolucdo nesse eixo, mas para x > 0 a origem
comporta-se como ponto de sela.
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11.3.2. Sistemas com competicao

Num sistema com competicao, a taxa de aumento de cada uma das espé-
cies diminui com o aumento da outra populacao. Consequentemente, ndo
podem existir ciclos, como no caso dos sistemas predador presa.

Exemplo 11.5
Explique os possiveis retratos de fase do seguinte sistema com 6 para-
metros positivos a, b, ¢, d, e, f:

X=x(a—bx—-cy) y=yld—ey—fx)

Resolucao: As equagdes mostram que se trata de um sistema de duas
espécies em competicdo. Para evitar conflitos com valores de varidveis
usados nos exemplos anteriores, convém apagar os valores numéricos
associados anteriormente a variaveis do Maxima.

(%134) remvalue (all)$

(%135) fg: [x*(a-b*x-c*y),y*(d-e*xy-f*x)]$
(%i36) vars: [x,y1$

(%i37) equil: solve (fg, vars);

x=0 y—d
=g

|

O tnico ponto de equilibrio fora dos eixos é o quarto; pode usar-se o
comando subst para simplificar o resultado, definindo 3 novas constantes,

(%037) |[x=0,y=0], [x:%,y:o],
_ae—cd _af-bd

cf—be'y_ cf-be

)

X =

(%138) ponto: subst ([c*f-b*e=cl,a*e-c*d=-c2,a*f-b*d=c3],equill4]);
c2 c3

(%038) ==

X

esse ponto s estard no primeiro quadrante se as trés constantes ¢, ¢ € 3,
forem todas positivas ou todas negativas. A matriz da aproximacao linear
nesse ponto é

(%139) J: jacobian (fg, vars)$

(%140) A: subst (equil[4], 1)$
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que pode ser simplificada com as fung¢des ratsimp e factor (para aplicar
uma funcdo a cada elemento de uma lista ou matriz usa-se o comando
map):

(%141) A: map (ratsimp, A)$

(%i42) A: map (factor, A);

b(ae—cd) c(ae—cd)
cf—-be cf—-be
(%o42)
_flaf-bd) _e(af-bd)
cf—-be cf—-be

Apareceram novamente as trés constantes ci, ¢, € c3 definidas previamente;
substituindo essas varidveis obtém-se:

(%i43) A: subst([c*f-b*e=cl, a*e-c*d=-c2, a*f-b*d=c3], A);

bc2 cc2
cl cl
(%043)
c3f c3e
cl cl

(%i44) factor (ratsimp (determinant (4)));
c2c3(cf-be)

(%o044) 12

Como (c f —be) éigual a c1, o determinante da matriz jacobiana no ponto
de equilibrio é igual a —c, c3/c;. Como ja foi dito, as 3 constantes devem ter
o mesmo sinal para que exista ponto de equilibrio fora dos eixos, ou seja,
para que exista a possibilidade das duas espécies coexistirem. Se c1, ¢, € c3
sdo todas positivas, o ponto de equilibrio é um ponto de sela (equilibrio
instdvel). Se as 3 constantes sdo todas negativas, o ponto de equilibrio
pode ser atrativo, para alguns valores dos parametros.

Por exemplo, se as 3 constantes sdo positivas com os valores (3, 2, 2) obtém-
se o retrato de fase no lado esquerdo da figura 11.10:

(%145) plotdf( subst([a=2,b=1,d=2,e=1,c=2,f=2],fg), vars,

[x,0,3.11, [y,0,3.11);

Se no instante inicial a populacdo de uma das espécies for menor, essa
espécie serd extinta (o sistema aproxima-se do ponto de sela num dos
eixos). Se inicialmente as duas populacdes forem iguais, atinge-se o ponto
de equilibrio em que as duas populagdes sao iguais a 2/3 (x = c2/cy, y =
C3/Cll
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Um exemplo do caso em que o ponto de equilibrio é n6 atrativo é quando
as 3 constantes tém os valores (-3/4, -1, -1); o retrato de fase no lado direito
da figura 11.10 foi produzido com seguinte comando:

(%146) plotdf( subst([a=2,b=1,d=2,e=1,¢=0.5,f=0.5],fg), vars,
[x,0,3.11, [y,0,3.11);
Neste caso, as duas espécies coexistem de forma harmoniosa atingindo

sempre o ponto de equilibrio em que as duas populagdes sao iguais a 4/3
(x=ca2/c1, y=c3lcy).
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Figura 11.10.: Retratos de fase do exemplo 11.5, nos casos de equilibrio
instavel (esquerda) e estavel (direita).

Perguntas

1. Um sistema, no espaco de fase (x, y), tem um ciclo limite com raio
constante, igual a 2 unidades. Ap6s uma mudanca de varidveis para
coordenadas polares (r, 8), com origem no centro do ciclo limite, a
equacao obtida para o angulo foi: § = 3. Qual poder4 ser a expressdo
obtida para a derivada do raio r?

A F=2r2—r C. i=2r-2r? E. #=3r-r?

B. i=3r*-2r D. i=2r*-4r

2. Um sistema com varidveis de estado (x, y) tem um ciclo limite e um

tnico ponto de equilibrio P. O que é que carateriza os pontos (x, y) do
ciclo limite?
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Estdo todos a mesma distancia de P.
Em todos eles a velocidade de fase aponta para P.
Formam uma curva que passa por P.

Formam uma curva fechada com P no interior.

m o 0w >

Formam uma curva fechada com P no exterior.

3. Um sistema, no espacgo de fase (x, y), tem um ponto de equilibrio em
(2, 3). Ap6s uma mudanca de varidveis para coordenadas polares (r, 6),
com origem no ponto (2, 3), o sistema obtido foi: 7 =27, 0 = —3. O que
é que possivel concluir acerca desse sistema?

A. (2,3) é foco repulsivo.
B. Existe um ciclo limite a volta de (2,3).
C. (2,3) é centro.
D. (2,3) é foco atrativo.
E. (2,3) é n6 repulsivo.
4. Que tipo de sistema definem as equacdes X = y(3—x), y = x(5+ y)?
Predador presa.
De duas espécies com competicao.
Conservativo.

Linear.

m o 0w >

Na3o linear.

5. As equacoes de evolucdo de um sistema de duas espécies sao:

¥=xB-y) y=yx-5)

que tipo de sistema é?

A. Predador presa, sendo x as presas.
Predador presa, sendo y as presas.
Sistema com competicao.

Sistema com cooperacao.

m O 0 ®m

Sistema linear.
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Problemas

1. Para visualizar a curva onde 7 é nula no exemplo 11.1, (a) escreva a
expressdo obtida para a derivada de r em funcdo das coordenadas
cartesianas x e y e encontre as solugdes da condicao 7 = 0 (sugestao:
substitua r por \/x? + y?, u por arctan(y/ x), fun¢do atan no Maxima, e
use a funcdo ratsimp para simplificar o resultado). (b) Diga que tipo de
curva é a solucdo nao trivial encontrada na alinea anterior. (c) Use a
funcao implicit_plot para tracar o grafico da curva da alinea anterior.

2. Encontre a solucdo do modelo logistico (equacao 11.7), usando o mé-
todo de separacdo de varidveis com condig¢do inicial x(0) = xp e mostre
que no caso b = 0 a solugdo reduz-se a solucdo do modelo de Malthus.

3. Uma populacdo de dragdes, y, e uma populacdo de 4guias, x, evoluem
de acordo com um modelo de Lotka-Volterra:

x=x2-y) J'/:%(x—?))

Analise a estabilidade e desenhe o retrato de fase do sistema. Qual sera
o estado limite? Alguma das duas espécies serd extinta?

4. Considere o modelo de Verhulst para duas populagdes:
x=x(1-x-2y) y=y(1+5x-1y)

diga se é um sistema com competicdo ou um sistema predador presa (e
nesse caso quais as presas e quais os predadores). Analise a estabilidade
e trace o retrato de fase.

5. Em cada um dos modelos de duas espécies com competicao, na lista
que se segue, diga se existe coexisténcia ou exclusdo mitua entre as
duas espécies. Se existir coexisténcia, diga a natureza do ponto de
equilibrio (estdvel ou instdvel). Se existir exclusdo mutua, diga qual das
duas espécies sobrevive. Em todos os casos construa o grafico do retrato
de fase.

(a))'c—x(Z—lx—l) = (1_i —lx)

B 57767 y=y 107" 8

(b) k=2x(1- —x) -~ Ayl - Ly
N 20 sy YERET YT 0

) izx(-—x-1y L
B 20" 87 y=y 127" 16

(d)fc—ZX(l—Lx)—ix y=10 (1—i )—lx
- 1007 g0t YTEYET R YT
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6.

10.

O sistema dinamico:
J'c=y+x(x2+y2) j/=—x+y(x2+y2)

tem um ponto de equilibrio na origem. Encontre as equacdes de evolu-
¢do em coordenadas polares, nomeadamente, as expressoes para i e 0
em funcdo de r e 6. Explique que tipo de ponto de equilibrio é a origem
e quantos ciclos limite existem.

Em relacdo so seguinte sistema ndo linear:

3

i=x-y-x>—xy* y=x+y-x"y-y°

(a) Encontre as equacgdes de evolucdo em coordenadas polares (suges-

tdo: use o comando trigreduce para simplificar o resultado).

(b) Trace o gréfico de 7 em funcdo de r (r ndo pode ser negativo), de-
monstre que o sistema tem um tnico ciclo limite e determine se é
atrativo ou repulsivo.

(c) Escreva a equacao do ciclo limite, em funcdo das coordenadas carte-
sianas (x, y).

(d) Corrobore a resposta tragando o retrato de fase no plano cartesiano
(x, ).

Demonstre que o sistema seguinte ndo tem nenhum ciclo limite.
xX=y y=x

Quantos ciclos limite atrativos e repulsivos tem o seguinte sistema dina-

mico?
x=xsin(\/x2+y2)—y y:ysin(\/x2+y2)+x

O sistema de equacdes de Rossler em 3 dimensoes é:

X=-y—-z
y=x+02y
z2=02+(x—-0)z
e tem ciclos limite para alguns valores do parametro c; nomeadamente,

apos algum tempo, as varidveis x, y e z descrevem ciclos que se repetem
periodicamente.
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(a) Use o programa rk para encontrar a solucdo do sistemacomc=3e
condicodes iniciais x(0) = z(0) =0, y(0) = 4, no intervalo 0 < ¢ < 200; use
5000 passos (At =0.04).

(b) Usando unicamente o intervalo 160 < ¢ < 200 da solucao encontrada

na alinea anterior, obtenha os graficos de y em funcao de x, e de x em
funcao de t.

(c) Determine, aproximadamente, o periodo dos ciclos representados
nos graficos da alinea anterior.

Respostas

Perguntas: 1. D. 2. D. 3. A. 4. E. 5. A.

Problemas

1.

(@) (x,y)=(0,0),ou2x*+3y>=1.

(b) A forma canonica da curva é (2 x/\/§)2 +(3 y/\/g)2 =1, que é uma
elipse com semieixo maior de v/2/2 unidades, no eixo dos x, e semieixo
menor de v/3/3 unidades, no eixo dos y

1

o

a
. x(8) = P
b+|—- b) e" 4!
X0
. A origem ponto de sela e o ponto (3, 2) é centro. O estado limite é um

ciclo. Nenhuma das duas espécies serd extinta.

. Sistema predador presa: x sdo as presas e y os predadores. A origem é

né préprio, repulsivo, o ponto (1, 0) € ponto de sela e o ponto (0, 1) é né
impréprio, atrativo.

. (a) Exclusao, com extinc¢ao da espécie y e x — 10.

(b) Coexisténcia, com x — 20/3 e y — 100/3. O ponto de equilibrio é
estavel.

(c) Coexisténcia, no ponto instdvel (x =80/7, y = 24/7). O sistema pode
terminar com uma das espécies extintas e x — 20 ou y — 12.
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10.

(d) Exclusao, com extin¢do da espécie y e x — 100.

0 = -1, i = r3. A origem é foco repulsivo e nio existe nenhum ciclo
limite.

(@)0=1,i=r-r°

(b) O gréfico de i em func¢do de r mostra que existe uma Gnica raiz
diferente de zero e r aumenta se for menor que 1 e diminui se for maior
que 1. Assim sendo, existe um tnico ciclo limite, uma circunferéncia de
raio 1, e é atrativo.

() x*+y*=1

(da)-°

2 1 0 1
x

O determinante da matriz jacobiana é negativo em qualquer ponto e,

como tal, ndo podem existir ciclos limite.
Existem infinitos ciclos limite atrativos e infinitos ciclos limite repulsi-
vos, como mostram as equacdes de evolucdo em coordenadas polares:

0=1,7=rsin(r).

(a) O ultimo elemento na lista obtida com rk é [200.0, 4.393, -4.476,
0.2006]

25 / 4
2

25
2
5 -4

-4 -2 0 2 4 160 170 180 190 200
x t

(c) O periodo dos ciclos é aproximadamente 11.52 unidades.



