1. Cinematica

A cinemadtica é a andlise do movimento sem consideracao das suas causas.
No caso das corredoras na fotografia, o movimento dos bragos e pernas
é oscilante, enquanto que o movimento da cabeca é mais aproximada-
mente uniforme e, por isso, mais facil de descrever; basta contabilizar o
deslocamento horizontal da cabeca, em funcdo do tempo. Para descrever
o movimento das pernas, para além de considerar o deslocamento hori-
zontal, é necessdrio considerar a variacao de algum angulo em funcao do
tempo.
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1.1. Movimento dos corpos rigidos

Um objeto encontra-se em movimento se a sua posicao for diferente em
diferentes instantes; se a posicao permanece constante, o objeto estd em
repouso. Para medir a posi¢cdo do objeto, é necessério usar um referencial;
nomeadamente, outros objetos usados como referencia. Se a posicao do
corpo em estudo varia em relacao ao referencial, o corpo esta em movi-
mento em relacao a esse referencial. Assim, o movimento é um conceito
relativo, ja que um objeto pode estar em repouso em relacdo a um dado
referencial, mas em movimento em relacdo a um outro referencial.

Cada ponto num objeto em movimento ocupa diferentes posicoes do
espaco, em diferentes instantes de tempo . O conjunto de posi¢oes do
ponto, em todos os instantes ¢ num intervalo #; < t < f», define uma curva
chamada trajetéria do ponto.
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Figura 1.1.: Movimentos de translacdo, rotacdo em torno de um eixo e
sobreposicdo dos dois.
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A trajetéria de qualquer ponto é sempre uma curva continua; ou seja, as
posicoes do ponto em f; ou f, podem estar tdo préximas quanto quisermos,
se escolhermos um incremento de tempo At = f, — t; suficientemente
pequeno.

O movimento mais simples de um corpo rigido, de translacdo sem rota-
cdo, é quando todos os pontos do corpo seguem trajetdrias idénticas (ver
figura 1.1). Assim sendo, basta estudar o movimento de um tinico ponto
para conhecer o movimento do corpo rigido.

No movimento de rotagdo em torno de um eixo, todos os pontos num eixo
permanecem em repouso e 0s outros pontos deslocam-se. Na segunda
parte na figura 1.1, o martelo rodou em torno de um eixo perpendicular a
pégina. Nesse tipo de movimento as trajetérias de pontos diferentes ja ndo
sdo idénticas mas todas elas sdo arcos de circulo, com o mesmo angulo,
que s6 diferem no valor do raio. Basta saber como varia o dngulo de rotagao
para descrever o movimento de qualquer ponto no corpo.

Um movimento mais complicado é a sobreposicao de translagao e rotacdo
em torno de um eixo (terceira parte na figura 1.1). Nesse caso, as trajetérias
do diferentes pontos do corpo sdo curvas diferentes. No entanto, esse
movimento mais complicado pode ser descrito apenas com a trajetéria de
um ponto qualquer do corpo e a variacdo do angulo de rotacdo de uma
reta qualquer no corpo; com efeito, o angulo de rotacdo é o mesmo para
qualquer segmento no corpo rigido e apds fixar a posicdo do ponto num
instante e o angulo de rotacdo, consegue dizer onde estardo todos os outros
pontos do corpo nesse instante.

Existe também outro tipo de rotacdo mais geral, rotacdo a volta de um
ponto, em que um Unico ponto permanece em repouso. Nesse caso as
trajetorias dos diferentes pontos sdo curvas na superficie de uma esfera
com centro no ponto em repouso. A forma mais conveniente de descrever
esse tipo de movimento consiste em determinar a variacdo de trés angulos.
O caso mais geral do movimento de um corpo rigido consiste na sobreposi-
cao de translacdo e rotacao a volta de um ponto. Nesse caso serd necessario
conhecer a trajetéria de um ponto do corpo e a variagado de trés angulos.
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1.2. Movimento e graus de liberdade

Os graus de liberdade de um sistema sdo as varidveis necessdrias para
determinar a sua posicao exata. Por exemplo, para determinar a posicao
de uma mosca numa sala “retangular”, podem medir-se as suas distancias
até o chao e duas paredes perpendiculares da sala, dando origem a um
sistema de trés coordenadas perpendiculares (coordenadas cartesianas ou
retangulares), que se costumam designar pelas letras x, y e z (figura 1.2).

Mosca

N

Figura 1.2.: Coordenadas cartesianas de uma mosca numa sala retangular.

Ou seja, o movimento de um ponto no espago estd associado a 3 graus
de liberdade. A trajetéria do ponto é uma curva no espaco, que pode ser
descrita indicando as expressdes para as 3 coordenadas cartesianas x, y e
z em funcdo do tempo. Como o movimento mais geral de um corpo rigido
é a sobreposicdo do movimento de um ponto e variacao de trés angulos,
esse movimento tem 6 graus de liberdade: 3 coordenadas que descrevem o
movimento do ponto, mais os 3 dngulos que descrevem a rotacdo. Outros
movimentos mais simples possuem menos graus de liberdade; a rotagdo
em torno de um eixo fixo tem apenas um grau de liberdade, a translacao
sem rotacdo 3 graus de liberdade e a translacdo com rotagdo em torno de
um eixo fixo estd associada a 4 graus de liberdade.

Neste capitulo estuda-se apenas o movimento de um ponto. Esse estudo
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serd suficiente para descrever a translacdo dos corpos rigidos e servird de
base para estudar movimentos mais complexos.

Quando um ponto esté limitado a seguir uma trajetéria pré determinada,
o movimento desse ponto tém um tnico grau de liberdade. Por exemplo,
no movimento de cada uma das rodas de um carrinho nos carris de uma
montanha russa, enquanto o carrinho siga os carris sem perder o contacto
com eles, 0 movimento do centro da roda segue uma curva determinada.
Se a posicao do ponto num instante inicial é conhecida, para determinar a
posicdo em qualquer outro instante basta saber o deslocamento ao longo
dos carris, desde o instante inicial até esse instante.

No movimento de translagdo de um automével numa autoestrada podera
ser suficiente um tnico grau de liberdade (figura 1.3). Se o automével sofrer
uma avaria e o condutor tiver que telefonar para pedir um reboque, basta
dizer em que quilémetro da autoestrada se encontra para que o condutor
do camido de reboque saiba para onde se dirigir. Assim, 0o movimento dos
automoveis na autoestrada é caraterizado por um tnico grau de liberdade,
o deslocamento ao longo da estrada.

[ &

Figura 1.3.: A translacdo de um automével numa autoestrada considera-se
um movimento com um grau de liberdade.

De referir que o deslocamento na estrada ndao é medido em linha reta, mas
ao longo de uma curva no espago; no entanto, como a forma detalhada
dessa curva ja estd estabelecida, basta uma varidvel para descrever a posi-
¢cdo em cada instante. Em outros casos poderd ser necessdrio descrever a
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variacao de outros graus de liberdade, por exemplo, a distdncia a berma da
estrada. Se o automovel fosse perfeitamente rigido e sempre em contacto
com a estrada, a descricdo completa do movimento seria feita incluindo
também um angulo. Na prética hd sempre muitos mais graus de liberdade
porque ndo existem corpos perfeitamente rigidos.

Se um ponto esté limitado a deslocar-se sobre uma superficie, basta usar
duas coordenadas para determinar a sua posicao e o seu movimento tem
dois graus de liberdade.

Um biélogo a seguir o movimento de uma raposa num territério terd ape-
nas de medir a sua longitude e latitude, por exemplo, com um dispositivo
de GPS, para indicar o ponto onde se encontra em cada instante. Nao sao
necessdrias 3 varidveis, mas apenas duas, se 0 mapa topografico da regiao
for conhecido, permitindo localizar um ponto apenas com a sua longitude
e latitude; uma terceira varidvel, a altura, tem um valor pré determinado
de acordo com a topografia do terreno, como no exemplo da figura 1.4.
Realmente hd um terceiro grau de liberdade, a altura sobre a superficie do
terreno, mas como essa altura terd variacoes insignificantes comparada
com as variacoes da latitude e longitude, poderd nao ter relevancia.

Figura 1.4.: A transla¢do na superficie de um terreno é um movimento com
dois graus de liberdade.

Consequentemente, o movimento da raposa € um movimento com dois
graus de liberdade, porque bastam duas coordenadas para determinar a
posicao. A latitude e a longitude na superficie do terreno nao sao realmente
distancias mas sim angulos com vértice no centro da Terra, mas continuam
aser dois graus de liberdade que podem ter diferentes valores em diferentes
instantes.



1.3 Deslocamento e velocidade 7

Regressando ao exemplo inicial do voo da mosca, que foi considerada
como um tnico ponto em movimento com 3 coordenadas x, y € z, a mosca
também pode mudar a sua orientacao. Para definir a orientacao da reta
segundo o corpo da mosca podem usar-se 2 angulos e é necessario um
terceiro angulo para indicar a rotacdo da mosca em relacdo a essa reta; ao
todo sdo 6 graus de liberdade. Mas a mosca pode também esticar ou dobrar
o corpo e abrir ou fechar as asas, por exemplo, pelo que, do ponto de vista
fisico, tem muitos mais graus de liberdade. Se a mosca for modelada com
3 corpos rigidos: as duas asas e o bloco constituido por cabeca, térax e
abdémen, para descrever o movimento do primeiro corpo rigido — cabeca,
térax e abdémen — sdo precisos os seis graus de liberdade ja descritos.
Cada asa acrescenta outros 3 graus de liberdade — os dngulos da rotacdo a
volta de um ponto fixo onde a asa estd ligada ao térax — tendo no total 12
graus de liberdade.

1.3. Deslocamento e velocidade

Neste capitulo considera-se apenas o movimento com um grau de liber-
dade, no qual a trajetéria é uma curva conhecida. Para determinar a posi-
cdo na trajetdria, s, escolhe-se como origem um ponto qualquer da trajeto-
ria (ponto onde s = 0) e arbitra-se sinal positivo para os pontos a um dos
lados da origem e negativo para os pontos no outro lado. A posi¢do num
ponto da trajetéria é o comprimento de arco s da trajetdria, desde o ponto
até a origem, com sinal positivo ou negativo segundo o lado onde estiver o
ponto.

A posicao é uma func¢do do tempo s(t), porque em cada instante o objeto
s6 pode estar num ponto e € uma fun¢ado continua: se num instante ¢; o
objeto encontra-se na posi¢do s;, e num instante posterior, ;1 = t; + A t;,
a posicdo € s;41, entdo o objeto devera ter passado por todas as posicoes s
no intervalo s; < s < 5,1, em intantes ¢ no intervalo #; < ¢ < tj41. Define-
se o deslocamento ao longo da trajetoria, Asj, no intervalo 7; < ¢ < £,
igual a:

ASj=Sj+1—Sj (1.1)
E a velocidade média, 7;, nesse intervalo de tempo, €, por defini¢ao, igual
ao deslocamento por unidade de tempo:

3 Asj _ Sj+1—Sj

vj= (1.2)
J Al‘j Liv1—tj
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O deslocamento e a velocidade média podem ser positivos ou negativos. Se
o deslocamento e a velocidade sao positivos, quer dizer que o0 movimento
é no sentido positivo em que se mede s; caso contrario, o movimento € no
sentido negativo. O valor absoluto da velocidade, |7;| € a rapidez com que
se desloca o objeto. As unidades da velocidade sao distancia sobre tempo:
por exemplo, metros por segundo, m/s, ou quilémetros por hora, km/h.
Também é aceite (mas nio obrigatério) escrever m-s~! ou km-h~!, usando
um ponto para indicar o produto entre unidades.

4 N
Exemplo 1.1

Um passageiro num autocarro que se desloca numa autoestrada toma
nota da hora de passagem por alguns dos sinais de demarcac¢ao quilo-
métrica da via, obtendo os valores na seguinte tabela:

hora | 14:15 | 14:50 | 15:30 | 15:45 | 16:15
km 0 60 90 100 140

Calcule a velocidade média em cada intervalo e represente os graficos

L da posicao na trajetoria e da velocidade média. )

Resolucdo. Passando os tempos da tabela de horas:minuto para horas, a
sequéncia dos 5 tempos é:

15 50 30 45 15
{t1,t, 13,14, 15} =114+ —,14+ —,15+ —,15+ —,16+ —
60 60 60 60 60

Essa sequéncia pode ser introduzida no programa Maxima como uma lista
(consulte o apéndice A):

(%i1) t: float([14+15/60, 14+50/60, 15+30/60, 15+45/60, 16+15/601);
(%o1)  [14.25, 14.83, 15.5, 15.75, 16.25]
Como é referido no apéndice, optou-se por mostrar os niimeros de virgula

flutuante arredondados a 4 algarismos significativos, embora internamente
possam ter até 16 algarismos.

A sequéncia de posicaes ao longo da trajetéria, em km, é:
{s1, $2, 83, $4, S5} = {0,60,90, 100, 140}

que pode ser inserida numa lista e associada a varidvel s no Maxima:
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(%i2) s: [0, 60, 90, 100, 1401$

H4 quatro intervalos entre os 5 instantes de tempo registados. As velocida-

des médias nesses 4 intervalos calculam-se aplicando a equagéo 1.2, com i

a variar entre 1 e 4. Isso pode se feito usando a funcao makelist do Maxima:
(%13) v: makelist ((s[i+1] - s[il)/(t[i+1] - t[il), i, 1, 4);

(%03) [102.9, 45.0, 40.0, 80.0]

em unidades de km/h.

O gréfico da posicdo em func¢do do tempo pode ser criado com a funcao
plot2d:

(%i4) plot2d ([discrete, t, s], [y,-10,150], [style, linespoints],

[xlabel, "t (h)"], [ylabel, "s (km)"]1)$

140
120
100
80 1
60 t

s (km)

40
20
0 ‘

14 14.5 15 15.5 16 16.5
t(h)

Figura 1.5.: Gréfico da posicdo na trajetéria em alguns instantes.

O resultado mostra-se na figura 1.5. Usou-se a opcao “y” de plot2d, para
que o contradominio nio fica-se, por omissao, entre 0 e 140, colocando
assim o primeiro e tltimo ponto por cima dos eixos. A op¢do [style, lines-
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points] faz com que sejam colocados pontos na lista de pontos dados e
esses pontos sejam também interligados por segmentos de reta.

Como s(¢) é uma funcdo continua, o seu gréfico deve ser uma curva que
passa pelos pontos apresentados na figura 1.5, mas com a informacgao
disponivel nao é possivel determinar a forma exata dessa curva; usaram-se
segmentos de reta para dar uma ideia aproximada de como deveria ser a
funcdo. As quatro velocidades médias, obtidas com a equagdo 1.2, sdo os
declives dos quatro segmentos de reta no grafico 1.5.

Para tragar o grafico da velocidade média em funcado do tempo, ha que
ter em conta que cada uma das 4 velocidades médias foi calculada num
intervalo de tempo e, por isso, o seu valor deve ser atribuido a todos os
pontos no respetivo intervalo. O grafico serd entdo como uma escada com
4 degraus horizontais a diferentes alturas. Para tracar o grafico precisamos
de 8 pontos: (11, v1), (2, V1), (f2, V2), (13, V2), (I3, U3), (14, V3), (14, V4) € (15,
V1), ja que os 3 instantes intermédios », #3 e f; cada um faz parte de dois
intervalos.

Usando a func¢do ceiling do Maxima, que arredonda um ntimero real para o
menor inteiro superior ao ntimero, a lista desses oito pontos pode obter-se
como o comando seguinte:

(%i5) p: makelist([t[ceiling((i+1)/2)], vlceiling(i/2)11,i,1,8);

(%o5) [[14.25, 102.9]1, [14.83, 102.9]1, [14.83, 45.01, [15.5, 45.01,

[15.5, 40.0], [15.75, 40.0], [15.75, 80.0], [16.25, 80.0]]

A funcao plot2d, que ja foi usada dando a lista de coordenadas das abcissas
seguida da lista das ordenadas, também aceita uma lista de pares [abcissa,
ordenada] como a lista p criada no comando anterior. Como tal, o gréfico
da velocidade média é obtido assim:

(%16) plot2d ([discrete,pl, [x,14.25,16.25], [y,0,150],

[xlabel,"t (h)"], [ylabel,"v (km/h)"])$

A figura 1.6 mostra o resultado.

Um gréfico da velocidade média 7, como o do exemplo anterior (figura 1.6),
apresenta varios problemas. Primeiro, h4d descontinuidades na fronteira
entre os intervalos de tempo, que foram representadas por segmentos
verticais; por exemplo, em f, = 14.83, ¥ terd algum valor indeterminado
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Figura 1.6.: Gréfico da velocidade média em 4 intervalos de tempo.

entre 7; = 102.9 km/h e v, =45 km/h.

Outro problema é que o gréfico de 7 vs f ndo dd informacao precisa sobre
o verdadeiro movimento do autocarro. Por exemplo, no segundo intervalo,
entre as 14:50 e as 15:30, o gréfico 1.6 sugere que o autocarro andou com
velocidade constante 45 km/h, durante 40 minutos, percorrendo assim
45 x 40/60 = 30 km. Mas a mesma distancia teria sido percorrida se o
autocarro tivesse mantido velocidade constante de 90 km/h, durante 30
minutos, seguido de uma paragem de 10 minutos. Qual das duas situagdes
serd o que realmente aconteceu? Com certeza que nenhuma das duas, ja
que a velocidade nao pode mudar bruscamente, como no grafico, nem
de 90 km/h para 0. O mais certo é que a velocidade tenha tido muitas
variacdes durante o intervalo.

Para descrever melhor o movimento, seria necessario ter os valores de
posicdo em mais intervalos de tempo. No exemplo 1.1, se o passageiro
tivesse registado as indicagdes quilométricas cada cinco minutos, o grafico
da posicdo poderia ser o que aparece no lado esquerdo da figura 1.7 (os
pontos escuros sao os que ja apareciam na tabela do exemplo 1.1). Com
essa informacao adicional, o grafico das velocidades médias é o que apa-
rece no lado direito da figura 1.7; a velocidade média em cada um dos 24
intervalos de 5 minutos é o declive de um dos segmentos de reta no grafico
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do lado esquerdo. Quanto menor for o intervalo de tempo entre medicoes
sucessivas, mais proximos estariam esses graficos das verdadeiras funcoes
da posicdo e a velocidade.
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Figura 1.7.: Gréficos da posicao s na trajetdria a cada 5 minutos e respecti-
vas velocidades médias.

1.3.1. Derivadas

Na equagao 1.2, se o instante inicial ¢; for um tempo ¢ qualquer e ;. =
t+ At for o instante A ¢ depois de ¢, s; serd entdo o valor da func¢éo s(r)
no instante ¢ e s;,1 o valor dessa fungdo em ¢ + A, ou seja, s(t+At). A
equacao 1.2 conduz a velocidade média nesse intervalo,

AS _ S(t+A1)—s(t)

UV=— AL (1.3)

Se o intervalo de tempo A t for muito pequeno, aproximando-se de zero, a
velocidade média 7 aproximar-se-4 da velocidade exata que o objeto tem
no instante ¢. Como tal, define-se a velocidade instantanea, em funcao do
tempo ¢, igual ao limite:

s(t+A1)—s(t)

A7 (1.4)

. As
v(t)= lim — =
At—0 At

im
At—0
Este limite chama-se derivada. A equacao anterior diz entdo que a veloci-
dade instantdnea é uma funcao igual a derivada da funcao posicao, s(#).
Em vez de escrever o limite, usaremos alguma das duas seguintes notacoes

frequentemente usadas para a derivada:

v—ﬁ—s‘
=4,

(1.5)
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O ponto por cima da funcao indica a sua derivada em ordem ao tempo. A
partir de agora, quando se fale de velocidade estard implicito que se estd a
falar da velocidade instantanea, num instante qualquer ¢. Num automoével,
o velocimetro mede a velocidade instantanea, provavelmente com alguma
margem de erro de medicao e atraso no tempo.

No gréfico de s no lado esquerdo da figura 1.7, cada ponto liga dois segmen-
tos de reta que podem ter declives diferentes; no limite A ¢t — 0, esses dois
segmentos passam a ser um s0, tangente a curva s(¢), com declive igual a
derivada $(t) nesse ponto. Como tal, no gréfico da posi¢do em funcdo do
tempo, a velocidade instantanea em cada ponto é igual ao declive da reta
tangente a fungdo nesse ponto.

1.3.2. Primitivas e integrais

Se a posi¢do em funcdo do tempo é uma expressdo s(¢) conhecida, a sua
derivada em ordem ao tempo da a expressao v(t), para a velocidade em
funcao do tempo. Considere-se o problema inverso: conhece-se a expres-
sdo v(t), davelocidade em funcdo do tempo, e a posicao inicial s; do objeto,
num instante inicial ¢;, e pretende-se determinar a expressdo s(t), ou seja,
o valor da posicao num instante final ¢ qualquer.

Designando por 7(t) a velocidade média no intervalo desde #; até ¢ e subs-
tituindo na equacéo 1.2 ¢; = t; € tj+1 = ¢, obtém-se o seguinte resultado

s()=s;+0(t) (- 1;) (1.6)

O problema com a equacdo anterior é a dificuldade em determinar a velo-
cidade média i/(t), no intervalo desde t; até ¢, a partir da expressao v().
Se o intervalo de tempo, t — t;, fosse muito pequeno, a velocidade média
seria aproximadamente igual a velocidade instantanea v(#). A solucado
serd entdo dividir o intervalo ¢ — t; em n subintervalos, que poderdo ser
todos do mesmo valor A ¢ = (¢ - £;)/n. Seja agora v; a velocidade média
no subintervalo desde ¢; + (j —1) At até t; + j A t; o deslocamento nesse
subintervalo serd As; = #; A t. Como tal, a expressdo para a posi¢ao final é:

S(t)28i+z DjA[ (1.7)
=1

No limite quando 7 se aproxima de infinito, a velocidade média v; aproxima-
se da velocidade instantanea v; = v(t;) e o intervalo A 7, que € infinitesimal
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(aproxima-se de zero), denota-se d t. Como tal, a soma é uma soma infinita
de termos infinitesimais, mas o resultado é um valor finito. A notacdo habi-
tual para esse tipo de somas é usar o simbolo de integracdo, [, indicando
os valores inicial e final do intervalo ¢ nos dois extremos:

t
s(t)=5i+jv(t/)dt’ (1.8)

L

O termo,
t

Pi(1) = [ v()dr (1.9)
L

é uma func¢ao de ¢ chamada primitiva da func¢do v(¢). Usou-se a variavel
¢’ no integrando, v(t')dt’, para evitar confundi-la com o limite superior
no simbolo de integracdo. A varidvel ¢, na primitiva P;(¢) é apenas o limite
superior no simbolo de integragao. A varidvel ¢’ considera-se uma “variavel
muda’”, porque pode ser substituida por qualquer outro nome (u, z, etc.)
sem alterar o resultado. Dentro do integral, t' é simplesmente um instante
que se encontra entre ¢; e t, e d t' é um intervalo infinitesimal a partir de ¢/,
ao qual corresponderd um deslocamento infinitesimal d s/, igual ao valor
de v em ¢, vezes o intervalo infinitesimal d ¢’

ds' =v(hd?t (1.10)

e a primitiva € a soma de todos esses deslocamentos infinitesimais, para
todos os instantes ¢’ entre #; e t.

Existe um nimero infinito de primitivas da funcao v(¢), correspondentes a
todos os possiveis valores de ¢;, no entanto, como a primitiva P;(¢) é igual a
s(#) — s;, a diferenca entre duas primitivas quaisquer €é uma constante. Isto
é, os graficos das primitivas tém a mesma forma geométrica, mas estao
deslocados no eixo das ordenadas.

Como s; é uma constante, a derivada de s(f) — s; em ordem ao tempo é
igual a derivada de s(t), que é a velocidade v(¢). Como tal, a derivada de
qualquer primitiva de v(¢) é igual a v(¢). Encontrar uma primitiva de uma
funcao qualquer f(#), consiste em encontrar outra funcido com derivada
igual a f(t). A primitiva costuma também chamar-se antiderivada.

Quando ¢ ndo estiver a ser usado nos limites do simbolo de integracao,
usaremos ¢ como varidvel muda no integrando. Por exemplo, se usarmos a



1.3 Deslocamento e velocidade 15

equacao 1.8 para determinar o valor da posigao final s¢ = s(f¢), no instante
final tf, 0 resultado sera:

Iy
sf=s,~+fu(t)dr (1.11)
ti
O termo,
Iy
fu(t)dt 1.12)

chama-se integral da fun¢ao v(7), entre t; e ty. O resultado serd um valor
numérico, e ndo uma expressao com a variavel t.

1.3.3. Teorema fundamental do calculo

Consideremos duas posicoes s; e s», em dois instantes ¢ e £, (€ indiferente
qual dos dois tempos é menor). A partir das equacgdes 1.8 e 1.9, conclui-se
que,

s1—8i=Pi(t1) $2—8;=Pi(tr) = s2— 381 =P;(f)—P;(11) (1.13)

Mas s, — 51 pode obter-se também substituindo s; por s; e sf por s na
equacao 1.11:
123
sz—slzfu(t)dt (1.14)

15}

Comparando estes dois ultimos resultados, obtém-se o teorema funda-

mental do célculo:
[2)

ju(r)drzp,-(tz)—Pi(rl) (1.15)
n

Nomeadamente, um integral pode ser calculado encontrando uma pri-
mitiva qualquer da funcdo no integrando e o resultado serd o valor dessa
primitiva no limite superior, menos o valor da mesma primitiva no limite
inferior.
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1.3.4. Teorema do valor médio

A equacdo 1.11 também mostra que o integral da velocidade v(¢), em
ordem ao tempo, entre f; € {¢ € igual ao deslocamento do objeto, ao longo
da trajetoria, As = s¢ — s;, desde o instante inicial ;, até o instante final ;.

Voltando ao exemplo 1.1 do movimento do autocarro, o deslocamento
total, nas duas horas que demorou o percurso, foi A s = 140 km. Como tal,
avelocidade média da viagem foi 7 = A s/A t =70 km/h, que é a velocidade
que deveria ter tido o autocarro, para deslocar-se A s = 140 km durante
o intervalo A¢ =2 h. A figura 1.8 mostra a interpretacdao geométrica do
deslocamento As, igual a 4rea sob o gréfico da velocidade média (drea
sombrejada na figura). Neste caso, a dita drea € a drea de um retangulo
com base At =2h ealtura 7 =70 km/h.

120

100 ¢

80 ¢

v (km/h)

60

40 | As

20 |

14.5 15 15.5 16
t(h)

Figura 1.8.: Gréfico da velocidade média no intervalo de 2 horas.

Se o intervalo A t = 2 h for dividido em 24 intervalos de 5 minutos, tal como
foi feito para produzir a figura 1.7 acima, a velocidade média serd mais
parecida com a velocidade instantanea. A drea sombrejada, sob o grafico
da velocidade nessa figura é o somatoério na equacao 1.7,

n
As=sp—si=) UjAt (1.16)
j=1



1.4 Aceleracdo 17

com n =24 e A t = 5 minutos, que é exatamente igual a 140 km.

No limite dum ntmero infinito de subintervalos, o grafico da velocidade
média aproxima-se do grafico da velocidade instantanea e o somatorio é
o integral da velocidade instantanea. Conclui-se entdo que o integral da
velocidade instantinea, entre ¢; e tr (deslocamento ao longo da trajetéria)
€ igual a drea sob o grafico de v(r), entre ¢; e t¢.

Como o deslocamento sy — s; € igual a velocidade média vezes o intervalo
de tempo, t¢ — t;, € também € igual ao integral da velocidade instantanea
nesse intervalo (equacao 1.11), a velocidade média pode ser calculada a
partir da expressdo v(f) da velocidade, da forma seguinte (teorema do valor
médio):

17=;t. v(r)de (1.17)

1.4. Aceleracao

Seguindo o mesmo raciocinio usado no caso da posicao s(t), o aumento
da velocidade num intervalo de tempo entre ¢t e £ + A t é igual a:

Av=v(t+At)—v() (1.18)

Define-se a aceleracio tangencial média, nesse intervalo, igual ao au-
mento da velocidade por unidade de tempo:

__Av

ay = — 1.19
A7 ( )

A aceleracao tangencial instantanea, no instante ¢, obtém-se no limite

AL—0 A (t+A D) —v(D)
+ —_
a(t) = lim =% = lim L2070

i (1.20)
At—0 At Ar—0 At

Como tal, a aceleragdo tangencial a; ¢ uma func¢io do tempo, igual a de-
rivada da velocidade em ordem ao tempo, e, consequentemente, igual a
segunda derivada da posicdo em ordem ao tempo.

azn

Essas derivadas deverdo existir, para qualquer valor de t, ja que s(f) e v(t)
sdo ambas continuas. A aceleracdo tem unidades de distancia sobre tempo
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ao quadrado. Por exemplo, metros por segundo ao quadrado, m/s? ou
m-s~2.

Se a aceleracdo tangencial de um objeto é negativa, a sua velocidade esta a
diminuir: pode estar a abrandar se a velocidade é no sentido positivo ou
pode estar a andar cada vez mais rdpido, se a velocidade é no sentido nega-
tivo. Aceleragdo tangencial positiva indica que o objeto estd a andar cada
vez mais rapido, se a velocidade é positiva, ou mais devagar se a velocidade
é negativa. Aceleracao tangencial nula implica velocidade constante.

O uso do termo “aceleracao tangencial”, e ndo apenas aceleracéo, é porque
como serd explicado no capitulo 3, a aceleracdo tem outra componente,
perpendicular a trajetéria, que ndo estd relacionada com a variacao da
velocidade mas sim com a curvatura da trajetdria. A velocidade ndo tem
componente perpendicular a trajetéria e, por isso, ndo é necessario o indice
t, porque v é sempre tangencial.

Tal como a posicao e a velocidade, a aceleragcdo tangencial também é uma
funcao do tempo. No entanto, ndao tem de ser uma funcao continua. A po-
sicdo e a velocidade sao propriedades que definem o estado de um objeto e
esse estado ndo pode mudar bruscamente, enquanto que a aceleracdo esta
associada a fatores externos que podem aparecer ou desaparecer em qual-
quer instante. Como tal, ndo costuma definir-se nenhuma outra grandeza
fisica associada a derivada da aceleracao.

Se a expressdo da aceleracdo tangencial em funcdo do tempo, a(t), for
conhecida, é possivel determinar a expressao da velocidade em funcao do
tempo; o procedimento é o mesmo que foi usado para obter a equagdo 1.8,
e neste caso o resultado é:

t
V(1) = vi+fat(t’)dt' (1.22)

L

A figura 1.9 mostra a relacdo entre os graficos da posicdo, a velocidade
e a aceleracao tangencial no mesmo intervalo de tempo, que inclui dois
instantes t; e f,. No grafico da posicao, s(f), o declive da reta tangente em
) éigual a velocidade v;, que é negativa, e o declive da reta tangente em f,
é igual a velocidade v,, que é positiva.

No gréfico da velocidade, v(t), o declive da reta tangente em f; € igual a
aceleracdo tangencial a;;, que é negativa, e o declive da reta tangente em £,
é igual a aceleracdo tangencial em 7, que € positiva. A 4rea entre a curva e
o eixo das abcissas, desde f; até 1, é formada por duas partes, A, e Ap; Ay
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s(1) declive = v1| | v(?) a (1)
1 / declive = a;;,
An AP Ap
[ (A
| | ! Al’l
|
| | | | *1/ :
| 1 | 1 1 1
5] 15 3] 53 15 153

Figura 1.9.: Relagdo entre a posi¢ao, a velocidade e a aceleracdo tangencial.

corresponde a um deslocamento A s;, = — A; negativo, porque a velocidade
€ negativa nesse intervalo, e A, = A's;, ¢ um deslocamento positivo, porque
a velocidade é positiva nesse intervalo. O deslocamento total desde s; até
sy € a soma desses dois deslocamentos. Como tal, a partir do grafico de
v(t) conclui-se que s, = 51 — A, + Ap.

No gréfico da aceleracdo tangencial, a;(f), a drea entre a curva e o eixo das
abcissas, desde f; até tp, € formada por duas partes, A, e Ap; Ay corres-
ponde a uma diminuicao da velocidade A v,, = — A, porque a aceleracdo
tangencial € negativa nesse intervalo, e A, = Av, é um aumento da veloci-
dade, porque a aceleracdo tangencial é positiva nesse intervalo. O aumento
total da velocidade, desde v; até v, é a soma desses dois aumentos. Como
tal, a partir do gréfico de a;() conclui-se que vy = v1 — A, + Ap.

e D
Exemplo 1.2
Liga-se o motor de um barco no instante ¢ = 0, em que o barco esta
parado. Apés 5 minutos desliga-se o motor, deixando que o barco
abrande, pela resisténcia da dgua, até parar novamente. Em unidades
SI, a expressdo da velocidade em fung¢do do tempo ¢ é:

12(1-e7%),  0=r=300
V=
12 (e!8-1)e"%, £=300

Encontre as expressoes da aceleracdo tangencial e da posi¢do na tra-
jetéria, em funcdo do tempo. Represente os graficos da velocidade,
aceleracao e posi¢ao em funcao do tempo. Calcule as distancias per-
corridas enquanto o motor esteve ligado e enquanto esteve desligado

até o barco parar.
AN J




20 Cinemadtica

Resolucdo. A funcao dada para a velocidade é continua, a pesar de ser
definida por duas expressdes diferentes. A aceleracao tangencial calcula-se
derivando a expressdo da velocidade. No Maxima, podemos associar as
duas expressdes da velocidade a duas variaveis diferentes

(%i5) vi: 12%(1-exp(-3*t/50))$

(%16) v2: 12+(exp(18)-1)*exp(-3*t/50)$

A derivacao é feita usando a funcao diff

(5i7) al: diff (v1, t);
188%
25
(%18) a2: diff (v2, t);
3
18 (e8-1) e~ 50
25

(%hoT)

(%08)

Observe-se que a acelera¢do tangencial neste caso é descontinua. Em
t =300, a expressdo al aproxima-se de 18e~18/25, que é um valor positivo,
enquanto a2 aproxima-se de —18 (1 — e~18)/25, que é negativo. A desconti-
nuidade da aceleracdo em ¢ = 300 s é devida a que o motor foi desligado
subitamente nesse instante.

Para obter a expressdo da posi¢do em qualquer instante #, usa-se a equa-
¢do 1.8, com ¢; = 0 e arbitrando s; = 0. Se t for menor ou igual a 300, a
expressdo para a velocidade é a primeira expressdo dada:

51(0) = f 12 (1 _e3 f”50) de'
0

Se t for maior que 300, pode substituir-se #; = 300 e s; = s1(300) (ja cal-
culado) na equacgdo 1.8 (a posicdo inicial s;(¢;) j4 ndo pode ser arbitrada
porque deve ser consistente com a expressao s; (¢)). Como tal, os limites do
integral serdo entre 300 e £, ambos maiores ou iguais a 300 e, assim sendo,
usa-se a segunda expressdo da velocidade no integrando:

t
s2(2) = 51(300) + f 12 (e'®-1) e 50 df
300

No Maxima, esses dois integrais calculam-se assim:
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(%19) s1: expand(integrate(vi, t, 0, t));
3
(%09)  200e”50 + 12¢ — 200
(%i10) s2: subst(t=300, sl1) + expand(integrate(v2, t, 300, t));

0 -3t 18-3L
(%010) 200e 50 — 200e " 50 + 3600

Ou seja, a expressdo para a posi¢do (arbitrando a origem no ponto inicial)

2

e:
_{200e—§5+12t—200, 0<1<300

~ 200(1-€'8) e~ % +3600, =300

O grafico da velocidade obtém-se com o seguinte comando:

(%111) plot2d (if t<300 then vl else v2,[t,0,400], [ylabel,"v"],

[y,0,141)$

14

12

10

0 s s s s s s s
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.10.: Gréfico da velocidade.

E o resultado mostra-se na figura 1.10. O grafico da aceleracgdo é obtido
com:

(%i12) plot2d (if t<300 then al else a2, [t,0,400], [ylabel,"a"])$

E oresultado é a figura 1.11.
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0.8
0.6
04 ¢t
0.2t

-0.2 |
-04 |
-0.6 |

-0.8

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.11.: Gréfico da aceleracao.

Finalmente, para criar o gréfico da posigao usa-se o seguinte comando:

(%113) plot2d (if t<300 then sl else s2, [t,0,400], [ylabel,"s"])$

E o resultado pode ver-se na figura 1.12.

4000
3500 ¢
3000 ¢
2500 ¢t
«» 2000
1500
1000
500

0 s s s s s s s
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.12.: Grafico da posi¢do na trajetoria.
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Os gréficos fornecem muita informacao ttil, menos evidente nas expres-
sOes algébricas. O grafico da velocidade mostra que o barco atinge rapida-
mente, no primeiro minuto, uma velocidade maxima de 12 m/s e perma-
nece com velocidade quase constante até o instante em que € desligado
0 motor; a partir desse instante, a velocidade diminui rapidamente e em
t =360 s (6 minutos) ja é praticamente nula. A expressdo exponencial da
velocidade implica que, em teoria, nunca chega a ser completamente nula.

Na prética, a expressdo dada no enunciado para a velocidade ndo pode ser
valida quando o valor obtido for muito pequeno; por exemplo, em t =400 s
a velocidade obtida com essa expressao é

(%114) float (subst (£t=400, v2));

(%o14) 0.02975

quase 3 centimetros por segundo. Existem outros fenémenos como corren-
tes na dgua ventos e ondas na superficie da d4gua, que produzem variacoes
da velocidade maiores do que esse valor. A expressdo dada para a velo-
cidade é o resultado de um modelo matematico, que s6 pode ser valido
quando os valores obtidos ultrapassem os efeitos de outras flutuagdes que
ndo sao tidas em conta no modelo.

No gréfico da aceleracdo, a descontinuidade em ¢ = 300 s aparece como
uma risca continua, devido a que o comando plot2d do Maxima nao deteta
a descontinuidade nesse ponto, mas considera as duas partes do grafico
como uma Unica funcao continua. O gréafico da posicdo mostra um au-
mento linear em quase todo o intervalo dos primeiros 5 minutos e a para-
gem rdpida apds esses primeiros minutos. A distdncia percorrida enquanto
o motor esteve ligado é o deslocamento desde ¢ = 0 até ¢ = 300; como
arbitrou-se s(0) = 0, essa distancia é,

$(300) = 4 (850 + 50 %) ~ 3400m
Em teoria, o barco demora um tempo infinito até parar; na pratica, demora
apenas um pouco mais de 6 minutos, como vimos. Como tal, a distancia

percorrida enquanto o motor esteve desligado é s(co) — s(300). O valor s(co)
é o limite de s(¢#) quando ¢ é infinito. No Maxima, o limite calcula-se assim:

(%115) limit (s2, t, inf);

(%015) 3600

Quando o motor é desligado, o barco percorre 200 m até parar.
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1.5. Movimentos uniforme e uniformemente
acelerado

Chama-se movimento uniforme ao movimento com velocidade constante
v. O gréfico de v(t) vs t entdo serd como o da figura 1.8. A derivada de
v(1), igual ao declive da tangente, é entdo nula. O integral de v(#), entre
t; e t,igual a 4rea sob o grafico da funcgdo, é entdo a drea do retangulo de
base t — t; e altura v. Como tal, as expressdes da posicao e da aceleracao
tangencial em funcdo do tempo sdo (equacdes 1.8 e 1.21):

v=const. s(f)=s;+v(t—t;)) a=0 (1.23)

O movimento uniformemente acelerado é o movimento com aceleracao
tangencial a; constante. A 4rea sob o grafico da aceleracao tangencial,
entre ¢; e t, € entdo um retangulo de base ¢ — ¢; e altura a;. A equacdo 1.22
conduz a expressdo para a velocidade em funcao do tempo:

ar=const. v(t)=v;+ai(t—t;) (1.24)

A figura 1.13 representa o grafico de v (). O deslocamento entre t; e t é a
drea sombrejada na figura, que é a drea do trapézio com base ¢ — ¢; e alturas
v; e v(l):

S(t)—Si:%(t—ti)(v(t)+l)i) (1.25)

e, substituindo a expressado 1.24 de v(t), obtém-se a expressao da posicao
em funcao do tempo:

1
a; = const. s(t)=sl~+vi(t—ti)+§at(t—t,-)2 (1.26)

Entre as equacdes 1.24 e 1.26 pode eliminar-se o tempo ¢, obtendo-se assim
a expressao da velocidade em funcao da posicao:

a; = const. v(s)2 = vf +2ai(s—S;) (1.27)

H4 que ter em conta que as equagoes 1.24, 1.26 e 1.27 sdo apenas validas
no caso em que a aceleragdo tangencial é constante. Quando esse nao for
0 caso, para obter a expressao da velocidade a partir da equacao 1.22, é
necessdrio integrar a expressao de a; em ordem ¢. E para obter a expressao
da posicdo a partir da equagao 1.8, é necessario integrar a expressao de v
em ordem a t. Se essas expressdes nao sdo conhecidas, em alguns casos
pode usar-se o método explicado na seguinte seccgio.
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v(t)

Vi

s(t) —s;

t; t

Figura 1.13.: Gréfico da velocidade no movimento uniformemente acele-
rado.

1.6. Equacoes cinematicas

As equacoes diferenciais 1.5 e 1.21 definem a relacdo entre as variaveis
cinemadticas (s, v, a;) e o tempo ¢. Se for conhecida a expressdo para uma
das variaveis cinematicas em funcao do tempo, as expressoes para as outras
duas varidveis podem ser obtidas por simples derivacado ou integracao, tal
como no exemplo 1.2.

Nos casos em que é conhecida uma expressdo para a velocidade em func¢ao
da distancia percorrida s, a derivada da velocidade em ordem ao tempo
deve ser calculada usando a regra da cadeia para fun¢des compostas:

dv dvds dv (1.28)
Gi=—=——=V— .
dt dsdt ds
Esta é outra equacdo cinemdtica. Resumindo, as quatro equag¢des que
relacionam trés das quatro varidveis cinemadticas ¢, s, v e a; sdo (note-se
que as equacdes com pontos incluem a variavel 7):

. . ) dv
V=S a=0V a=8§ ai=v— (1.29)
ds
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Qualquer uma dessas equacdes pode ser resolvida quando existe uma rela-
¢do conhecida entre algumas das trés varidveis na equacao. Por exemplo,
considere-se a primeira equacao, v = $; se for conhecida uma expressao
para a posicdo em relacdo ao tempo, ou seja, s = f(f), a equacao fica
df(
vV=—— (1.30)
dt

que implica que a expressdo para v em relacdo a t é a derivada f(f) da
funcdo dada. Note-se que quando a funcao f depende de outras varidveis,
a derivada em ordem ao tempo encontra-se usando a regra da cadeia. Por
exemplo, se s = f(v), obtém-se:

d
v:qugzﬁfW) (1.31)

que d4 a expressdo para a aceleracdo em relagdo a velocidade. E no caso
em que s = f (v, t), a expressao da velocidade v sera:
of(v,t of(v,t
= f, 1 ta f, 1

1.32
ot Ty (1.32)

Nos casos em que é conhecida uma expressdo para v em funcao de ¢, ou
seja, v = g(t), tal como no exemplo 1.2, a equacdo v = § conduz a
ds

g = T (1.33)

que é equivalente a (como na equacao 1.8):

t
ﬁﬂ:&+fgmdt (1.34)

ti

Em casos mais complicados, por exemplo se a relacdo conhecida é da
forma v = f (s, t), obtém-se uma equacao diferencial ordindria, isto é, uma
equacao com duas varidveis e a derivada de uma delas em relacdo a outra.
Pode fazer-se uma anélise semelhante para as outras 3 equacoes.

Algumas equagdes diferenciais podem ser resolvidas analiticamente, usando
varios métodos conhecidos, como mostra o exemplo seguinte, mas em
outros casos a solucdo deve ser obtida de forma numérica, que serd o tema
do capitulo 7.
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- N
Exemplo 1.3

Num tiro com arco (ver figura), enquanto a flecha estd em contacto
com a corda, a sua aceleracdo diminui linearmente em funcao da sua
posicio s, desde um valor méaximo inicial de 4500 m/s?, na posicio
A, até zero, na posicao B que se encontra a 600 mm de A. Calcule a
velocidade com que sai disparada a flecha em B.

\ : Y,

Resolucdo: Usando o ponto A como origem para a posi¢do s da seta e em
unidades SI, a expressao da aceleracdo tangencial no intervalo0 < s < 0.6 m
é a equacdo da reta que passa pelos pontos (s, a;) = (0, 4500) e (s, a;) = (0.6,
0), ou seja,

4500 s
a; = 4500 — —— 5 = 4500(1 - —)
0.6 0.6

que pode ser substituida na equacao

ar=v—
ds

conduzindo a uma equacao diferencial ordinéria

dv

4500(1—&):113

Este tipo de equac¢do em particular chama-se de variaveis separaveis,
porque as duas varidveis podem ser separadas nos dois lados da equacao
da forma seguinte

4500 (1—&) ds=vdv
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Escolhendo ¢ = 0 no instante em que a seta parte do ponto A, entdo a
condicao inicial necesséaria para resolver esta equacdo é que s = 0 quando
t = 0. Integracdo nos dois lados da equacao, desde esses valores iniciais até
os valores no ponto B, conduz a

0.6 U

4500f(1—%)ds:fvdv
0 ) 0

Note-se que os limites nos dois integrais devem ser consistentes; ou seja,
cada limite no integral em ordem a s é o valor de s num ponto e o limite
correspondente no integral em ordem a v no outro lado da equacao é o
valor de v nesse mesmo ponto. A resolucdo dos dois integrais conduz ao
valor de v no ponto B

2

vy 0.62
— =4500 (0.6 -
2 2 x

m
) = vg=52.0—
0.6 S

Perguntas

1. A aceleragdo tangencial de um objeto € a; = 4t (unidades SI). Se no
instante inicial £ =0 a velocidade for igual a 4 m/s, qual serd a velocidade
3 segundos mais tarde?

A. 22m/s C. 40m/s E. 4m/s
B. 18 m/s D. 36 m/s

2. Em qual dos seguintes casos € possivel afirmar, sem lugar a davida, que
arapidez do objeto estd a diminuir?

A. 1}:3m/s,at:5m/s2 D. v=-3m/s,a;=0
B. v=-3m/s, at=5m/s2 E. v=-3m/s, 0zt=—5m/s2

C. v=0,at=5m/s2

3. Aexpressido da velocidade de uma particula é v = 2 s%. Qual é a expres-
sdo correta para a aceleracdo tangencial a;?
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A. 853 25 D. 2s
B. 45 t E. 253

4. O grafico mostra a velocidade de um corpo, em funcdo do tempo. Deter-
mine a distancia percorrida ao longo da trajetéria, entre t=0e t =7 s.

v (m/s)
4
|
|
|
|
2 , [
I : :
|
I : !
| | !
0 3 5 9 1(s)
A. 1m C. 7m E. 19m
B. 12m D. 5m

5. Num gréfico da velocidade em funcao da posicdo na trajetoria, o declive
em cada ponto representa:

A. A aceleracdo tangencial.
A velocidade.
A aceleracao tangencial dividida pela velocidade.

A velocidade vezes a aceleragdo tangencial.

m o 0w

A velocidade dividida pela aceleragdo tangencial.

Problemas

1. Neste capitulo nove equagdes foram sublinhadas dentro de uma caixa,
mas basta lembrar as equacoes 1.29, porque todas as outras estdo conti-
das nelas.

(a) Admitindo que a expressao da velocidade em funcdo do tempo, v(t),
é conhecida, obtenha a equacéao 1.8, a partir das equacdes 1.29, usando
o método de separacdo de varidveis.

(b) Na alinea anterior, no caso particular em que v é uma fun¢do cons-
tante, obtenha a equacao 1.23.
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(c) Admitindo que a expressao da aceleracao tangencial em funcao do
tempo, a(t), é conhecida, obtenha a equacao 1.22 a partir das equa-
coes 1.29.

(d) Na alinea anterior, no caso particular em que a; € uma funcao cons-
tante, obtenha as equacgdes 1.24 e 1.26.

(e) Admitindo que a expressao da aceleracdo tangencial em funcao da
posicao, a;(s), é conhecida, obtenha uma expressao para v(s)? a partir
das equacoes 1.29.

(f) Na alinea anterior, no caso particular em que a; é uma funcao cons-
tante, obtenha a equacao 1.27.

A posicdo de um objeto na sua trajetoria € dada pela expressdo s =
213 — 612 + 10 (unidades SI). Determine o tempo, posicio e aceleracdo
tangencial nos instantes em que a velocidade do objeto é nula (v = 0).

A expressdo da aceleracdo tangencial de um objeto é a; = —4 m/s?. Se
em ¢t =0, v = +24 m/s e a posi¢do na trajetéria é s = 0, determine a
velocidade e a posicao em ¢ = 8 s e a distancia total percorrida, ao longo
da trajetéria, entre t =0e t =8s.

Em t; = 0, um objeto encontra-se em repouso na posicdo s; =5 cm
num percurso. A partir desse instante o objeto comeca a deslocar-se no
sentido positivo de s, parando novamente num instante ;. A expressao
da aceleracao tangencial, entre ¢; e 1, é: a; =9 — 3¢2, onde o tempo
mede-se em segundos e a aceleracio em cm/s?>. Determine: (a) O
instante #; em que o objeto volta a parar. (b) A posi¢do no percurso
nesse instante.

Os gréficos da figura 1.9 foram obtidos usando a expressdo v(t) = > —
t2 — 2 t (admita unidades SI), no intervalo —2 < ¢ < 3. (a) Encontre a
expressao a(t). (b) Sabendo que em ¢ = 0 a posicao é s = 3 encontre a
expressao s(t). (c) Reproduza os 3 gréficos da figura 1.9. (d) Determine
osvalores de sy, s2, V1, U2, ay) € ag, para t; =0.5e tp =2.5. (e) Corrobore
que sy — 51 éigual ao integral de v(?), entre f; e f. (f) Corrobore que
vo — v; éigual ao integral de a;(?), entre #; e f,. (g) Determine os valores
das dreas A, e Ay nos graficos da velocidade e da aceleragdo tangencial.

A aceleracdo tangencial de uma particula é dada pela expressao a; =
—k/s%, onde k é uma constante positiva. A particula parte do repouso
em s = 800 mm, e em s = 500 mm a sua velocidade é —6 m/s. Determine:
(a) O valor de k. (b) A velocidade da particula em s = 250 mm.

A expressao da aceleragdo tangencial de um objeto que oscila numa
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calha é a; = —k s, onde k é uma constante positiva. Determine:

(a) O valor de k para que a velocidade seja v=15m/sem s=0ev =0
em s=3m.

(b) A velocidade do objeto em s =2 m.

8. A aceleracio tangencial de um objeto é a; = —4 s (1 + k s%) (unidades SI),
onde s é a sua posicao na trajetéria e kK uma constante. Sabendo que o
objeto passa pela origem s = 0 com velocidade v = 17 m/s, determine
avelocidade em s = 4 m, para os seguintes valores da constante k: (a)
k=0, (b) k=0.015, (¢c) k=-0.015.

9. O quadrado da velocidade v de um objeto diminui linearmente em
funcdo da posicdo na sua trajetdria, s, tal como se mostra no grafico.
Calcule a distancia percorrida durante os dois tltimos segundos antes
do objeto chegar ao ponto B.

vz (m/ s)2
2500 T+ -
B
O T -y~~~ ~~~ ,
| |
| !
0 100 400 s (m)

10. A aceleracao tangencial de um objeto é a; = —0.4 v, onde a; é medida
em mm/s? e v em mm/s. Sabendo que em ¢ =0 a velocidade é 30 mm/s,
determine: (a) A distancia que o objeto percorre desde ¢ = 0 até parar.

(b) O tempo necessdrio para o objeto parar.

(c) O tempo necessdrio para que a velocidade diminua ate 1 por cento
do seu valor inicial.

11. A posicao de uma particula na sua trajetéria é aproximada pela relacio
s=2.513-62%*+10.3¢ (unidades SI).

(a) Encontre as expressoes para a velocidade e a aceleracdao em funcao
do tempo.

(b) Determine os valores do tempo, a posicao e a aceleracdo nos instan-
tes em que a particula estd em repouso (v = 0).

(c) Trace os gréaficos da posicdo, da velocidade e da aceleragdo, em
0=<1r=<20.
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Respostas

Perguntas: 1. A. 2. B. 3. A. 4. B. 5. C.
Problemas
N

1. (&) v(s)* = vF+2 jat(s’)ds’

Si
. t=0,s=10m, at:—12m/sze t=2s,§=2m, a;= 12 m/s2.
. Velocidade —8 m/s, posicao s = 64 m e distancia percorrida 80 m.
. (@) 3s(b) 25.25 cm.

. (@312=2t-2(b) t*14—13/3—12+3 (d) 51 = 2.724, 55 = 1.307, v; = —1.125,
v = 4.375, ag = —2.25, ap = 11.75 (g) No grafico de v: A, = 2.391,
Ap =0.974. No gréfico de a;: A, =0.9876, A, = 6.488

6. (@) 24 m3/s? (b) —11.49 m/s.
7. (a) 25572 (b) £11.18 m/s (o objeto oscila).

[ I RL I \V)

8. (@) £15 m/s, porque o objeto oscila (b) £14.74 m/s, porque o objeto
oscila. (¢) 15.25 m/s, unicamente positiva porque o objeto desloca-se
sempre no sentido positivo. (Para saber se o objeto oscila ou nao, pode
obter-se a expressdo de v em funcdo de s e observar-se o seu gréfico).

9. 65.33m
10. (a) 75 mm (b) infinito (¢) 11.51 s.
11. (@) v=75t2-124t+10.3, a, =15t —124

(b) Em t=0.0835s, s=0.429m, a; = —123 m/s®>. Em t = 16.4s, s =
—-5480 m, a; = 123 m/s?

(c) Os gréficos sdo os seguintes

1000 600 200

-1000 100
200

-2000 5 50

-3000 0

-2
-4000 00 -50

-5000 -400 -100

-6000 -600 -150
0 5 5 2 5 5



