o
=
=
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ca dos corpos rigidos

Para conseguir dar uma curva com uma bicicleta ou uma moto, é necessa-
rio que exista suficiente atrito entre os pneus e a estrada, porque a forca de
atrito devera ser igual a massa vezes a aceleracdo centripeta. Como a forca
de atrito atua na superficie dos pneus, se o condutor nao se inclinasse, a
lei da inércia implicava que a sua tendéncia fosse continuar numa traje-
téria retilinea, contrariando a trajetéria circular da superficie dos pneus
produzindo desequilibrio. Nas corridas de motos, as velocidades elevadas
implicam angulos de inclinacdo maiores; para conseguir inclinar mais a
moto, o condutor vira inicialmente o volante no sentido oposto ao sentido
em que vai tomar a curva e sai para o lado em que a moto se inclina para
contrariar a tendencia da moto cair para o lado oposto.
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5.1. Vetores deslizantes

Os vetores introduzidos no capitulo 2 sdo vetores livres, que sdo consi-
derados iguais se tiverem o mesmo médulo, direcao e sentido, indepen-
dentemente do ponto do espaco onde se encontrem. No caso das forcas,
nao basta saber o médulo, direcdo e sentido. Por exemplo, quando se
aplica uma forca numa porta para fecha-la, para além do médulo, direcao
e sentido da forca, serd também importante o ponto em que essa forca
for aplicada. Quanto mais longe das dobradicas for aplicada a forca, mais
facil sera fechar a porta; a forca necessdria para fechar a porta sera muito
elevada se for aplicada num ponto muito préximo de uma das dobradicgas.

Imagine que para movermos uma cadeira para outro sitio, levantamo-la
com uma mao. Se o peso da cadeira for 40 N, e o seu centro de gravidade
for o ponto C indicado na figura 5.1, poderiamos apoiar a nossa mao num
ponto P no espaldar da cadeira e aplicar uma forca vertical ligeiramente
superior a 40 N para levanta-la. Enquanto a cadeira comeca a subir, ro-
daré até ficar na posicao de equilibrio, como no lado direito da figura 5.1,
em que o peso e a for¢a aplicada pela mao encontram-se na mesma reta
vertical. Se pudéssemos aplicar a forca para cima num ponto da cadeira
que estivesse na mesma vertical em que o ponto C estava inicialmente, a
cadeira comecaria a subir sem rodar.

Figura 5.1.: Cadeira com peso de 40 N a ser levantada com uma forga para
cima.
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Podemos concluir que para prever o efeito que produzird uma forca, serad
necesséario saber o seu médulo, direcao, sentido e também a sua linha de
acdo, que é a linha reta na mesma direcdo da forga, que passa pelo ponto
onde a forca é aplicada. Uma forca produz efeitos diferentes se for aplicada
em linhas de a¢do diferentes, embora o seu médulo, direcao e sentido
continuem iguais.

Este tipo de vetores, caraterizados por uma
linha de agdo especifica, chamam-se veto-
res deslizantes. O ponto exato onde fo-
rem aplicadas ndo é importante, sempre
que esse ponto esteja na sua linha de agao.
No exemplo da cadeira a ser levantada, a
mesma forca F para cima podia ter sido
aplicada nos pontos Q ou R na figura 5.2,
que estdo na mesma linha vertical com o
ponto P, e o efeito teria sido o mesmo. A
cadeira rodaria na mesma direcdo e com
amesma aceleracado angular. Como tal, é
equivalente admitir que F é aplicada em P,
Q, R, ou qualquer outro ponto na sua linha
de acao. Contudo, a pesar do efeito inicial Figura 5.2.: Trés pontos

ser o mesmo, uma vez a cadeira comeca a equivalentes.
rodar, os pontos P, Q e R deixam de estar na

mesma linha vertical. A vertical que passa

por Q ficard mais préxima do centro de gravidade do que a vertical que
passa por R. Como tal, a cadeira oscilard mais antes de ficar em equilibrio,
quando a forca for aplicada em R, do que quando € aplicada em Q.

h
Loy

Sempre que foi necessario somar forcas no capitulo 4, admitimos que
podiam ser deslocadas livremente e somadas como vetores livres, usando
aregra do paralelogramo. Nas proximas se¢oes mostra-se que essa soma
de forcas como se fossem vetores livres ndo estd errada, sempre e quando
seja adicionado também o efeito de rotacdo introduzido quando se desloca
uma forca para uma linha de a¢do diferente. A aceleracdo no movimento
de translacdo de um corpo rigido é devida a forca resultante que pode
ser obtida somando as for¢as externas como vetores livres. A aceleracao
angular no movimento de rotacdo é devida a que as linhas de acao das
forcas externas ndo passam pelo centro de massa.



124 Dinamica dos corpos rigidos

mg

Figura 5.3.: Forcas colineares.

5.2. Sobreposicao de forcas

Para determinar como somar forgas e, em geral, vetores deslizantes, consi-
deremos primeiro o caso mais simples, quando as forcas a serem somadas
estdao na mesma linha de acao. Por exemplo, se pretendermos levantar um
livro que est4 em repouso sobre uma mesa horizontal, como na figura 5.3,
para aplicar uma forca oposta ao peso, e na mesma linha de acao, podia-
mos fazer um furo vertical no livro, passando pelo centro de gravidade, e
passar uma corda pelo furo, segurando-a na base com uma anilha.

Quando puxarmos a corda para cima, com uma forca F, essa forca serd
colinear com o peso, isto é, as duas forcas tém a mesma linha de acao,
0 que permite que sejam deslocadas para um ponto comum nessa linha
de acdo e somadas como vetores livres. Se |F| for maior que m g, o livro
subira na vertical, com movimento uniformemente acelerado e sem ro-
tacdo; ap6s ter ganho alguma velocidade, reduzimos o médulo da forca
F, fazendo com que fique igual a m g, para que o livro continue a subir
com velocidade constante. Quando o livro estiver pr6ximo da altura a qual
o queremos subir, reduzimos o médulo da forca F novamente, de forma
que a aceleracao vertical seja negativa, até o livro parar; uma vez para,
voltamos a aumentar ligeramente a forga, ficando igual a m g, para que o
livro permaneca em repouso pendurado da corda. Estamos tdao habituados
a seguir esse procedimento, que nem damos conta dele. Mas se fossemos
programar um braco robético para repetir o processo, teriamos de seguir
todos esses passos.

Para nao termos de furar o livro, para o levantar sem que rode, podia-
mos passar uma folha de papel por debaixo, como no lado esquerdo da
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figura 5.4, e puxar nos dois lados da folha de papel, de forma que o livro
permaneca horizontal enquanto sobe. Estaremos entdo a aplicar duas
forcas F) e F», representadas na parte central da figura 5.4

\ / \ Fr /
\ / /
\ /
7 >
\‘/ F E
P P

Figura 5.4.: Sobreposicao de forcas concorrentes.

Essas duas forcas chamam-se concorrentes, porque as suas linhas de acao
sdo diferentes mas cruzam-se um ponto comum P. Podemos entdo deslocar
cada uma das forg¢as na sua linha de a¢do até o ponto comum P, e somé-las
nesse ponto como vetores livres, produzindo a forca resultante F; no lado
direito da figura 5.4. Observe-se que, se o livro é levantado mantendo
sempre a sua orientacdo horizontal, ndo roda e a forca resultante F; serd
colinear com o peso mg. Ou seja, na figura 5.4 o ponto P e o centro de
gravidade, C, do livro deverdo estar na mesma linha vertical; os médulos
e as direcoes de F) e F» deverdo ter as relacbes necessarias para que isso
aconteca.

Quando as linhas de acdo de duas forcas F; e F, sdo paralelas, como é
o caso no lado esquerdo da figura 5.5, podemos usar o seguinte procedi-

F,
-F F \ /
\ R /
LXK
Fl’ FI
P

Figura 5.5.: Sobreposicao de forgas paralelas.
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mento para obter a sua resultante F;: comeca-se por deslocar as forcas,
nas suas linhas de acao, até ficarem em pontos que estejam na mesma
linha perpendicular a essas linhas. A seguir, aplicam-se duas forcas F e —F,
nos dois pontos onde estdo a ser aplicadas F, e F», como mostra a parte
central da figura 5.5; a introducdo dessas duas forcas nao altera o sistema
de forcas, porque as duas forcas F e —F sdo colineares e a sua resultante é
nula. As forcas F; e —F, aplicadas no mesmo ponto somam-se produzindo
a forca ﬁ{ no mesmo ponto; de forma andloga, F» e F somam-se produ-
zindo a forca 1:“2’. As duas forcas ﬁ{ e lj"é sdo concorrentes, e a sua resultante
obtém-se pelo procedimento usado para forcas concorrentes (lado direito
da figura 5.5).

Observe-se que a forca resultante, Fy, tem a mesma direcdo e sentido das
duas forcas ﬁl e 132 e o seu modulo é igual a soma dos médulos de ﬁl e by,
ja que, a soma dos vetores livres 17"{ e F"é no ponto B, é igual 2 soma de F; e
132, como se fossem vetores livres:

ﬁr:ﬁ{+ﬁé:(ﬁl—ﬁ)+(ﬁ2+ﬁ):ﬁ1+ﬁ2 (5.1)
Se F, e F, tivessem sentidos opostos, a resultante serd entdo no sentido da

forca que tiver maior médulo e o médulo da resultante seria o médulo da
maior menos o médulo da menor.

Alinha de acdo da resultante E, serd outra
reta paralela, mas diferente, as linhas de
acao de F, e F,. Para determinar as dis-
tancias d; e dy, desde a linha de acado da
resultante até as linhas de acao das forcas
1_51 e ﬁg, observa-se (figura 5.6) que a dis- F 0, o) F
tancia entre o ponto comum de F| e Fj, B
e o ponto Q, onde a linha de a¢do da resul-
tante cruza a reta que passa pelos pontos
de aplicacdo de F) e Fy, é igual a:

PQ =d, tanb; = d, tanf, (5.2)

I d I dz
K I T {

0, Q 0>

onde 0 e 0, sdo os angulos entre as forcas p

ol o ! : 3 :

F f: F,ea perE,eI}dlcular as suas linhas de Figura 5.6.: Linha de acdo da

acao. C(?mo F] ¢ a soma dg duas forcas resultante. ‘

perpendiculares, F; e —F, e F, é também a soma de duas forcas perpendi-
culares, F; e F, as tangentes dos dois angulos sdo:

£ B
tanf; = — tanf, = — 5.3
1= % 2= T (5.3)
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e, substituindo essas expressdes na equacao 5.2, obtém-se um resultado
chamado lei das alavancas:

G

Resumindo, para levantar o livro por meio de duas forcas verticais, sem
que o livro rode, serd necessario que a relacdo entre os modulos dessas
duas forcas, F/F», seja o inverso da relacdo entre as distancias das suas
linhas de acdo até o centro de gravidade, d»/d;.

5.3. Momentos e binarios

A regra das alavancas pode ser explicada introduzindo o conceito de mo-
mento de uma for¢a, em relagdo a um ponto. Define-se o momento de
uma forca F, em relacdo a um ponto O, igual ao produto do médulo da
forca vezes a distancia d que hd entre o ponto O e a linha de acdo da forca:

(5.5)

A distancia d chama-se braco da for¢a, em relagdo ao ponto O e o momento
M, também costuma chamar-se torque.

Se 7 for o vetor posi¢ao, desde o ponto O
até o ponto P onde a forca F é aplicada, o
braco da for¢ca em relacao a O serd igual a
r sinf, em que o angulo 8 é o angulo entre
os vetores 7 e F (figura 5.7). Conclui- -se
que o momento da forca em relacdo ao
ponto O € igual a,

M, =Frsinf (5.6)

O momento M, mede o efeito de rotagao  Figura 5.7.: Momento de
produzido pela for¢a, se no ponto O hou- uma forca.

vesse um eixo fixo, perpendicular ao plano

formado por 7 e F, podendo o corpo rodar a volta desse eixo (se o ponto O
estiver fora do corpo, pode imaginar-se uma barra rigida ligada ao corpo,
que se estende até O). Quanto mais afastada estiver a linha de acao da forca
do ponto O, maior serd o momento da forca. Isso explica porqué é mais



128 Dinamica dos corpos rigidos

facil fechar a porta quanto mais longe das dobradicas for aplicada a forca.
Se o ponto O estiver na linha de acao da forca, d serd 0, os vetores 7 e F
ndo definirdo nenhum plano, e o momento da forca serd nulo.

Na figura 5.7, observe-se que F sinf é a componente da forca na dire¢do
perpendicular ao vetor posicao 7, ou seja, 0o momento da for¢ca é também
igual ao produto da distancia desde a origem até o ponto onde atua, 7,
vezes a componente da forca perpendicular a reta que passa por O e pelo
ponto onde a forca é aplicada.

A equagdo 5.6 mostra que o momento da for¢a é igual ao médulo do pro-
duto vetorial entre o vetor posicdo e a forca. Como tal, é conveniente
definir o vetor momento da forca F, em relacado ao ponto O,

O:FXﬁ (5.7)

O momento é uma tendéncia a rodar em torno de um eixo na dire¢do do
vector My, ou seja, num plano de rotagdo perpendicular a M, e no sentido
da regra da mao direita: se o eixo dos z for escolhido na dire¢do e sentido
de M,, a rotacdo serd no sentido do semieixo positivo dos x para o semieixo
positivo dos y. Na figura 5.7 o momento é um vetor que aponta para fora
da imagem e foi representado por um arco circular com uma seta a apontar
no sentido da rotacg3o.

O método descrito para somar forcas pa-
ralelas falhara no caso em que as duas for-
cas formam um bindrio, que sdo duas for-
¢as paralelas com o mesmo médulo mas
em sentidos opostos, como na figura 5.8.
Nesse caso, as forcas F{ e ﬁé ndo serdo con-
correntes e nao podem ser deslocadas para
um ponto comum. No entanto, a equa-
¢do 5.1 indica que a resultante serd nula. O
bindrio ndo produz nenhuma translacao
em nenhum sentido, mas apenas rotacao.
O momento total, em relagdo a origem O,
é a soma dos momentos das duas forcas,

Figura 5.8.: Binario.

-

FQXﬁ—?pXﬁZ(FQ—Fp)XF (5.8)

Os dois vetores posicdo dos pontos Q e P dependem de onde estiver a
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origem O, mas a sua diferenca é a posigao relativa 7/p na figura, que nao
depende do ponto onde estiver a origem.

Isso quer dizer que o bindrio produz um momento que nao depende de
nenhum ponto de referéncia,

—

M=

i

Qip x F (5.9)

Na figura 5.8 o vetor momento do binario aponta para fora da figura, e foi
representado por um arco circular com uma seta, no sentido anti-horéario.

Uma forca F aplicada num ponto P pode ser deslocada para outro ponto Q,
fora da sua linha de acao, usando o procedimento ilustrado na figura 5.9.
Adicionam-se duas forcas —F e F nos pontos P e Q, que acrescentam um
momento que chamaremos —M (no sentido dos ponteiros do rel6gio na
figura); para ndo alterar nada, adiciona-se também um bindrio M (no sen-
tido contrario aos ponteiros do relégio) que anula o binario —M. No ponto
P ficam duas forgas iguais e opostas que se anulam; o sistema resultante é
entdo a mesma forca inicial F, mas aplicada no ponto Q, e o binério M:

M=pjqx F (5.10)

que é igual ao momento ]\7IQ que a forca original, em P, produz em relacdo
ao ponto Q para onde foi deslocada.

F P F 2
P P Q
RN S
M _E M

Figura 5.9.: Procedimento para deslocar uma for¢ca de um ponto P para
outro ponto Q.

Conclui-se entdo que a resultante de um conjunto de forcas serd a soma
delas como vetores livres e pode colocar-se em qualquer ponto Q, sempre
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e quando seja acrescentado também um bindrio que € igual a soma dos
momentos de todas as forcas em relacao a Q.

Quando as direcdes de todas as forcas estiverem num mesmo plano, sera
conveniente definir dois dos eixos coordenados nesse plano, por exemplo
X e y, e aorigem no ponto onde vao ser somadas as forcas. Como tal, o mo-
mento de cada forca F,, em relagdo a origem tem unicamente componente
segundo z, igual ao determinante:

Xn Yn

M, =
" Fﬁn Pyn

(5.11)

em que X, e ¥, sdo as coordenadas do ponto onde atua a forca ﬁn =Fuxi+
Fy,y j. Se houver p forgas externas, todas no plano xy, a for¢a e binario
resultantes na origem O sdo:

p

o= (X a1 (2 Fus) 7 = (X
n=1 n=1

n=1

k 5.12
Fen Fyn ) ©.12)

)

O bindrio resultante pode ser eliminado, deslocando a forc¢a resultante para
um ponto a uma distdncia M;/F; da linha que passa pela origem, paralela
a 1_51'.

Quando as linhas de acdo das forcas nao estdo num mesmo plano, o bindrio
resultante M, terd também uma componente paralela a forca resultante F;.
A componente de M, perpendicular a F; pode ser eliminada, deslocando a
forca, ficando forca e momento resultantes paralelos.

5.4. Equilibrio dos corpos rigidos

Se a forca resultante F; de todas as forcas externas atuando num corpo
rigido for nula, e se o momento resultante dessas forcas, ]\7[r, for também
nulo em relacdo a um ponto, entdo M, serd também nulo em qualquer
outro ponto, ja que o deslocamento da forca resultante (nula) ndo introduz
nenhum bindrio. Nesse caso, as forcas externas ndo produzem nenhum
efeito de aceleracdo linear nem angular e o corpo rigido encontra-se em
equilibrio: ou em repouso, ou com velocidade (linear e/ou angular) cons-
tante.

Como tal, as condi¢des de equilibrio de um corpo rigido é que a soma das
forcas externas, como vetores livres, seja nula e que a soma dos momentos
de todas as forcas externas, em relagdo a qualquer ponto, seja nula.
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s N
Exemplo 5.1

O automoével na figura, com peso de 9000 N, encontra-se em repouso
numa estrada horizontal. O centro de gravidade, C, do automével
encontra-se 60 cm detrds do eixo das rodas da frente e 120 cm a frente
do eixo das rodas de atras. Determine a for¢ca de reacdo normal em
cada pneu.

60 cm 120 cm

N

<

\

Resolucao. O automével encontra-se em

equilibrio. A figura a direita mostra o di- ,60cm,  120cm
agrama de corpo livre. R; é a soma das
reacoes normais nos dois pneus da frente
e R, é a soma das reacdes normais nos
pneus de atrds (admitindo que os lados
esquerdo e direito sejam simétricos, essas
forcas estardo aplicadas ao meio de cada
um dos eixos). Se houver forcgas de atrito
nos pneus, o tnico que podemos concluir
é que a soma delas deverad ser nula; o cal-
culo dessas forcas implica conhecer me-
lhor a estrutura do carro e a sua deformacado devida ao seu peso; admitire-
mos que o carro é perfeitamente rigido, sem sofrer deformacdes e, como
tal, ndo hé forcas de atrito.
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A condicdo de equilibrio para que a forca resultante seja nula é:
R; + R» = 9000
Para encontrar o valor dessas duas forcas ha que considerar também a

condicao de que a soma dos momentos, das 3 forcas externas, € nula, em
relacdo a qualquer ponto. A soma dos momentos em relacdo ao ponto A é:

1.8R,-0.6x9000=0 = R»=3000N

A seguir podia substituir-se esse valor na condi¢do para a soma das for-
¢as verticais, mas também é possivel usar a condi¢do de que a soma dos
momentos em relagdo a B é nula:

1.2x9000—1.8R; =0 = R;=6000N
Admitindo que o centro de gravidade estd a igual distancia dos pneus

direitos e esquerdos, cada uma das reacdes normais nos pneus da frente
serd 3000 N e a reacdo normal em cada pneu de atrds sera 1500 N.

Se o automovel tivesse movimento uniforme, estaria ainda em equilibrio,
mas existiria também a forca de resisténcia do ar, que aponta para a direita
e para baixo. A componente horizontal dessa forca do ar seria contrariada
por forcas de atrito entre os pneus e a estrada, com resultante para a es-
querda, e a componente vertical seria contrariada por um aumento das
reacdes normais nos pneus. Mas como a resisténcia do ar e as forcas de
atrito teriam linhas de acao diferentes, o resultado seria um binério que
faz rodar o automovel no sentido dos ponteiros do relégio; o aumento da
reacdo normal seria maior nos pneus de atrds do que nos da frente. Para
poder calcular esse bindrio seria necessario conhecer o coeficiente aero-
dindmico Cp do automével, a velocidade do vento e o ponto de aplicagdo
da resisténcia do ar, que é uma forca distribuida em toda a superficie do
automovel.

5.5. Centro de massa

Um corpo rigido é uma distribucao continua de massa num volume. Se a
massa total do corpo for m, e dm for a massa infinitesimal que existe em
cada ponto do corpo,

mzjdm (5.13)
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em que o integral é de volume, dentro do volume ocupado pelo sélido,
jd que dm é o produto da massa voltimica p pelo volume infinitesimal
dxdydz.

Define-se o vetor posicao do centro de massa, 7y, igual a média, pesada
pela massa, do vetor posicao no sélido:

- |
Fem = —jrdm (5.14)
m

4 N
Exemplo 5.2

Encontre a posi¢do do centro de massa do s6lido homogéneo repre-
sentado na figura.

N &

A J

Resolucao. O volume do sélido é delimitado pelos 5 planos x =0, y =0,
y=a,z=0ez=c(1—-x/b).

A area infinitesimal d m é igual a carga volimica p vezes o volume infinite-
simal em coordenas cartesianas, d xd yd z. Comeca-se por calcular a massa
total a partir da equacao 5.13:

a bc(l-x/b)
mzjf f pdzdxdy
00 0

Como o corpo é homogéneo, p é constante. No Maxima, os trés integrais
devem ser calculados de forma sequencial; p representara a massa voli-
mica
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(%i1) integrate (p, z, 0, c*(1 - x/b))$
(%12) integrate (%, x, 0, b)$

(%i3) m: integrate (%, y, 0, a);
abcp

(%03) 5

Embora os resultados intermédios ndo tenham sido apresentados, estao
armazenados nas varidveis %01 e %02.

Para calcular f 7d m, repete-se o mesmo integral de volume, mudando o
integrando de p, para p 7

(%id) r: [x, y, z]$

(%i5) integrate (p*r, z, 0, c*(1 - x/b))$

(%16) integrate (%, x, 0, b)$

(%i7) rcm: integrate (%,y,0,a)/m;

b a c

oo 7 S5 A 5

(hoT) [3 53
. - L b, a, c.
Conclui-se que o vector posi¢cao do centro de massa é: 7y, = 3 i+ > j+ 3 k.

Em todo corpo rigido existe sempre um tinico ponto que é o centro de
massa. Se a origem for escolhida exatamente no centro de massa, o integral
na equacdo 5.14 serd nulo para cada uma das trés componentes:

jj pxdxdydz= fffpydxdydz = fffpzdxdydz =0 (5.15)

Os integrais em 5.15 serdo todos nulos unicamente se a origem estiver no
centro de massa. Este resultado serd muito importante mais para a frente.

Derivando os dois lados da equacao 5.14 obtém-se a expressdo da o veloci-
dade do centro de massa:

1
ﬁcmz—fﬁdm (5.16)
m

Isto é, a velocidade do centro de massa é a média das velocidades de todos
as partes do corpo, com pesos iguais as massas das partes.
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E derivando a equacao 5.16, obtém-se a aceleracao do centro de massa,

1
chmz—jzzdm (5.17)
m

que é a média, pesada pela massa, das aceleracoes de todas as partes do
corpo.

Se o referencial em que é medida a aceleracdo d de cada ponto for um
referencial inercial, o produto dd m serd igual a forca resultante df que
atua sobre a massa dm:

df =adm (5.18)

Observe-se que sempre que exista aceleracao, deverd existir uma forca
infinitesimal d f aplicada em cada ponto do sé6lido, para conseguir acom-
panhar o movimento do corpo, permanecendo rigido. Na maioria dos
pontos essa forca é devida unicamente as forcas internas de contacto entre
as partes do corpo, forcas essas que sdao desencadeadas em todo o corpo
pela acdo de n forcas externas Fy, Fs, ..., F,, que atuam em n pontos do
corpo rigido. Nos pontos 1,2, ..., n, a for¢a f inclui as forcas de contacto
mais a forca externa em cada ponto. A diferencial df é a variacao da forca
em todos os pontos do volume do corpo.

Substituindo a expressdo 5.18 na equacao 5.17, conclui-se que,
fdf: M G (5.19)

Na soma das forcas em todos os pontos do corpo, por cada forca interna
de contacto que existir num ponto, existird outra for¢a igual mas de sen-
tido oposto em outro ponto vizinho, devido a lei de agdo e reacao. Assim
sendo, no integral [ d f todas as forcas internas de contacto serdo elimina-
das, ficando unicamente a soma das forcas externas, B, ... 13,,, que é
igual a forca resultante sobre o corpo rigido. Como tal, a equacdo 5.19 é
equivalente a,

Fy = maem (5.20)

Este resultado importante € a lei do movimento de translacdo do corpo
rigido:
O movimento do centro de massa de qualquer corpo rigido com
massa m é igual ao movimento que teria uma particula pontual
com massa m sob a agédo de uma forga igual a forga resultante
sobre o corpo rigido.
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Lembre-se que a soma das forcas € feita como se fossem vetores livres. Se
a forca resultante for nula, o centro de massa estard ou em repouso ou
em estado de movimento retilineo uniforme, mas outros pontos no corpo
rigido poderdo ter movimentos mais complicados.

O peso é um exemplo de forca externa aplicada em todos os pontos do
corpo rigido. A equacao 5.19 nesse caso d4,

Igdm: M G (5.21)

Se a aceleragdo da gravidade g for igual em todos os pontos do corpo, o
integral no lado esquerdo serd igual a m g e conclui-se que a aceleragao
do centro de massa € igual a aceleracdo da gravidade e que o centro de
gravidade —ponto de aplicagdo da forca resultante do peso de todas as
partes do corpo— coincide com o centro de massa. Existem casos em que
g ndo é constante em todo o corpo, mas geralmente isso nao acontece,
sendo possivel assumir que o peso total do objeto € a forca m g aplicada
no centro de massa.

Considere-se, por exemplo, uma lamina triangular. Pendurando-a por um
dos vértices, comecara a oscilar até parar numa posicao em que o centro
de gravidade esteja no mesmo segmento de reta vertical que passa pelo
vértice; tracando esse segmento no tridngulo e repetindo o procedimento
para os outros dois vértices, o ponto onde se cruzam os trés segmentos
serd o centro de gravidade e centro de massa. Se a massa volimica do
triangulo for igual em todos os pontos, cada um dos segmentos verticais
serd a mediana que divide o tridngulo em duas partes com a mesma 4rea e,
consequentemente, com o0 mesmo peso. Nos sélidos com formas simétri-
cas e massa volimica constante, o centro de massa encontra-se no centro
geométrico. A figura 5.10 mostra outros trés exemplos.

Figura 5.10.: Centros de massa de 3 objetos com massa volumica cons-
tante: esfera, cilindro e paralelepipedo.
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5.6. Translacao sem rotacao

Num corpo rigido com movimento de translacdo sem rotagdo, a cada
instante a aceleracao de todos os pontos é a mesma, igual a aceleracdo do
centro de massa, que € igual a soma das forcas externas dividida pela massa
do corpo. Como o corpo ndo roda, a soma dos momentos de todas as forcas
em relacdo ao centro de massa devera ser nula. Ha que ter atenc¢ao ao facto
de que a soma dos momentos é nula unicamente em relacdo ao centro
de massa; em relacdo a outro ponto B, a soma dos momentos serd igual e
oposta ao momento da forc¢a resultante, que atua no centro de massa, em
relacdo aP.
4 N
Exemplo 5.3
O mesmo automoével do exemplo 5.1, acelera durante 20 s, com ace-
leragdo tangencial constante, desde o repouso até a velocidade de
60 km/h. Sabendo que o centro de gravidade estd 57 cm por cima do
chao, determine as for¢as de reacdo normal em cada pneu, no instante

9 €m que comeca o seu movimento. )

Resolucdo. No momento em que o automével comeca a andar, a resis-
téncia do ar é nula, porque a velocidade também é nula. Como tal, as
Unicas forcas horizontais que podem ser responséaveis pela aceleracdo sao
as forcas de atrito estatico, Fe, entre os pneus e a estrada. A figura seguinte
mostra o diagrama de corpo livre.

60 cm 120 cm
/ T

) C A
57 ch Ry R,
F,

VAR

A B

'

R, é a soma das duas rea¢6es normais nos dois pneus da frente e Ry a
soma das rea¢des normais dos pneus de atrds. A aceleracdo tangencial do
automével é no sentido horizontal e igual a:

60/3.6 5m

T 20 6s2

at
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Alei do movimento para a translagdo conduz as equacoes:

Ry + R, =9000
R1+R2=mg — ! 2
F. = may __ 90005
9.8x6

Como o automével ndo roda, a soma dos momentos das forcas externas,
em relacdo ao centro de massa (que é o mesmo centro de gravidade) devera
ser igual a zero. O peso ndo produz momento em relacdo ao centro de
massa. Os momentos das forcas R; e F,, em relacio ao centro de massa,
sdo no sentido dos ponteiros do relégio. O momento da forca R, é no
sentido oposto aos ponteiros do relégio. A soma dos momentos em relagao
ao centro de massa é:

1.2Ry—0.6 R —0.57F. =0

A resolucdo do sistema das 3 equacdes conduz a,

F.=765N R, =5758 N Ry, =3242N

A forca de atrito nos quatro pneus é 765 N, a reacao em cada pneu da frente
€ 2879 N e em cada pneu de atrds 1621 N. Observe-se que no diagrama de
corpo livre é equivalente colocar a forca de atrito nos pneus da frente ou
nos pneus de atrds, mas como é uma forca de tracdo, serd produzida pelos
pneus onde o automével tiver tracao.

5.7. Movimento geral do corpo rigido

A dindmica do corpo rigido consiste no estudo dos efeitos das forcas e
bindrios externos na variacdo dos seus seis graus de liberdade. A trajetéria
de um ponto qualquer no corpo, usado como referéncia, da informacao
sobre a variacdo de trés desses graus de liberdade. A descricdo da variacdo
da dire¢do do eixo de rotacdo da informacéao sobre outros 2 graus de liber-
dade e arotacdo em torno desse eixo fornece a informacao sobre o sexto
grau de liberdade. No pido da figura 5.11 indicam-se dois angulos, § e ¢,
que definem a direcdo do eixo do pido; um terceiro angulo, 6, determina a
rotacdo do pido em relacdo ao seu eixo. Nesse caso, dois dos angulos, S e 6,
variam em funcdo do tempo e, portanto, ha duas velocidades angulares, 8
ef.
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G

5
</

Figura 5.11.: Os 3 graus de liberdade na rotagdo de um corpo rigido.

O pido estd arodar a volta do seu eixo, no sentido indicado para o dngulo
6, com velocidade angular 8. Como tal, tem velocidade angular na direcdo
do seu eixo e desde a ponta para a parte superior. Como o eixo do pido nao
estd em posicdo vertical, o seu peso e a reacao normal na ponta produzem
binario no sentido em que o dngulo ¢ aumenta. Esse bindrio implica uma
aceleracdo angular & tangente a circunferéncia na figura, e com o sentido
indicado para o angulo 3, que faz com que o vetor velocidade angular,
no eixo do pido rode com velocidade angular f, no sentido indicado na
circunferéncia.

O movimento geral dum corpo rigido é mais facil de estudar usando di-
namica lagrangiana, em vez da mecanica vetorial usada neste capitulo.
Concluiremos este capitulo analisando o caso da rotagdo plana, em que a
direcao do eixo de rotagdo permanece fixo, de forma que sé ha um angulo
(0) que varia em fung¢éo do tempo.

5.8. Rotacao com eixo fixo

Quando o eixo de rotacdo de um corpo rigido permanece fixo em relacdo a
um sistema inercial, a segunda lei de Newton serd valida para as aceleragoes
medidas no referencial do corpo rigido. Assim sendo, a equacao 3.35
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permite calcular a forca que atua na massa diferencial d m em cada ponto

df =(Raé,~Rw’é,)dm (5.22)

Cada uma dessas forcas produz um momento 7 x d f em relacdo a origem,
mas como o corpo rigido pode rodar unicamente em torno do eixo fixo z,
interessa unicamente calcular a componente z, obtida usando unicamente
a projecdo de 7 no plano de rotagao:

dM,=(Ré,) xdf=R*akdm (5.23)

Integrando no volume do corpo rigido obtém-se a componente z do bindrio
resultante,

Mz = [dM.=a [ R*dm (5.24)

A aceleracgdo angular foi colocada fora do integral, por ser igual em todos
os pontos do corpo rigido. O integral no lado direito,

I,= ijdm (5.25)

é o momento de inércia, do corpo rigido, em relagdo ao eixo dos z.

No integral [d M, todos os momentos das for¢as internas de contacto
serdo eliminados, em consequéncia da lei de acdo e reacao, ficando uni-
camente a soma dos momentos produzidos pelas forcas externas, ﬁl, 1_52,
..., F,. Assim sendo, a equacdo 5.24 conduz 2 lei da rotacio com eixo de

rotacao fixo:
520

Num corpo rigido que pode rodar em torno de um eixo fixo, a
componente ao longo desse eixo, do momento resultante em
relagcdo a um ponto qualquer no eixo, é igual ao produto do seu
momento de inércia em relagdo ao eixo, vezes a sua aceleracdo
angular.

Exemplo 5.4
Determine o momento de inércia de um cilindro homogéneo, com
raio R e altura L, em relagdo ao seu eixo de simetria.
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Resolucao. Como o eixo de rotagdo é o mesmo eixo do cilindro, o volume
do cilindro define-se em coordenadas cilindricas através das condicoes
0<z<L, 0<60<2nm0<R <R

O elemento diferencial de volume em coordenadas cilindricas é (RdRd6 d z)
e, como tal, dm =p RdRd6Odz, em que p é a massa volimica. O momento
de inércia é,
L2n R
nLR*
I, = PIIJR’SdR’dez= pT
000

Observe-se que a massa do cilindro € obtida a partir do integral,

T

L2r R
m=pjij'dR'd0dz=anR2
000

. . . 1
Assim sendo, a expressao para o momento de inércia é: I, = > mR?

No movimento de rotacdo, o momento de inércia joga um papel seme-
lhante a massa no movimento de translacdo. Observe-se a semelhanca da
equacdo 5.26 com a segunda lei de Newton.

A tabela 5.1 mostra as expressdes do momento de inércia de alguns sélidos
em relacdo aos eixos que passam pelo seu centro de massa. O momento de
inércia é sempre diretamente proporcional a massa do corpo e a expressao
que multiplica a massa tem unidades de distancia ao quadrado. Define-se
o raio de giracao em relacdo a um eixo de rotacao, igual a raiz quadrada
do momento de inércia dividido pela massa:

I
rg— -

m

(5.27)

O momento de inércia em relacdo a um eixo que passa pelo centro de
massa permite calcular o momento de inércia em relagdo a qualquer outro
eixo paralelo, que nao passe pelo centro de massa, usando-se o teorema
dos eixos paralelos:

I;= Iem+md? (5.28)

onde m é a massa do corpo e d a distancia entre os dois eixos paralelos.
Também € possivel calcular o momento de inércia de um s6lido somando
os momentos de inércia de vdrias partes que o constituem, ja que o inte-
gral 5.25 pode ser escrito como a soma dos integrais nas vdrias partes.
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Tabela 5.1.: Momentos de inércia de alguns sélidos com massa volimica
constante, para eixos que passam pelo centro de massa.

Esfera Cilindro Paralelepipedo

2

7
a
X “ b\
1 |
. m .,
Eixol: —R

2
2
S mR? Eixo2: —=(3R%+L?) 2@+
5 2 12

O momento de uma barra suficientemente fina, de comprimento L, pode
obter-se usando a tabela 5.1, a partir da expressao para um cilindro, no
limite R — 0, ou a partir da expressao para o paralelepipedo,com b= Le
a— 0.

Uma roldana fixa é um exemplo de corpo rigido com eixo de rotacgao fixo.
Se a roldana for homogénea, o centro de massa também estard no eixo de
rotacgdo. A figura 5.12 mostra uma roldana de massa m e raio R, em que o
fio acompanha a rotacdo da roldana, sem deslizar. As forcas e momentos
externos sao o peso, mg, as tensoes nos dois lados da corda, 1:“1 e ﬁg, aforca
de contacto no eixo da roldana, F, e o binario M que é produzido pelo
atrito no eixo da roldana, no sentido oposto a rotacao da roldana.

O peso da roldana e a for¢a de contacto F ndao produzem momento em
relacao ao eixo. Como a roldana é um cilindro, usando a expressao para o
momento de inércia na tabela 5.1, a equacgdo para o binéario resultante é,

1
RFl—RFg—M=EmR2a (5.29)
Quando o atrito no eixo pode ser ignorado,

1
Fi-Fp=_ma (5.30)
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Figura 5.12.: Forcas e bindrios externos sobre uma roldana.

em que a; = Ra é a aceleracdo tangencial de um ponto na corda. Observe-
se que, independentemente do raio da roldana, quando a massa da roldana
for muito menor que F,/a; e F»/ a;, pode admitir-se que a tensdo € igual
nos dois lados da corda.

Perguntas

1. Ascomponentes cartesianas de uma forca sdao F = —37—-2 j. Em qual das
posicoes na lista deveria ser aplicada a for¢a para produzir momento
no sentido hordrio em relagdo a origem?

A -27+3j D. 3i+2j
B. -3i+2j E. 31-2j
C. 21437

2. Duas criancas com massas de 30 kg e 45 kg estdo sentadas nos dois
lados de um sobe e desce. Se a crian¢a mais pesada estiver sentada a
1.2 m do eixo do sobe e desce, a que distancia do eixo deverd sentar-se
a outra crianc¢a para manter o sobe e desce em equilibrio?

A. 1.5m D. 1.2m
B. 0.8 m E. 0.98 m
C. 1.8m
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3. Se um objeto é dividido em duas partes, fazendo um corte vertical ao
longo de um reta que passa pelo seu centro de gravidade, qual das
afirmacoes acerca dos dois pedacos obtidos é verdadeira?

A. Devem ter a mesma massa. D. Devem ter a mesma area.
B. Podem ter massas diferentes. E. Devem ter o mesmo volume.

C. Devem ter o mesmo peso.

4. Aplicam-se duas forcas externas sobre um disco, como mostra na figura.
Calcule o momento resultante, em relacdo ao ponto O, em unidades de
N-m.

60 N
30°

A. 0.57 C. 435 E. 6.15
B. 1.05 D. 5.67

5. Uma peca metélica com massa voliimica constante e massa m é cons-
truida com dois cilindros da mesma altura, mas raios diferentes a > b,
colados um sobre o outro de forma que os seus eixos estejam alinha-
dos. Calcule o momento de inércia da peca em relacdo ao seu eixo de
simetria.

A. %m(az—bz) D. %m(a2+b2)
1 1 a? + b?

B. —m(a*+b* Z ( )
2 ( ) E 2"\ Ta+b
1 a*+b*

¢ ()
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Problemas

) 200 N
1. O martelo na figura apoia-se sobre um

bloco de madeira de 40 mm de espes-
sura, para facilitar a extracdo do prego.
Sabendo que é necesséria uma forca de 200 mm
200 N (perpendicular ao martelo) para &

extrair o prego, calcule a for¢a sobre o

prego e a reagdo no ponto A. Admita ¥
que o peso do martelo pode ser despre- 7470 mm

zado e em A existe suficiente atrito para
evitar que o martelo escorregue.

~ K

40 mm

2. Um automovel com tracao frontal acelera uniformemente desde o re-
pouso atingindo uma velocidade de 100 km/h em 11 segundos. Se o
peso do automével for 9750 N, calcule as reacdes normais e a forca
de atrito sobre cada pneu. ;Qual serd o valor minimo que deveré ter
o coeficiente de atrito estatico entre os pneus e a estrada para que o
automovel possa atingir essa aceleracao?

s WS
0 e ©

" 160cm " 180cm |

3. Um armadrio de 45 kg, montado so-
bre rodas que o deixam andar livre-
mente sobre o chéo, é acelerado por
uma forca externa de 310 N.

(@) Encontre os valores maximo e
minimo que pode ter a altura y para
0 armdrio acelerar sem as rodas per- 310 N
derem o contacto com o chio.

(b) Determine a aceleracao do arma-
rio, quando y estiver entre os valo-
res minimo e méximo calculados na
alinea anterior.

cm
Yy

68 cm ]
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4.

Usando integracdo no volume do sélido, demonstre o resultado da
tabela 5.1, para o momento de inércia de um paralelepipedo com eixo
de rotacao perpendicular a uma das faces e passando pelo centro de
massa.

Um tronco uniforme tem forma cilindrica com 48 cm de didmetro,
3 m de comprimento, massa de 100 kg e estd pendurado em posi¢do
horizontal, por meio de dois cabos de 2 m, como mostra a figura. O
tronco larga-se a partir do repouso na posi¢do em que cada cabo faz
um angulo de 60° com a horizontal. Determine a tensdo e a aceleracao
angular de cada um dos cabos, no preciso instante em que o tronco é
largado a partir do repouso.

100 kg 1m

A escada na figura estd apoiada
numa superficie horizontal (ponto _
A) e numa parede vertical (ponto B).
Entre a escada e a superficie hori-
zontal o coeficiente de atrito esta-
tico é ue, enquanto que o atrito da
escada com a parede vertical é des-
prezédvel. Admitindo que o centro 6m
de gravidade da escada se encontra
ametade do seu comprimento, cal-
cule o valor minimo de e, para ga-
rantir que a escada permaneca em
repouso.

2.5m

A massa do reboque na figura é 750 kg e estd ligado no ponto P a uma
trela de um automovel. A estrada é horizontal e os dois pneus idénticos
podem ser considerados como um s6, com uma tnica reacdo normal e
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forca de atrito desprezdvel; a resisténcia do ar também serd desprezada.
(a) Calcule a reacdo normal nos pneus e a forca vertical no ponto B,
quando a velocidade for constante. (b) Quando o automével estiver a
acelerar, com a; =2 m/s?, a forca em P terd componentes horizontal
e vertical. Calcule essas componentes e a reacdo normal nos pneus (o
momento de inércia das rodas e o atrito com a estrada sdo desprezaveis).

O avido na figura, com massa total de 1.1 x 10° kg, aterra numa pista
horizontal. O ponto C representa o centro de gravidade. No instante em
que a velocidade é de 210 km/h (para a direita), o piloto liga as turbi-
nas em modo inverso, produzindo a forca constante R (representada
na figura) e apés ter precorrido 580 m na pista a velocidade diminui
para 70 km/h. Durante esse percurso, as forcas de atrito nos pneus e a
resisténcia do ar podem ser ignoradas, em comparacdo com a for¢a R
que é muito maior. Calcule a reacdo normal na roda da frente.

Um atleta com massa de 91 kg puxa um camido numa estrada horizontal,
com velocidade constante, por meio de uma corda amarrada as suas
costas. A figura mostra as posicoes relativas do centro de gravidade do
atleta, C, do ponto de apoio do seu pé com o chao, A, e do ponto de
ligacdo com a corda, B.

(a) Calcule o médulo da tensao na corda. (b) Faca um diagrama com as
forcas que julga que poderao estar a atuar no camiao.
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33 cm I19 cm

k

91 cm
(.%

A

68 cm

10. O cilindro de 1.5 kg na figura desce verticalmente, fazendo acelerar o

11.

bloco de 5 kg sobre a mesa horizontal. A roldana pode ser considerada
um disco uniforme de massa 0.4 kg. O fio faz rodar a roldana, sem
deslizar sobre a sua superficie. O coeficiente de atrito cinético entre o
bloco e a mesa é 0.2. Determine o valor da aceleracdo do bloco e do
cilindro, desprezando o atrito no eixo da roldana, a massa do fio e a
resisténcia do ar.

0.4kg

1.5kg

Para testar os travoes, uma bicicleta foi colocada com as rodas para o ar
e aroda foi posta a rodar livremente, como mostra a figura. Foi medido
o tempo que a roda demorou a dar 10 voltas, obtendo-se o valor de
8.2 s (admita que nesse intervalo a velocidade angular w permanece
constante). Imediatamente a seguir, aplicaram-se os travoes e a roda
demorou 2.9 s até parar completamente. A figura mostra a forca de
atrito F entre os calcos e o aro, que é tangente ao aro e aplicada a uma
distancia de 27.1 cm do eixo da roda.
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(a) Admitindo que a forca F é constante, a aceleracdo angular que ela
produz também seré constante; calcule essa aceleracdo angular.

(b) Calcule o niimero de voltas efetuadas pela roda durante o tempo em
que os travoes atuaram.

(c) Sabendo que o momento de inércia da roda, em relacdo ao seu
centro, é igual a 0.135 kg-m?, calcule o médulo da forca F.

12. UmarodaA, com raio de 20 cm, massa de 600 g e raio de giracdo de 12
cm (relativo ao seu eixo), estd ligada a um motor que produz binério
M = 0.8 N-m no sentido indicado na figura. A roda B, com raio de 15
cm, massa de 400 g e raio de giracao de 10 cm (relativo ao seu eixo)
mantém-se em contacto com a roda A, sem deslizar. A roda B esta
ligada ao seu eixo por meio de um rolamento, que faz com que o atrito
no eixo seja desprezdvel. Determine a aceleracdo angular da roda B.
Sugestao: analise separadamente os diagramas de corpo livre das duas
rodas, tendo em conta que entre as rodas ha forca de atrito.

C
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13.

14.

15.

A caixa retangular homogénea na figura estd ligada a duas dobradicas
que lhe permitem rodar para fechar a janela, ou abrir até a posi¢do hori-
zontal apresentada na figura, para dar sombra durante o dia. A corrente
que segura a caixa na posicao horizontal quebra-se repentinamente
e a caixa cai batendo na parede. Desprezando o atrito nos eixos das
dobradicas e a resisténcia do ar, calcule a velocidade angular com que a
caixa bate na parede.

6/{ 1.0 m ‘

20 cnﬂ

Encontre a expressao do momento de inér-
cia de um cilindro de massa m e raio rp,
com um orificio cilindrico, coaxial, de raio
ro (menor que r1), em torno do eixo do ci-
lindro. Sugestao: Determine a massa que
teria o cilindro completo, sem orificio, em
funcdo de m, e a massa do cilindro que é
removido quando se faz o orificio; o mo-
mento de inércia é igual ao momento de
inércia do cilindro completo (consulte a ta-
bela 5.1), mais o momento de inércia do
cilindro que foi removido, admitindo que a
massa deste tltimo seja negativa!

Para medir o momento de inércia de uma roldana com raio de 5 cm,
colou-se um fio que foilogo enrolado e ligado a um cilindro de massa
m =80 g. O cilindro desce liviemente desenrolando o fio e a acelera-
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¢do angular da roldana foi medida, obtendo-se o valor @ = 3 rad/s?.
Sabendo que o atrito no eixo da roldana produz um bindrio constante
M =0.02 N-m, no sentido indicado na figura, encontre o momento de
inércia da roldana em relacdo ao seu eixo.

M

Respostas

Perguntas: 1. E. 2. C. 3. B. 4. D. 5. C.

Problemas

1.

O prego exerce uma forca de 1000 N, para baixo. Fy=-18791+ 9316
(N)

. Pneus da frente: R, =3020 N, F, = 1256 N. Pneus trazeiros: R, = 1855 N,

F, =0 (admitindo que as rodas trazeiras sdo perfeitamente livres). O
coeficiente de atrito estatico minimo é 0.416.

3. (@) Altura minima 38.6 cm, maxima 135.4 cm (b) @ = 6.891 (m/s?)

4. Neste caso R? = x? + y? e o volume do sélido é definido por —a/2 < x <

©® LN @

al2,-bl2<y<bl2,—cl2<z=<c/2.
Ty=1534N,Tp=6953N,ap=ap=g/4=2.45 rad/s?

0.21

(@) Ry =5455N, F, = 1895 N. (b) F; = 1500 N, F), = 1426 N, Ry = 5923 N.
448 x 10° N.

(@) 559 N. (b) No camido atuam a tensao da corda, T, o peso, P, as
reacdes normais nas rodas, R; e R», e as forcas de atrito nas rodas, Fj e
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Dinamica dos corpos rigidos

10.
11.
12.
13.
14.

15.

0.7313 m/s?.

(a) 2.64 s~2. (b) 1.77 voltas. (¢) 1.32 N.
67.72 572,

5.274 57!

m

> (rf+713)

0.0062 kg-m?



