B. Equacoes de Lagrange

Neste apéndice mostra-se como surgem as equagdes de Lagrange a partir
da segunda lei de Newton. Considere-se um sistema formado por m corpos
rigidos com vetores posicdo dos centros de massa: 7y, o, ..., 7. Ou seja,
sdo necessdrias 3 m coordenadas, que podem ser distdncias ou angulos,
para determinar a configura¢ao do sistema.

Se o sistema é holonémico, existem equag¢des que relacionam algumas
das 3 m coordenadas e que permitem reduzir o nimero de coordenadas
independentes para n coordenadas generalizadas (n < 3 m):

QI(t), qz(t)»-;qn(t)

Cada vetor de posicdo 7; pode depender de varias dessas coordenadas e do
tempo:
?l'(qu qz;---; an t)

e avelocidade do corpo i é
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ou seja, U; também depende das coordenadas generalizadas, do tempo e
das velocidades generalizadas ¢;:

5i(¢71; qz;---,Qn; 671; qz;---,q'n; t)

e as derivadas parciais de ; obtém-se derivando o somatério acima:
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O vetor aceleragdo do corpo i é:

4; = —2 (B.2)
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Se num instante dado o valor de cada coordenada ¢; € modificado para
qj+06qj, cada vetor posi¢ao sofre uma alteragao:

n 7.
5=y o0

i=194;

5q]' (B.3)

e multiplicando escalarmente os dois lados da equagao B.2 pelos dois lados
desta equacao, obtém-se

5q; (B.4)

Como a derivada do produto 7; -07;/dq; €,
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De acordo com as equagdes B.1, a derivada d7;/0q; e o termo dentro dos
paréntesis no lado direito da equacdo sao as derivadas parciais de U; em
ordema g; e qj, obtendo-se assim o resultado:
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e a equacdo B.4 pode escrever-se entao,
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A seguir observe-se que as derivadas parciais de vf em ordem as coordena-
das e velocidades generalizadas sdo:
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substituindo estas duas expressdes na equac¢ao B.5 e multiplicando os dois
lados da equacao pela massa m; do corpo i, obtém-se

mi 61}2 _ﬂa_ylz 5ai
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onde E;; é a energia cinética do corpo i. A segunda lei de Newton diz
que m; d; é a forca resultante sobre o corpo i; usando a expressdo B.3 e
somando sobre todos os corpos i, obtém-se

ma o 6?,- d GEC) GEC]
F;- 0qj
L2 Z dr(aq, aq;1°%
que conduz as equacdes de Lagrange:
d (0E.\ OE. ;
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onde E; € a energia cinética total do sistema e a for¢a generalizada Q; €

definida por
Q=Y -2 (B.7)
TTE aq; qdj .



