8. Mecanica lagrangiana

Cada brago num robot costuma ter 3 articulacées. Em cada articulacdao ha
dois eixos perpendiculares, que permitem duas rotacdes independentes,
correspondentes a dois graus de liberdade; assim sendo, cada brago tem 6
graus de liberdade, o suficiente para poder alcancar qualquer ponto dentro
do seu alcance méximo, em qualquer direcdo desejada. O robot ATHLETE
(All-Terrain Hex-Legged Extra-Terrestrial Explorer) na figura, usado pela
NASA para exploracao lunar, tem seis bracos de 3 articulacdes e, incluindo
os 3 graus de liberdade da posicdo de um ponto no corpo do robot, sao
ao tudo 39 graus de liberdade. O bragco humano, sem incluir a méo, tem
7 graus de liberdade: o ombro permite 3 rotacdes diferentes, o cotovelo
permite duas rotacoes diferentes e o pulso mais duas rotacgoes.
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8.1. Graus de liberdade e espaco de fase

Os sistemas mecanicos considerados no capitulo anterior tém todos um
Unico grau de liberdade (uma coordenada ou angulo para determinar a
posicdo) e duas varidveis de estado: a varidvel associada a esse grau de
liberdade e a sua derivada em ordem ao tempo (velocidade ou velocidade
angular).

Num sistema com 7 graus de liberdade, existem n varidveis independentes,
funcdes continuas do tempo, chamadas coordenadas generalizadas, que
serdo identificadas pelas letras: qi, g2, ..., qn. Essas varidveis podem
ser comprimentos, angulos ou qualquer outra grandeza. As derivadas
em ordem ao tempo de cada uma dessas varidveis sdo as velocidades
generalizadas: ¢;.

O espaco de fase tem 2 n dimensdes e cada ponto nesse espaco tem co-
ordenadas (qi, ..., gn, q1, ---, 4n). A velocidade de fase, em cada ponto
do espaco de fase, tem 2 n componentes, (41, --., gn, 41, ---, Gn). Para se
poder calcular a velocidade de fase em qualquer ponto do espaco de fase
é necessario conhecer n expressoes para as aceleracoes generalizadas g;,
em funcdo das coordenadas e velocidades generalizadas, expressoes essas
que sdo denominadas equacdes de movimento..

As equacdes de movimento poderiam ser obtidas aplicando a segunda
lei de Newton. No entanto, seria necessdrio relacionar cada aceleracao
generalizada ¢; com a aceleracdo do centro de massa de alguma parte do
sistema e identificar todas as forcas externas que atuam sobre essa parte
do sistema. Algumas de essas forcas sao forcas de ligagdo, por exemplo, a
tensdo num fio ou a reacdo normal numa superficie. No capitulo anterior
viu-se que as equacodes de evolucdo podem ser obtidas também derivando
a funcao hamiltoniana. O problema é que, em casos mais complicados
dos que foram considerados no capitulo anterior, essa funcao nao é a
energia mecanica dividida pela massa ou pelo momento de inércia, mas
pode ter formas mais complicadas. Nas sec¢Oes seguintes introduz-se um
método mais geral para obter as equacdes de movimento sem necessidade
de identificar forcas de ligac3o.

8.2. Equacoes de Lagrange

A energia cinética total E; de um sistema mecanico € igual a soma de todas
as energias cinéticas de translacao e de rotagdo de todas as partes do sis-
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tema. Em geral, é uma funcao que pode depender de todas as coordenadas
e velocidades generalizadas e do tempo:

Ec(Ql;---»Qn,éIl,---»éln,t) (8-1)

Num sistema em que o movimento estd sujeito a algumas restricées exis-
tem forcas de ligacado resultantes dessas restricdes. Por exemplo, num
automovel que se desloca sobre uma estrada, a reacao normal da estrada
sobre os pneus é a for¢a de ligacdo que garante que a trajetéria do automo-
vel siga a superficie da estrada. O atrito estatico nas rodas com tracéo é
também uma forga de ligacdo, que garante que as rodas rodem sem desli-
zar sobre a superficie. A restricdo de que o automovel se desloque sobre a
superficie da estrada permite reduzir as trés coordenadas de posicdo a um
Unico grau de liberdade: o deslocamento ao longo da estrada. A restri¢do
de as rodas rodarem sem derrapar permite relacionar a velocidade angular
das rodas com a velocidade do automével na estrada. Essa relagdao implica
também uma relacdo entre o dngulo de rotacdo das rodas e o desloca-
mento do automével na estrada, o que faz com que apenas umas dessas
duas varidveis seja suficiente para descrever o movimento do automével e
arotacdo das rodas.

Sempre que uma restricdo no movimento de um sistema pode ser escrita
em funcdo das coordenadas generalizadas do sistema, permitindo assim
reduzir o nimeros de graus de liberdade, diz-se que é uma restri¢do ho-
lonémica. Nos sistemas holonémicos, sujeitos unicamente a restri¢ées
holonémicas, a segunda lei de Newton conduz as seguintes equacdes (a
demonstracgio é feita no apéndice B):

d (0E.\ OE. )
—_— - — = : :1,,.. 8‘2
dt(ac']j) 34, Qj J n (8.2)

onde Q; é acomponente j da for¢a generalizada, definida por

. or
Q=Y F.21 8.3)
! ; ' aq;

e a soma é feita sobre todas as forcas F; (internas ou externas) e 7; é a
posicdo do ponto onde atua a forca F;. No entanto, ndo é necessario
considerar algumas das forgas no célculo de Q;; por exemplo, as forgas
de reacdo normal e de atrito estdtico podem ser ignoradas, porque atuam
numa posicio fixa 7; e, portanto, F; - d7; = 0. A forca de tensdo num fio
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com comprimento constante também pode ser ignorada, porque atua em
sentidos opostos nos dois extremos do fio e a soma de F; - d7; nos dois
extremos dé zero.

Entre as for¢as que devem ser incluidas em Q;, algumas podem ser con-
servativas e, nesses casos, F; -d7; = —dU, onde U é a energia potencial
associada a essa forca. Assim sendo, a contribuicdo dessa forca conserva-
tiva para Q; € igual a —0U/0q; e as equacoes 8.2 podem ser escritas

d(aEC) 0E. OU _

— | ==]- +— =Q; i=1,...n (8.4)
dc\ag;) aq; "o, 7|

em que U € a energia potencial total do sistema e as componentes Q;
da forca generalizada incluem unicamente as for¢cas ndo conservativas.
As equacdes 8.4 sdo as equacdes de Lagrange, validas para os sistemas
holonémicos. No caso particular de sistemas conservativos, o lado direito
das equacgdes € nulo.

4 N
Exemplo 8.1

O carrinho na figura, com massa m, encontra-se sobre o plano incli-
nado de massa M. O plano inclinado tem rodas que lhe permitem
deslocar-se liviemente sobre a mesa horizontal. Admitindo que a
massa das rodas é muito menor que m e M e que o atrito no eixo das
rodas é desprezavel, encontre as equacoes de movimento do sistema.

A J

Resolucdo. Para determinar as posicoes do carrinho e do plano inclinado
num instante, basta saber o deslocamento horizontal s de um ponto do
plano, em relacdo a mesa e o deslocamento x de um ponto do carrinho
em relacdo ao plano inclinado. A figura acima mostra a forma como essas
duas varidveis podem ser definidas. Assim sendo, o sistema tem dois graus
de liberdade e as velocidades generalizadas sdo s e .

Avelocidade generalizada § é também a velocidade do centro de massa do
plano inclinado; x é a velocidade do carrinho em relacao a plano inclinado.
Escolhendo um eixo g perpendicular a s e apontando para cima, a forma
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vetorial da velocidade do plano inclinado e da velocidade do carrinho em
relacdo ao plano sao:

Up =$é&s Ue/p = X (cos &g +sinf &)

A velocidade do carrinho, em relagdo a mesa, é igual a soma desses dois
vetores:

Ue = (§+ X cosO)é;+ xsinf é,
e o0 seu médulo ao quadrado é,

vﬁ = (§+ % cos0)? + #%sin®0 = §* + x*> + 25 X cosO

Como a energia cinética de rotacdo das rodas é desprezavel, a energia
cinética total do sistema é:

M, m. , . .

Ec=—§*+— (¥ +i*+25% cosb)

2 2
A energia potencial gravitica do plano inclinado pode ser ignorada porque
permanece constante; como tal, a energia potencial do sistema € igual a
energia potencial gravitica do carrinho:

U=mgxsin0

note-se que a altura do centro de massa do carrinho, em relagdo a mesa,
é um pouco maior que x sinf, mas a diferenca € uma constante que s6
acrescenta um valor constante a U, podendo ser ignorado.

Nao existem forcas ndo conservativas (ou melhor, estdo a ser ignoradas);
como tal, o lado direito nas equagdes de Lagrange 8.4 é zero. Na primeira
equacdo de Lagrange, relacionada com a coordenada x é necessdrio calcu-
lar as seguintes derivadas parciais:

OE OE ou
a;:m(fc+.§cos@) GxC:O angSine

e a equacdo de Lagrange é,

T\ 3z +—=m(&+5cosO+gsinf)=0

d(05) 2%, o
0x O0x

Em relacdo a coordenada s, as derivadas parciais sao

aEC o . aEc aU
—=(M+m)$+mxcosf =0 — =0
0$ os 0s
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e a equacdo de Lagrange é

d (6EC) O0E. +6U (M +m) §+ m i 6=0
— - — = m)§+mixcosO =
dr\ os 0s 0s

Resolvendo as duas equacdes de Lagrange para as aceleracoes X e §, obtém-
se as duas equagdes de movimento:

_ (M+m)gsin6 . mgsinf cos6
© M+msin20 M+ msin20

As duas aceleracdes sdo constantes, X negativa e § positiva; ou seja, o
carrinho desce o plano inclinado enquanto este comeca a andar para a
direita.

4 N
Exemplo 8.2

No sistema da figura, a roldana do meio pode subir e descer e as outras
duas roldanas estao fixas ao teto. As massas das duas roldanas fixas
é m, amassa da roldana mével é 2 m e as massas dos 3 cilindros sdo
8m, 7m e 5m (no cilindro do meio, 7 m ja inclui também a massa do
suporte que o liga a roldana mével). As massas dos fios e o atrito nos
eixos das roldanas sdao desprezaveis e o fio faz rodar as roldanas sem
deslizar sobre elas. Determine o valor das aceleragoes dos 3 cilindros.

8m Tm b5Sm
N J

Resolucao. Este exemplo serd usado também para mostrar o uso do Ma-
xima na resolu¢do de problemas de mecanica lagrangiana. Comeca-se por
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definir as varidveis generalizadas. Para determinar a posicao dos cilindros
e da roldana moével sdo necessdrias 3 distancias, que podem ser as trés
varidveis y;, y» € y3 indicadas na figura. As varidveis y; e y3 sdo as posicoes
dos centros de massa dos dois cilindros nos extremos e y» é a posi¢do do
centro da roldana mével; a posicado do cilindro do meio é igual a y, mais
uma constante.

Arestricdo de que o comprimento do fio seja constante conduz a seguinte
equacao:
N+2y+ys=k

onde k é uma constante. Essa equacdo permite substituir y3 em funcao de
¥1 € ¥2; como tal, o sistema tem dois graus de liberdade e as coordenadas
generalizadas podem ser y; e y,. As velocidades generalizadas sdo v; = y; e
V2 = )o; arelacdo entre a velocidade v e as duas velocidades generalizadas
obtém-se derivando a equacao anterior, que neste caso é trivial, mas como
em outros casos podem ndo ser, serd calculada aqui usando o Maxima. As
derivadas calculadas pela funcao diff sdo derivadas parciais; para obter a
derivada ordindria da equacgdo anterior em ordem ao tempo, € necessario
indicar que a derivada de y; é a velocidade generalizada v; e de forma
semelhante para y;. J4 agora podem indicar-se também as derivadas de v,
e U,, que sdo as aceleragdes a; e a;. O comando usado no Maxima para
indicar a derivada de uma variavel é gradef. Os comandos para definir y3 e
v3 em funcao das varidveis generalizadas sao

(%i1) y3: k - y1 - 2xy2$

(41i2) gradef (y1, t, v1)$

(%1i3) gradef (y2, t, v2)$

(%i4) gradef (vi, t, al)$

(%i5) gradef (v2, t, a2)$

(%i6) v3: diff (y3,t);

(%06) -2v2-1

Como o fio ndo derrapa sobre as roldanas, a velocidade angular de cada
roldana é w = V/r, onde V é a velocidade do fio em relagdo ao centro
daroldana e r é o raio da roldana. Admitindo que cada roldana seja um

cilindro uniforme, o seu momento de inércia em relacao ao eixo é I =
Mr?/2, onde M é amassa da roldana; assim sendo, a sua energia cinética
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de rotacdo é
1 M
—Tw?=—V?
2 4

A energia cinética total do sistema é:

g M vi mpvi mgvi; Mous
) 2 2 2
M\ VZ MV} MV
+ + +
4 4 4

onde os indices 1, 2 e 3 referem-se aos 3 cilindros e as 3 roldanas (de
esquerda para direita), as massas m;, em letras mintsculas, sdo as massas
dos cilindros e as massas M;, em letras maitisculas, as massas das roldanas.
As velocidades v; sdao as velocidades dos 3 cilindros e as velocidades V; sao
as velocidades do fio em relacdo ao centro de cada uma das 3 roldanas.
Observe-se que a roldana 2 tem tanto energia cinética de translacdo como
energia cinética de rotacao.

A expressdo da energia potencial gravitica do sistema, excluindo termos
constantes, é:

U=-migy1—(ma+M>)gy,—m3gys

A seguir, substituem-se os valores das massas em termos do parametro m e
escrevem-se as expressoes das energias em ordem a yj, y» e as velocidades
V1 = )1 e vz = J» (observe-se que V] = vy, Vo = v] + 12 € V3 = v3. Isso pode
ser feito no Maxima da forma seguinte:

(%17) [mi, m2, m3, M1, M2, M3]: [8%m, 7*m, 5*%m, m, 2+m, m]$

(%18) [vi, v2, v3]: [vl, vi+v2, v3]$

(419) Ec: expand (mi1*v1~2/2 + m2%v2°2/2 + m3%v3°2/2 + M2*v272/2

+ M1%V172/4 + M2*#V2°2/4 + M3%V3~2/4);
15mv1?

(%09) 16mv2?+12mvlv2+ ————

(%110) U: expand (-mlxgxyl - (m2+M2)#*g+y2 - m3*g*y3);

(%010) gmy2-3gmyl-5gkm

E as duas equacgoes de Lagrange sdo
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(%i11) eql: diff (diff(Ec,vl),t) - diff(Ec,yl) + diff(U,y1) = 0;
(%o11) -3gm+12a2m+15a; m=0
(%i12) eq2: diff (diff(Ec,v2),t) - diff(Ec,y2) + diff(U,y2) = 0;

(%012) gm+32aym+12a3m=0

Finalmente, resolvem-se as duas equacdes de Lagrange para encontrar as
aceleracoes a; e a; e usam-se esses resultados para determinar a acelera-
¢ao az

(%113) solve ([eql, eq2l,[al,a2]);

y _98 ,__lig
(%013) al = 28,a2— T ]
(%i14) subst (%, diff(v3,t));

, &

(%o014) =6

Note-se que os resultados ndo dependem do valor de m e as trés acelera-
¢oes sdo constantes. O cilindro do lado esquerdo tem aceleragdo igual a
9 g/28, para baixo (porque a; € positiva). O cilindro do meio e a roldana
movel tém aceleracdo 17 g/112, para cima. E a aceleragdo do terceiro ci-
lindro é g/56, para cima. Se inicialmente os 3 cilindros estdo em repouso,
o cilindro do lado esquerdo comeca a descer e os outros dois cilindros
sobem.

8.3. Condicoes de equilibrio

Nos dois exemplos resolvidos na seccdo anterior, os valores obtidos para as
aceleracoes generalizadas foram constantes. Nos casos mais gerais, essas
aceleracgoes serdo expressoes que dependem das coordenadas e velocida-
des generalizadas e do tempo. A resolucdo desses sistemas de equacdes
diferenciais é o objeto de estudo de todos os seguintes capitulos neste livro.

Antes de resolver as equac¢oes de movimento, € possivel (e conveniente)
comecar por determinar os valores das coordenadas generalizadas para os
quais o sistema estard em equilibrio. A condicdo para que exista equilibrio
cinético é que as aceleracdes sejam nulas e se as velocidades também sdo
nulas, o equilibrio € estético.

Lembre-se que nos sistemas com apenas um grau de liberdade, a instabili-
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dade dos pontos de equilibrio determina-se a partir do sinal da derivada da
aceleracao, em ordem a coordenada generalizada. O ponto de equilibrio é
estdvel quando essa derivada é negativa ou instavel quando for positiva.

e A

Exemplo 8.3

Um motociclista que se desloca com velocidade v, numa curva de raio

r, inclina o seu corpo e a moto um angulo 6, em relacao a horizontal,
no sentido do centro de curvatura da curva, para evitar cair para o
lado. Determine o valor que deve ter 8, em funcao de v, r e h, que é

a distancia entre o ponto de contacto dos pneus com a estrada, B e o
centro de massa, C, do sistema.

A J

Resolucao. Devido a inclinacdo da moto, os pontos P e C ndo se encontram
a mesma distancia do centro da trajet6ria curva. Como a distancia desde o
ponto P até o centro da trajetéria curva é r e a velocidade de P em relacdo
a estrada é v, a distancia desde o ponto C até o centro da trajetéria curva é
r—h cos e avelocidade do ponto C é:
r—hcos6
vg=——mm"""v

r
na mesma direcdo da velocidade do ponto P. Mas como o dngulo 8 pode
variar, o ponto C tem também outra componente de velocidade, ho, no
plano perpendicular a velocidade de P. Como tal, a energia cinética de
translacao é

i h 2
E.= m (h292 + (1 - —cosH) vz)
2 r

H4 também energias cinéticas de rotacido, associadas a velocidade angular
6, a velocidade angular das rodas nos seus eixos e a rotacdo do sistema
todo no plano horizontal, j& que o motociclista entra na curva olhando
numa direcao e sai olhando para outra direcdo diferente. O célculo dessas
energias ultrapassa os objetivos deste livro introdutério; serd considerado
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0 caso em que essas energias podem ser desprezadas. A energia potencial
gravitica do sistema é

U=mghsinf

As derivadas parciais das energias, em ordem a 6 e 6 sdo

OE, . OE, hv? h
< =mh%0 —<= mhv sinH(l——cosG)
00 06 r r
ou
Ezmghcosﬁ

e a equacdo de movimento é

. v h g
0= Esm@ (1 - 70039) - Ecos@

A altura do centro de massa, h, costuma ser muito menor do que o raio da
curva; assim sendo, a expressao entre paréntesis € aproximadamente 1 e
uma boa aproximacao é

2
6= %sin@—%cosﬁ

Para que exista equilibrio, 6=0,0 angulo deverd ser:
r
0 =tan ! (g_z) (8.5)
v
e a derivada da aceleracdo generalizada em ordem ao angulo é:

0  v?
30 = %cos@+%sin6

que é positiva, porque 0 < 8 < i/2. Conclui-se que o equilibrio € instavel.

4 N
Exemplo 8.4
Um carrinho desloca-se sobre uma mesa horizontal, com aceleracao
constante de valor a. Sobre o carrinho ha um poste com um péndulo
simples de massa m e comprimento L. Determine o valor do angulo
em que o péndulo permanece em equilibrio em relacao ao carrinho.
Admita que a massa do fio do péndulo é desprezavel e que o raio da
esfera é muito menor que L.
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Resolucdo. A velocidade do carrinho serd
sempre horizontal e com médulo a ¢, onde
t € o tempo a partir do instante em que a
velocidade do carrinho era nula. A figura a
direita mostra a velocidade vg/ da esfera, 0
em relacdo ao carrinho, no caso em que Velc
0 é positiva. O médulo de ve/¢ € igual a
L6 e usando um sistema de eixos com x
na diregdo e sentido de 4 e y na vertical e
para cima, as componentes vetoriais de e/ € da velocidade do carrinho
sdo:
Desc = LO(—cosOi+sind j) ve=ati

A velocidade da esfera em relacdo a mesa é a soma desses dois vetores

e=(at-L0cosO)i+LOsinbj

No Maxima, se 6 for representada pela variavel g e 8 pela varidvel w, o vetor
velocidade da esfera permite encontrar a expressao da energia cinética da
esfera, lembrando que vg = Ve Ue

(%115) ve: [a*t-L*w*cos(q), L*w*sin(q)]$

(%116) Ec: mxtrigsimp(ve.ve)/2;
m(w?L? -2 af cos(q) tw L+ a? t?)

(%018) 5
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A seguir, definem-se a energia potencial da esfera e as derivadas da co-
ordenada e velocidade generalizadas em ordem ao tempo, encontra-se a
equacao de Laplace e resolve-se para obter a expressao para a aceleracao
angular 6 que serd designada pela variavel f.

(%1i17) U: -m*gxL*cos(q)$
(%118) gradef (q, t, w)$
(%i19) gradef (w, t, £)$

(%120) solve (diff(diff(Ec,w),t) - diff(Ec,q) + diff(U,q), f);

(%020) f = -

Obtém-se assim a equa¢do de movimento

. a
0 =—cos0 - g sinf (8.6)
L L
Existe equilibrio estédtico quando a velocidade e a aceleracao angular sdao
ambas nulas, 8 =0, 0 =0, que conduz a condicao para o dngulo na posicdo

de equilibrio:

0 = tan™! (f) (8.7)
8
e a derivada da aceleracdo angular em ordem ao angulo é

% = —% sinf — g cos@

que é negativa, porque no ponto de equilibrio 8 estd entre 0 e /2. Conclui-
se que o equilibrio é estdvel; o péndulo pode oscilar em torno do dngulo 6
de equilibrio.

Observe-se que a equacao de movimento depende da aceleracdo do carri-
nho mas nao da sua velocidade. A observacao da posicao de equilibrio do
péndulo permite medir o valor da aceleracdo do carrinho, mas nao a sua
velocidade.

8.4. Forcas dissipativas

Em todos os exemplos das seccOes anteriores ndo existiam forcas nao
conservativas e, assim sendo, a forca generalizada era nula. Os exemplos
seguintes mostram casos em que existem forcas ndao conservativas.
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e A
Exemplo 8.5

Um péndulo simples é formado por um objeto pequeno de massa m,
pendurado de um fio de comprimento /. A massa do fio é desprezavel
comparada com m. Determine a equacdo de movimento, incluindo a
resisténcia do ar.

lcosO 0

A /

Resolucio. A forca de resisténcia do ar é proporcional ao quadrado da velo-
cidade do péndulo, e na direcdo oposta a essa velocidade (ver equacio 4.14
do capitulo 4). Como a velocidade do péndulo é igual a 16, a expressdo
para a forca de resisténcia do ar é:

F.=-CI?10|6

onde C é uma constante. Fixando a origem no ponto onde o fio esté colado,
a posicao do ponto onde atua essa forca é

7=1(sinf1-cosbj)
e asua derivada em ordem a8 é

dr
— =1(cosO1i+sinfj)=1¢é
a0~ 7)=1%
onde éyg é o versor tangente a trajetoéria circular do péndulo, no sentido em
que 0 aumenta. A for¢a generalizada é

-

. d .. ..
Q3=Fr~d—g=(—ClZIHIGé’g)'(lEg)=—Cl3|€|9

As energias cinética e potencial e as suas derivadas sdo semelhantes as do
ultimo exemplo da seccdo anterior, substituindo a =0

Eczglzéz U=-mglcosf
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0E.  ,.  0E. oU :
C—mite ==L=0 —= Isin®
Py, m 30 30 mglsin

A equacao de Lagrange conduz a

i=-8sno-Loe 8.8)
) m

8.5. Forcas de ligacao

Uma das vantagens da mecanica lagrangiana, em relagdo a mecéanica ve-
torial, é nao ter que identificar as forcas de ligacao, as suas direcdes e os
pontos onde sdo aplicadas. No entanto, em alguns casos pode ser necessa-
rio ter de calcular essas forcas. Por exemplo, quando existe atrito cinético
entre duas superficies, a forca de atrito é proporcional a forca de reacao
normal, que é uma de forcas de ligacao.

Existe um método que permite calcular as for¢as de ligacdo a partir das
equacoes de Lagrange. Comeca-se por identificar a restricdo a qual esta
associada a for¢a de ligacdo e escreve-se na forma f(q,..., q,) = constante.
No caso do exemplo 8.2, a restricao de que o comprimento do fio é cons-
tante, y; + 2y, + y3 = k, é responséavel pela aparicao da forca de tensao
ao longo do fio e faz com que y3; possa ser substituida em termos de y;
e y». Assim sendo, para calcular a tensdo no fio, faz-se de conta que as 3
variéveis (y1, y2, ¥3) sdo todas coordenadas generalizadas, aumentando o
numero de equacoes de Lagrange para 3, introduz-se uma funcao A, cha-
mada multiplicador de Lagrange e uma condicao adicional, f(y1, y2, y3) =
constante, que no caso do exemplo 8.2 € y; +2y, + y3 = k.

O passo seguinte consiste em acrescentar um termo —A10f/dq; a cada
equacdo de Lagrange, ficando

d (0E.\ O0E. 0U 0
( ) —/1—f=Qj (8.9)

—_— - — +_
dt 6qj 6qj aq]‘ aqj

onde j =1,...n. O exemplo a seguir mostra como calcular o multiplicador
de Lagrange. Cada termo —A0f/0q; é acomponente da forca de ligacao se-
gundo q;. No caso do exemplo 8.2, —10f /0y, —Adf/0y> e —A0f/dy3 sdo
os valores da tensao do fio sobre cada um dos 3 blocos, que sao diferentes.
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e ™
Exemplo 8.6
Um bloco de massa m escorrega sobre um plano inclinado de massa
M que tem rodas que lhe permitem deslocar-se livremente sobre uma
mesa horizontal, como mostra a figura. O coeficiente de atrito cinético
entre o bloco e o plano inclinado é y.. Admitindo que a massa das
rodas é muito menor que m e M e que o atrito no eixo das rodas é
desprezavel, encontre as equacoes de movimento do sistema.

q y
o

A J

Resolucdo. Na figura acima ja foram indicados também os dois sistemas
de eixos usados a seguir; 0s eixos s e g estdo fixos a mesa e os eixos x e y
deslocam-se com o plano inclinado.

Este exemplo é semelhante ao exemplo 8.1, mas com uma for¢a nao con-
servativa: atrito cinético entre o bloco e o plano inclinado. Como a forca
de atrito cinético é igual a y¢ R, onde R é a reagdo normal entre o bloco
e o plano, é necessdrio calcular essa reacdo normal. E necessario entao
fazer de conta que o bloco ndo mantém o contacto com o plano inclinado
e que as duas coordenadas x e y podem variar. Nesse caso existem assim
3 graus de liberdade: x, y e s e a equacdo da restricdo que faz com que o
bloco esteja sempre em contacto com o plano inclinado é:

f(x,y,8) = y = constante

Introduz-se um multiplicador de Lagrange A e as 3 componentes generali-
zadas da forca de ligacao sao:

TR T

A
O0x oy 0s

=0

Isso mostra que a forca de ligacdo aponta na direcao do eixo y e o multipli-
car de Lagrange é a propria reagdo normal Ry, entre o bloco e o plano.

Para determinar as componentes das velocidades em funcao das velocida-
des generalizadas (%, y, $), mostra-se a seguir um método diferente do que
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foi usado na resolucdo do exemplo 8.1. O vetor posicdo do centro de massa
do plano inclinado é

Tp=sés+qé,
e a sua derivada € o vetor velocidade do plano inclinado: U, = $é;.

A posicao do bloco em relagdo ao centro de massa do plano inclinado é
Toip=To+tXi+y]

onde 7o é o vetor desde o centro de massa do plano inclinado até a origem
do referencial xy. A posic¢do do bloco em relacdo a mesa € 7, + Fy,/p; cOmMoO
os versores do referencial xy, em relacdo ao referencial sq, sdo

i=cosbé;+sinb e, J=-—sinfé;+cosbé,
entdo a posicdo do bloco, no referencial sq fixo a mesa, é

b =(s+x cosf — ysinf) &

+(g+xsin@+ycos@) é,+T7o
e derivando obtém-se a velocidade do bloco
Up = (§+ X cosf — y sin6) é;+ (X sinf + y cosb) é,

Como a energia cinética de rotacdo das rodas é desprezdvel, a energia
cinética total do sistema é:

M, m,

EC—?U +Evb

2

=25 +% (82 + %% + 7% +25(x cosf — j sin))

2

A altura do bloco, em relacdo a mesa é

PN

h=T7y-é;=q+xsinf+ycos0 + h,

e, ignorando os termos constantes, a energia potencial gravitica do sistema

é
U=mg (xsinf+ycosb)

Neste caso existe uma forca interna que realiza trabalho: a forca de atrito
cinético entre o bloco e o plano inclinado. Para calcular as componentes Q
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da for¢a generalizada hd que ter em conta que na expressao Q; = F-0710q j
o vetor 7 € a posi¢do do bloco em relagdo ao plano inclinado 7y,p,, porque a
forga € interna; usando a expressao dada acima para 7y, as 3 derivadas
parciais sdo 07/0x =i, 07/0y = j e 07/0s = 0. Como a forca de atrito é
Uc Rn 1, as trés componentes da forga generalizada sdo entdo

Qx=pcRni-1=pc Ry Qy=pcRni-j=0 Qs=0

As equacgdes de Lagrange 8.9 para as 3 coordenadas sao

d (0E.\ OE, U af
(ax) ox Tox Mox =&
= m(jé+‘s'cost9+gsm6):yCRn

d (OE 0

_( C) ﬂ—fZQy
de ay oy

= m(j- ss1n9+gcost9) h=0
40k 0k ou_yor_,
dr\ 0s 0s Os

= (M+m)$+m(&cosf—jsin)=

Estas 3 equacdes podem ser resolvidas para encontrar as 2 equacoes de
movimento para ¥ e § em funcao de (x, s, X, §) e a forca de ligacdo Ry,. Para
substituir y, y e j em funcdo das coordenadas e velocidade generaliza-
das (x, s, %, $§) usa-se a equacao da restricao, f(x,y,s) = constante, que
neste caso é y = constante e, portanto, j = 0. Eliminando os termos j nas
equacoes de Lagrange e resolvendo para X, § e R obtém-se

(M+m)gp ..  mgpcosb _ mMgcosf

Sl = o = 8.10
M+ mpsinf S M+mpBsin@ " M+mpsin6 (8.10)

onde f = sinf — u cosf. No caso em que o atrito cinético é desprezado
(e =0), B éigual asinf e as equacdes de movimento sdo as mesmas que
foram obtidas no exemplo 8.1.
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Perguntas

1. Uma barra muito comprida e homogénea, de comprimento L e massa
m, estd a cair para o chdao. No ponto A o coeficiente de atrito esta-
tico é suficientemente elevado para evitar que o ponto A se desloque
enquanto o angulo 0 diminui. Determine a expressao para a energia
cinética da barra, em funcao da velocidade angular 0

2
Pl

1 . 1 .
A. = mlIL26? D. —mL26?

8 4

1 . 1 .
B. - mL26? E. —mL2%6?

6 2

1 )
C. —mlI?6?

12

2. Numa mdquina de Atwood, penduram-se dois blocos nos extremos de
um fio que passa por uma roldana (ver figura); o bloco mais pesado
desce com aceleracdo constante e o bloco mais leve sobe com o mesmo
valor da aceleracdo. Desprezando o atrito no eixo da roldana e a re-
sisténcia do ar e sabendo que as massas dos blocossdo3medmea
roldana é um disco homogéneo com massa 2 m, determine o valor da
aceleracdo dos blocos.

A. gl7 D. 3g/4
B. g E. g/8
C. 7g/8
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3. A energia cinética de uma particula em movimento sobre um cilindro
deraio R é m(R%0%+2%)/2, em que 0 e z sdo as coordenadas da posicao
da particula no cilindro, e a sua energia potencial é az>/2+b6?%/2+c z0,
onde a, b e ¢ sdo constantes. Determine a aceleragdo 6.

_b9+cz Db _b9+az
m mR
bO+cz bO+az
~ mR? " mR?
C. _b9+cz
mR

4. As expressOes para as energias cinética e potencial de um sistema com
dois graus de liberdade, x e 0, sdo: E. =5%° +116% e U = —3x6. Encon-
tre a expressdo para a aceleracao 6.

A. 30/22 D. 3x60/22
B. 3x0/5 E. 3x/5
C. 3x/22

5. As energias cinética e potencial gravitica de um corpo celeste em 6rbita

a volta do Sol sdo dadas pelas expressoes
47’ m

Ee= D022+ U=-
onde m é a massa do corpo, r ardisténcia do Sol ao corpo, 8 um angulo
medido no plano da 6rbita com vértice no Sol, as distancias estao a ser
medidas em unidades astron6micas e o tempo em anos. Encontre a
equacao de movimento para i

A ré_(z_n)z D. r0-@nr)?
. r . 27m)?
- 2 2_ —

B. 120 - (2mr)? E. 70 ( r )

C. r6%- (2—”)2

r
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Problemas

1. No exemplo 8.1, se as massas sdo m=0.6 kge M =2.5kg e o angulo é
0 = 20°, (a) determine os valores da aceleracdo do plano inclinado e do
carrinho em relacao ao plano inclinado. (b) Se num instante inicial o
plano inclinado e o carrinho estdo em repouso, com xy = 20 cm, calcule
o valor da velocidade, relativa ao plano inclinado, com que o carrinho
chega a base do plano inclinado (x = 0) e o tempo que demora. (¢) Na
alinea anterior, calcule o valor da velocidade do plano inclinado quando
o carrinho chega a base do plano inclinado.

2. Cola-se um extremo de um fio num ponto P de uma roldana, enrolando-
o e pendurando um bloco de massa m no outro extremo. O sistema
tem um Unico grau de liberdade, que pode ser a altura y que o bloco
desce. Admita que a roldana é um disco homogéneo com massa igual a
massa do bloco e que a massa do fio, a forca de atrito cinético no eixo
daroldana e a resisténcia do ar sdao desprezaveis. (a) Encontre o valor
da aceleracdo do bloco, em relacdo a aceleracdo da gravidade. (b) Se o
bloco parte do repouso, determine o valor da sua velocidade ap6s ter
descido 50 cm.

3. Uma particula com massa m = 2 kg desloca-se sobre uma calha pa-
rabélica vertical com equacdo y = x?, onde x é medida na horizontal
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e y na vertical (ambas em metros). Como tal, o movimento da parti-
cula tem apenas um grau de liberdade, que pode ser escolhido como a
coordenada x.

(a) Escreva a equagdo da energia cinética em funcio de x.

(b) Escreva a equacao da energia potencial gravitica em funcao de x
(use o valor g = 9.8 m/s?).

(c) Admitindo que sobre a particula ndo atua nenhuma forca nao con-
servativa, use a equacao de Lagrange para encontrar a sua equacao de
movimento.

(d) Encontre os pontos de equilibrio do sistema no espaco de fase, e
determine se sdo estdveis ou instaveis.

O cilindro A na figura tem massa de 36 gramas, o cilindro B tem massa
de 24 gramas e o momento de inércia da roldana dupla é 4.43 x 10~/
kg-mz. A roldana esta formada por dois discos, de raios 5 cm e 8 cm,
colados um ao outro. Cada cilindro esté ligado a um fio com o extremo
oposto ligado a roldana, de forma que o fio enrola-se ou desenrola-se,
sem deslizar sobre a roldana, quando esta roda. (a) Desprezando o
atrito no eixo da roldana e a resisténcia do ar, determine os valores
das aceleracdes de cada cilindro e diga se sdo para cima ou para baixo.
(b) Determine o valores das tensoes nos dois fios.

No sistema representado na figura, a massa das rodas e da roldana e
o0 atrito nos seus eixos podem ser desprezados. (a) Determine as ex-
pressdes para as energias cinética e potencial do sistema, em fun¢do do
angulo 6 e do deslocamento horizontal x do carrinho. (b) Determine
as expressoes da aceleracdo do carrinho e da aceleracio angular 6. (¢)
Encontre o valor do angulo 8 na posicdo de equilibrio do péndulo e diga
se o equilibrio é estdvel ou instavel. (d) Determine o valor da acelera-
¢ao do carrinho, no caso em que o péndulo permaneca na posicao de
equilibrio.
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20c

6. Aroldana fixa no sistema da figura tem massa m e a roldana mével tem
massa 2 m (ambas podem ser consideradas discos uniformes). A massa
do carrinho é 20 m e a massa do cilindro mais o suporte que o liga a
roldana mével é 8 m. Admita que a massa do fio e das rodas do carrinho,
a forca de atrito cinético nos eixos das roldanas e das rodas do carrinho
e aresisténcia do ar sao desprezaveis.

(a) Mostre que, em funcdo da altura y que o cilindro desce, as energias
cinética e potencial do sistema sdo

93 .,
EC=?my U=-10mgy

(b) Determine o valor das aceleracdes do cilindro e do carrinho.

|

<k a
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7.

Um bloco de massa m desce um plano inclinado que faz um angulo 6
com a horizontal. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e plano
inclinado é .. Usando a equacao de Lagrange com um multiplicador,
encontre as expressoes para a reacdo normal do plano sobre o bloco e
da aceleracao do bloco, i (despreze a resisténcia do ar).

y
g
— |

A barra na figura € homogénea, com massa m e comprimento L=2m e
estd apoiada no chdo no ponto A e numa parede no ponto B. No instante
inicial, a barra é colocada em repouso, com angulo inicial 8 = 30°. Se
o chdo e a parede forem muito lisos, as forcas de atrito nos pontos A
e B sdo desprezaveis e a barra desce até que o angulo 8 diminui até 0.
Admita que os pontos A e B permanecem sempre em contacto com o
chdo e a parede, que a resisténcia do ar é desprezavel e que a grossura
da barra é muito menor que o seu comprimento.

|

| |

| X |
(a) Demonstre que em qualquer instante o valor da velocidade do centro
de massa da barra é iguala LO/2

(b) Encontre a expressao da energia cinética em funcao do angulo 6.

(c) Encontre a expressdo da energia potencial gravitica em funcao do
angulo 6.

(d) Encontre a expressado da aceleracdo angular.

(e) Encontre a expressao da velocidade angular.
0
(f) O tempo que a barra demora a cair até o chao é o integral f —_.

/6
Usando a expressdo para 0 obtida na alinea anterior, calcule esse tempo.

(O integral é impréprio e ndo pode ser calculado analiticamente, mas
pode ser calculado numericamente, usando a fun¢do quad_qags do
Maxima.)
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9.

10.

Num péndulo simples, composto por um objeto pequeno de massa
m pendurado por um fio de massa desprezavel e comprimento [, o
ponto onde o fio estd fixo desloca-se para cima e para baixo segundo a
expressdo a cos(b t), onde a e b sdo duas constantes.

(a) Ignorando a resisténcia do ar, determine as expressoes para as ener-
gias cinética e potencial em funcdo do angulo 8 que o péndulo faz com
a vertical.

(b) Determine a equacio de movimento para 6.

(c) Diga para que valores das constantes a e b o ponto de equilibrio 8 =0
é estavel ou instével.

O saltador na figura encolhe o corpo no ponto P, para rodar mais rapida-
mente, e estende-o novamente em Q, para reduzir a rotacdo na entrada
para a 4gua. As alteracdes da velocidade angular sdo consequéncia da
alteracdo do momento de inércia.

(a) Se o momento de inércia do saltador em relacdo ao centro de massa
é I, que depende do tempo, escreva as expressoes para as suas energias
cinética e potencial em funcao da posicao (x, y) do centro de massa e
do angulo de rotagdo 6.

(b) Usando a equacdo de Lagrange para 8, demonstre que o momento
angular, L = [0, permanece constante.

(¢) Se no ponto P mais alto da trajetéria o momento de inércia é 3.28 kg-m?
e a velocidade angular 6 =4 s~! e no ponto Q o momento de inércia é
28.2 kg'm?, determine a velocidade angular do saltador no ponto Q.
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11. A energia potencial gravitica de um corpo celeste de massa m, em
orbita a volta de outro corpo de massa M, é dada pela expressao (ver
problema 2 do capitulo 6):

GMm
r

Ug:_

onde G é a constante de gravitacdo universal e r a distancia entre os dois
corpos. Pode demonstrar-se que as possiveis 6rbitas do corpo celeste
sdo sempre planas; como tal, o movimento orbital tem dois graus de
liberdade que podem ser r e um angulo 8 medido no plano da 6rbita,
com vértice no corpo de massa M. Nesse sistema de coordenadas
polares, o quadrado da velocidade do corpo de massa m é (r262 + i2).

(a) A partir da equacao de Lagrange para 8, demonstre que 0 momento
angular

L=mr%0
do corpo de massa m, em relacdo ao corpo de massa M, permanece
constante.

(b) Encontre a equacao de movimento para i’ e mostre que depende
unicamente de r e 7 e ndo de  nem de 6.
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Respostas

Perguntas: 1. B. 2. E. 3. B. 4. C. 5. C.

Problemas

1.

(a) ¥=-4.043 m/s* e §=0.735 m/s?

(b) x=-1.272m/s, At=0.315s.

(c) $=0.231m/s.

(a)2g/3 (b)2.56 m/s.

x (4X%*+19.6)
4x2+1

(d) Existe um tnico ponto de equilibrio, na origem, que é estavel.

(@) Ec=i* (4x*+1) (b) Ug=19.6x* (c)X=-—

. (a) ap =0.2409 m-s~2, para cima, ag = 0.3855 m-s~2, para baixo.

(b) A tensdo no fio ligado ao cilindro A é 0.362 N e a tensdo no fio ligado
ao cilindro B € 0.226 N.

(a) Em unidades SI,
E.=3.03%%+0.00126% - 0.012 X6 cosf

2450 - 147 cosfOsinf —36%sin6
B 15(101 — cos2 )

b 2450cos0 — 14847sin0 — 3602 cosOsin0
B 3(101 —cos26)
(c) 9.37°, estavel. (d)1.617 m/s?.

U=-98x-0.1176cosf (b) X

6. (b) Cilindro: 10g/93 = 1.05 m/s?. Carrinho : 20 g/93 =~ 2.11 m/s?.

7. Rp=mgcosh, i=-g(sinf— pccosh)

8. (a) A posicdo do centro de massa é (x i+ y j)/2 e a velocidade do centro

de massa é a derivada dessa expressao. Substituindo x = Lcosf e y =
L sinf obtém-se o resultado.

15 L ) 5 38
(b)GmLH (c)zmgsmO (d)o = 2L(:ost9

- 38 (1 _g
(e)0= T (2 smH) (f)0.3977s.

(a) Energia cinética:

m (12 02+ a’b? sin®(bt) —2abl0sind sin(b 1)
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10.

11.

Energia potencial: m g (acos(bt)— [ cos8)
o in0
(b)0 = % (ab*cos(bt) - g)
(c) Se |alb? < g, o equilibrio é estdvel, caso contrario, o equilibrio é
instavel.

1 .
(@) Ec:%(x2+y'2)+5192, U=mgy
d(o .
(b) % =0, que implica 6 = constante.
(c)0.465s7!
d . .
(a) A equacio de Lagrange é: 1 (mr?6) =0, que implica m r?6 cons-
tante.

L2

(b) ¥ = — 33 onde L, m, G e M sdo constantes.
mer r



