3. Movimento curvilineo

As fortes aceleracdes sentidas numa montanha russa nao sdo devidas ape-
nas aos aumentos e diminuicées de velocidade, mas sdo causadas também
pelo movimento curvilineo. A taxa de aumento da velocidade é apenas
uma das componentes da aceleracao, a aceleracdo tangencial. A outra
componente da aceleracdo depende da velocidade e do raio de curvatura
da trajetéria como se demonstra neste capitulo.
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3.1. Versor tangencial

Em cada ponto de uma trajetéria pode definir-se um versor tangencial é;,
na direcdo tangente a trajetdria e no sentido em que a posi¢do s aumenta.
A figura 3.1 mostra o versor tangencial em trés pontos A, B e P de uma
trajetoria.

Figura 3.1.: Versor tangencial é; em trés pontos da trajetoria.

Observe-se que no ponto P existem dois versores tangenciais. Um deles é
tangente a curva entre B e P e 0 outro é tangente a curva entre P e Q. O vetor
velocidade de um corpo que segue essa trajetoria serd sempre na mesma
direcao do versor tangencial (o sentido pode ser o mesmo ou oposto).
Nos pontos como P, onde existem dois vetores tangenciais, a velocidade é
necessariamente nula; o corpo fica momentaneamente em repouso nesse
ponto, comecando logo a deslocar-se em outra direcao diferente a que
seguia antes de parar.

nNos pontos onde a velocidade ndo é nula, existe sempre um tnico ver-
sor tangencial é;, que define a direcao do vetor velocidade. Ou seja, a
velocidade vetorial pode ser escrita,

v=vé 3.1

Conforme referido no capitulo 2, a velocidade vetorial U € igual a derivada
do vetor posicao 7
d7

i (3.2)

U=
O vetor posicdo 7 nao tem de ter nenhuma relagdo com o versor tangen-
cial, ja que 7 depende do ponto que esteja a ser usado como origem do
referencial (ver figura 3.2). No entanto, o vetor deslocamento d 7 sim é
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independente da escolha da origem e, assim sendo, a equacao 3.2 garante
que o vetor velocidade é independente da escolha da origem do referencial.

Figura 3.2.: Deslocamento vetorial entre duas posicoes 7 e ¥ + AT.

Se AT for o vetor deslocamento durante um intervalo de tempo At (fi-
gura 3.2), a distdncia percorrida durante esse intervalo, |As|, € sempre
maior ou igual que o médulo de A¥. A distancia percorrida é medida so-
bre a trajetéria, enquanto que o médulo do deslocamento é medido no
segmento de reta entre os pontos inicial e final.

O médulo de A7 s6 é igual a As quando a trajetéria é reta, com versor
tangencial constante. No limite quando A ¢ for muito pequeno, os dois
pontos estardo muito préximos na trajetdria e, assim sendo, a direcao de A ¥
serd aproximadamente a mesma dire¢do do versor tangencial e o médulo
de A7 serd aproximadamente igual a |A s|; isto €, o vetor deslocamento é
aproximadamente igual a A s &. A derivada do vetor posicao é entdo,

47 jim A7 i 255295, (3.3)
dt ar—0 At a0 At~ dt " '
E, substituindo na equacao 3.2, obtém-se,
U=35é (3.4)

O valor da velocidade, em qualquer movimento, é sempre igual a derivada
da posicdo na trajetoria, s, em ordem ao tempo. Este resultado explica
porqué no capitulo 1 denominou-se “velocidade” a derivada $, ja que $ ndo
é apenas uma componente da velocidade mas sim o valor da velocidade.
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3.2. Versor normal

A aceleracdo vetorial d é igual a derivada da velocidade em ordem ao tempo
e, como tal, derivando o lado direito da equacdo 3.4 obtém-se a expressao
da aceleracao em relacao ao versor tangencial:

G=— =§8+5§— (3.5)
t t

Observe-se que a derivada do vetor tangen-

cial ndo € nula, porque esse vetor ndo € ne-

cessariamente igual em diferentes instan- é (A) A&,

tes. A figura 3.3 mostra como calcular a de-

rivada de é&;. Deslocando os dois versores Af R
tangenciais dos pontos A e B da figura 3.1 é. (B) ]

para um ponto comum, o aumento de &

no intervalo desde A até B é o vetor A¢, Figura3.3.:Variacao do ver-
que une os dois vetores. sor tangencial.

Sendo o médulo de & igual a 1, os dois
versores é; na figura 3.3 descrevem um arco de circulo com raio 1 e angulo
A@. Se o angulo for medido em radianos, o comprimento desse arco sera
igual a A@. Se o intervalo de tempo A ¢ for aproximadamente zero, os dois
pontos considerados, A e B, estardo muito préximos na trajetéria, o vetor
A é; serd perpendicular a trajetoria e o seu mddulo serd aproximadamente
igual ao arco de circulo A8; conclui-se que a derivada de é; é,
de_ 2% i A—HAnzéén (3.6)
dt ar—0 At At—0 At
em que é, é o versor normal, perpendicular a trajetéria, e § é a velocidade
angular. Substituindo essa derivada na equacao 3.5, obtém-se a expressao
para a aceleracao:

a=5é+50é, (3.7)

Concluindo, a aceleracdo é um vetor com componentes tangente e normal
(perpendicular) a trajetéria. A componente na direcado tangente, a; = §, é a
aceleracdo tangencial ja introduzida no capitulo 1. A componente normal
da aceleracdo é igual ao produto do valor da velocidade $ pelo valor da
velocidade angular 6,

an = $6 (3.8)
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Tendo em conta que os versores é; e &, sdo perpendiculares em todos os
pontos da trajetdria, a equacdo 3.7 implica que o médulo da aceleracao,
|dl, € o comprimento da hipotenusa de um tridngulo retdngulo em que os
catetos sdo as componentes tangencial e normal da aceleracdo; o teorema
de Pitagoras para esse tridngulo € entao,

a’ = a? +a? (3.9)

O angulo de rotacao do versor tangencial, A6, é também igual ao angulo de
rotagdo do versor normal é,. A figura 3.4 mostra os versores normais nos
mesmos pontos da trajetéria mostrados na figura 3.1. Observe-se que no
ponto A existem dois versores normais, com a mesma direcao mas sentidos
opostos, porque a trajetéria curva-se para cima antes do ponto A, mas a
partir do ponto A comeca a curvar-se para baixo. Esse tipo de ponto, onde
o sentido da curvatura muda, chama-se ponto de inflexao.

Figura 3.4.: Versores tangencial e normal em alguns pontos da trajetoria.

No ponto P da figura 3.4 existem duas dire-
¢Oes normais, porque, como foi discutido na
secc¢do anterior, existem dois versores tan-
genciais. Em qualquer ponto o versor nor-
mal aponta no sentido em que a trajetéria
se curva, excepto no caso de uma trajetéria
retilinea, em que existem infinitos versores
perpendiculares ao versor tangencial é;.

A figura 3.5 mostra o versor normal no ponto
inicial A (no instante t;) e o ponto final B
(no instante t; + A t) durante um intervalo Figura 3.5.: Raio de

de tempo At. Se At é muito pequeno, as curvatura.
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direcdes dos dois versores cruzam-se num ponto comum C. As distancias
desde C até os pontos A e B sdo diferentes (Ra e Rg), mas serdo iguais no
limite A t — 0, em que o ponto C aproxima-se do centro de curvatura da
curva. A distancia desde o centro de curvatura num instante e o ponto da
trajetoria, nesse mesmo instante, é o raio de curvatura, R, da trajetéria.

Em cada ponto da trajetéria existem um centro e um raio de curvatura.
Cada percurso infinitesimal de comprimento d s pode ser aproximado por
um arco de circunferéncia de raio R e angulo d 6; a distancia percorrida é o
comprimento desse arco, d s = Rdf. Assim sendo, conclui-se que o valor
da velocidade angular é,

AGO As

0 = lim :Alim — = (3.10)

I $
1 — f—
At—0 At —0 RAt R
Ou seja, em cada ponto da trajetéria a velocidade angular @ é igual ao valor
da velocidade, $, dividida pelo raio de curvatura R nesse ponto. Usando
este resultado, a componente normal da aceleracao, ay, pode ser escrita

do modo seguinte

an = R (3.11)

O versor normal e a componente normal da aceleragdo, apontam sempre
no sentido do centro de curvatura. Como tal, a componente normal da
aceleracao, a,, também costuma chamar-se aceleracao centripeta.

Observe-se que a aceleracdo tangencial, §, pode ser positiva ou negativa,
mas a aceleracao normal, ou centripeta, é sempre positiva, porque o pro-
duto $6 = v/ R é sempre positivo (s e § ambos aumentam, se 0 movimento
é no sentido do versor tangencial, ou ambos diminuem se o movimento é
no sentido oposto).
e A
Exemplo 3.1
A posicdo de uma particula, em funcao do tempo ¢, é dada pela ex-
pressao (SI):

=~

3 .
:5ti+§t2j+2(1—t2)k

Determine a expressao para o raio de curvatura da trajetéria em funcao
do tempo e calcule o raio de curvaturaem t =0e t = 1.

J

Resolucao: Para determinar a expressao do raio de curvatura é necessario
saber as expressdes do valor da velocidade e da componente normal da
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aceleracao, em func¢do do tempo. Essas expressdes podem ser obtidas a
partir da velocidade e da aceleragcdo. Usando o Maxima calculam-se esses
vetores do modo seguinte

(%11) vetor_r: [b*t, 3*t~2/2, 2+(1-t~"2)]$

(%1i2) vetor_v: diff (vetor_r, t);

(%02) [5,3¢t, —41]

(%13) vetor_a: diff (vetor_v, t);

(%o3) [0, 3, —4]

Designando por v e a, os mdédulos desses vetores, iguais a raiz quadrada do
produto escalar de cada vetor com si préprio (o produto escalar no Maxima
obtém-se colocando um ponto entre os vetores) obtém-se:

(%i4) v: sqrt (vetor_v.vetor_v);
(%04) V2512 +25
(%15) a: sqrt (vetor_a.vetor_a);

(%05) 5

Observe-se que o médulo da aceleracgdo é constante, o que implica uma
trajetoria parabdlica ou linear. Para calcular a componente normal da
aceleracao, calcula-se primeiro a componente tangencial da aceleracdo, v,

(%i6) at: diff (v, t);
25t

V2512 425

e, usando a equacdo 3.9, obtém-se a componente normal da aceleracdo:

(%06)

(%1i7) an: ratsimp (sqrt (a”2 - at~2));
5

Vi2+1

As componentes tangencial e normal da aceleracdo dependem do tempo,
embora o valor da aceleracao seja constante; isso ja aponta para o facto de
que a curvatura da trajetéria nao serd constante e, como tal, a trajetéria
serd parabdlica. Usando a equacgdo 3.11 determina-se a expressao do raio
de curvatura:

Cho)
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(%i8) R: ratsimp (v~2/an);

(%08) Vi2+1 (562 +5)

Nos instantes t =0 e ¢ = 1 os raios de curvatura sao,

(%i9) subst (t=0, R);
(%09) 5
(%i10) float (subst (t=1, R));

(%010) 14.14

3.3. Movimento circular

No caso em que o raio de curvatura R é constante e o centro de curvatura
permanece fixo, a trajetéria € uma circunferéncia e o movimento é circular,
como no caso ilustrado na figura 3.6. Para determinar a posicdao em cada
instante, basta um tnico grau de liberdade, que pode ser a posicdo na
circunferéncia, s, ou o angulo 6.

Figura 3.6.: Duas posi¢Oes numa trajetéria de um movimento circular.

A relagdo entre o dngulo e a posi¢do na trajetéria, se a origem usada para
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medir as duas e o sentido positivo sdo os mesmos (ver figura 3.6), é

(3.12)

Sendo R constante, derivando os dois lados da equag@o anterior obtém-se,

(3.13)

em que w = 0 é a velocidade angular. A equacdo 3.13 é a mesma equa-
¢ao 3.10, que aqui foi obtida no caso particular do movimento circular, em
que R é constante, mas trata-se de uma equacao geral, vidlida em qualquer
movimento. Derivando os dois lados da equacgao 3.13 em ordem ao tempo

obtém-se,
an

onde a = w é a aceleracao angular. A aceleracdo centripeta é dada pela
equacao 3.11, que pode ser escrita também em func¢do do valor da veloci-
dade angular,

an:Rw2: v (3.15)

No caso particular em que a velocidade angular é constante, a velocidade

linear também serd constante, as aceleracdes angular e tangencial serdo

nulas e o movimento chama-se movimento circular uniforme. Nesse caso,

como a velocidade angular é constante, a derivada 6 pode calcular-se

dividindo o 4ngulo num intervalo de tempo qualquer, pelo valor desse
intervalo de tempo:

AB

w=—

At

Num intervalo de tempo igual ao periodo, T, do movimento circular uni-
forme, o angulo corresponde a uma volta completa, AG =27, e a equagao
anterior conduz a uma expressao para o periodo,

(3.16)

_2n

T (3.17)

w

A frequéncia de rotacdo, f, igual ao inverso do periodo, é o nimero do
voltas que o ponto d4 por unidade de tempo.

A relagdo entre o dngulo de rotacdo 6 e os valores da velocidade angular w
e da aceleracdo angular a, é anédloga a relacdo entre a posicdo na trajetoria,
s, o valor da velocidade, v, e a aceleracdo tangencial, a;,

dw

:9 = =W — 3.18
w a=w a wd@ ( )
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Estas sdo as equacgdes cinemadticas para o movimento de rotacao, que po-
dem ser resolvidas usando os mesmos métodos usados no capitulo 1. As
equacdes 3.12, 3.13 e 3.14 mostram que as varidveis cinemadticas de transla-
¢do (s, v, ay) sdo todas iguais ao produto da respetiva varidvel cinemaética
de rotacao, (0, w, a), pelo raio de curvatura R.

3.4. Rotacao dos corpos rigidos

O corpo rigido na figura 3.7 estd em movimento. Dois pontos a e b, nas
posicoes 7, e 7, tém velocidades 7, e U, no mesmo instante . Se 0 movi-
mento do corpo fosse de translacdo sem rotacao, as velocidades de todos os
pontos deviam ser todas iguais, a cada instante, e, como tal, as trajetorias
de todos 0s pontos no corpo seria a mesma curva. Como vimos no capitulo
1, nesse caso bastava estudar o movimento de um ponto qualquer no corpo.

Figura 3.7.: Corpo rigido em movimento.

Como as velocidades dos pontos a e b na figura 3.7, sdo diferentes, conclui-
se que o movimento ndo é de translagdo. A posicdo do ponto b relativa ao
ponto a, é 7,4 = Tp — T'a, qUe NA0 permanece constante, ja que os pontos a
e b estdo a deslocar-se em diferentes dire¢oes e com rapidez diferente. No
entanto, o médulo dessa posicao relativa,

ITb/al = V/ To/a* Tora (3.19)
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devera permanecer constante, porque o corpo é rigido. Como tal, a sua
derivada em ordem ao tempo devera ser nula:

1

— (Ub/a*To/a+ To/a* Upbja) =0 (3.20)
2 |rb/a|

onde, 7/, € a velocidade do ponto b, relativa ao ponto a, igual a derivada
de 7/, em ordem ao tempo. A equacio anterior implica:

Ubja*Tora=0 3.21)

Esse resultado € geral para quaisquer dois pontos a e b no corpo rigido,
permitindo concluir que:

A velocidade relativa entre dois pontos num corpo rigido é sem-
pre perpendicular a posicdo relativa entre eles.

Visto desde um ponto a, o ponto b permanecerd sempre a mesma distancia,
'h/a, deslocando-se na superficie da esfera de raio ry,/,, com centro em a
(figura 3.8). Todos os outros pontos no corpo rigido deslocam-se em esferas
com centro em a, e com diferentes raios.

Figura 3.8.: Posicdo e velocidade relativas a um ponto no corpo rigido.

A cada instante ¢, a velocidade de b relativa ao ponto a é tangente a uma
circunferéncia na superficie da esfera de raio ry,,; essa circunferéncia po-
derd ter raio igual a r,;, ou menor (figura 3.9). Outro ponto c, que esteja a
mesma distancia de a, r¢/5 = 1,4, devera ter velocidade tangente a outra
circunferéncia paralela a circunferéncia de b. Se assim nio fosse, a distan-
cia entre b e c estaria a variar, que ndo é possivel porque o corpo é rigido.
E o sentido do movimento dos dois pontos b e c, nessas circunferéncias,
deveré ser o mesmo (sentido de rotacao indicado na figura 3.9).
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rotacao

Figura 3.9.: Movimento de dois pontos, b e ¢, a mesma distancia do ponto
a.

Como os planos em que se deslocam os pontos b e ¢, em relacao ao ponto
a, sdo paralelos, as duas circunferéncias na esfera podem ser projetadas
num mesmo plano, chamado plano de rotacdo, com centro no ponto a,
como mostra a figura 3.10. Todos os outros pontos a mesma distancia terdo
velocidades tangentes a circunferéncias com centro em a e raio menor ou
igual que o raio da esfera, r,;;. Em particular, existirao dois pontos z e
Z', na intersecdo da esfera com a reta perpendicular ao plano de rotacao
passando pelo centro a, que estdo em repouso em relacdo ao ponto a
(Uz7a = Uyya = 0). Como tal, a velocidade dos pontos no eixo de rotacao é a
mesma: U, = Uy = Uy

A reta que passa por a e z é o eixo de rotacdo do corpo rigido. Qualquer
outro ponto no corpo rigido, que ndo esteja no eixo de rotacio, tera veloci-
dade relativa tangente a alguma circunferéncia com centro em a, no plano
de rotagdo. O angulo d 6, que se deslocam todos esses pontos, durante um
intervalo d ¢, deverd ser exatamente o mesmo, para garantir que a distancia
entre todos eles permanece constante. A velocidade angular do corpo
rigido é:

_do

“Tar

(3.22)

Como tal, o valor da velocidade relativa de b, ou de qualquer outro ponto,
é igual a sua distancia até o eixo de rotacao, vezes a velocidade angular do
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Figura 3.10.: Movimento dos pontos b e ¢ no plano de rotacao, em relacio
ao ponto a.

corpo:
Vpja=Rphw (3.23)

onde Ry, é a distancia desde o ponto b até o eixo de rotacdo que passa pelo
ponto a.

O movimento do corpo rigido é entdo a sobreposi¢do do movimento dum
ponto qualquer nele (no nosso caso a), mais rotacdo em torno de um eixo
que passa por esse ponto. Se em vez do ponto a fosse escolhido outro
ponto d, o eixo de rotagdo teria exatamente a mesma direcdo, mas passaria
por d. A velocidade angular seria exatamente a mesma do que em relacdo
ao ponto a, e o movimento do corpo seria a sobreposi¢do do movimento
do ponto d, mais rotacdo em torno do eixo de rotacdo que passa por d. Em
diferentes instantes a dire¢do do eixo de rotagdo, e a velocidade angular,
podem ser diferentes, mas a cada instante o eixo e a velocidade angular
sdo os mesmos, independentemente do ponto usado como referéncia.
Resumindo,

A cada instante existe uma diregdo no espago (eixo de rotacdo)
tal que se a posigdo relativa entre dois pontos num corpo rigido
for paralela a essa diregdo, as suas velocidades serdo iguais. A
velocidade relativa entre dois pontos num corpo rigido, dividida
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pela distancia entre um deles e o eixo de rotacdo que passa pelo
outro, é igual a velocidade angular w do corpo nesse instante.

Exemplo 3.2

A figura mostra um mecanismo biela-manivela, usado para transfor-
mar movimento circular em movimento retilineo ou vice-versa. A
manivela é a barra OQ, que roda a volta de um eixo fixo no ponto
O, e a biela é a barra PQ, que liga a manivela a um pistdao P que s6
pode deslocar-se na horizontal. No instante em que a manivela faz
um angulo de 40° com a horizontal, na posi¢ao que mostra a figura,
a velocidade do ponto P é 60 cm/s, para a esquerda. Determine as
velocidades angulares da biela e da manivela, nesse instante, sabendo
que OQ éigual a 7.5 cm e PQ é igual a 20 cm.

Q

40° p—

A /

Resolucdao. Como o ponto O estd fixo, a velocidade do ponto Q é a mesma
velocidade de Q relativa a O, que deve ser perpendicular a barra OQ, porque
os dois pontos fazem parte da manivela, que é um corpo rigido. Como tal,
a velocidade g do ponto Q faz um angulo de 40° com a vertical, como
mostra a figura seguinte:

Como o ponto Q também faz parte da biela PQ, a velocidade #ig,p, do ponto
Q, relativa ao ponto P, devera ser perpendicular ao segmento PQ. O angulo
B que faz com a vertical é o mesmo angulo que o segmento PQ faz com a
horizontal. Esse angulo pode ser determinado usando a lei dos senos no
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triangulo OPQ:

. 0Qsin40°  7.5sin40°
sinf = — = =0.2410
PQ 20

Como tal, f=13.95°. Os valores das velocidades do ponto Q, relativas aos
pontos O e Q, serdo iguais as velocidades angulares das barras, vezes os
seus comprimentos (usaremos distancias em cm e velocidades em cm/s):

vQ =7.5Wm vqQ/p = 20wy

onde wp, é a velocidade angular da manivela e wy, é a velocidade angular
da biela. Observe-se que na figura acima, estamos a admitir que wy, é no
sentido oposto aos ponteiros do relégio e wy, € no sentido dos ponteiros do
relégio.

Em coordenadas cartesianas, com eixo dos x horizontal, de esquerda para
direita, e eixo dos y vertical, de baixo para cima, as componentes da veloci-
dade do ponto Q sdo:

Uq =7.50m (—sin40° i + cos40°}) = wm (—4.821+5.75 ) (3.24)

Mas a velocidade do ponto Q pode também ser calculada somando a
velocidade do ponto B, ip = —60 17, mais a velocidade de Q relativa a P:

Uq=-601+20wp (sinfi+cospf})
= (4.82wp —60) 1+ 19.40p ] (3.25)

Igualando as componentes das duas expressoes 3.24 e 3.25, encontram-se
as velocidades angulares:

om=9.603s""  wp,=2.843s7!

Observe-se que as duas velocidades angulares obtidas resolvendo as equa-
¢des tém sinais positivos, o que indica que os sentidos que admitimos na
figura estdo corretos. Podiamos ter admitido sentidos opostos, mudando
na figura o sentido das velocidades de Q relativas a O e P, e o resultado teria
dado valores negativos para as velocidades angulares, indicando que os
sentidos ndo eram os corretos.
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3.5. Vetores velocidade angular e aceleracao
angular

E conveniente definir a velocidade angular como um vetor @, na direcdo do
eixo de rotacao, tal como se mostra na figura 3.11. O vetor & tem médulo
igual ao valor absoluto da velocidade angular, w, direcao paralela ao eixo
de rotacdo e sentido segundo a regra da mao direita para a rotacdo, ou seja,
imaginando um sistema de eixos cartesianos em que o eixo dos z aponta
na direcdo e sentido de @, o corpo rigido roda de forma a que o eixo dos
x se aproxime do eixo dos y. Também pode fechar-se o punho direito e
estender o dedo polegar apontando no sentido de @ e o sentido de rotacdo
é o sentido em que se curvam os outros 4 dedos.

W

Figura 3.11.: Vetores velocidade angular e posicao.

A vantagem de usar um vetor € que @ contem a informacao da velocidade
angular w, direcao do eixo de rotacao e sentido da rotagdo. A equacgdo 3.23
pode ser escrita de forma vetorial. Se 7 for a posicao relativa de um ponto
qualquer no corpo, em relagdo ao ponto de referéncia, a distancia R desde
o ponto até o eixo de rotacdo que passa pelo ponto de referéncia, é igual
a r sin¢, onde ¢ é o angulo entre os vetores w e 7 tal como mostra a fi-
gura 3.11. O mé6dulo da velocidade relativa do ponto é ent3o:

|v] = |w| 7 sing (3.26)

O vetor velocidade relativa, 7/, do ponto na posicao relativa 7 é perpendicu-
lar aos dois vetores @ e 7 e o seu médulo € igual ao produto dos médulos
desses dois vetores, vezes o0 seno do dngulo entre eles. Essa é precisamente
a definicdo do produto vetorial entre os vetores @ e 7, que vamos denotar
com o operador x. Avelocidade é entdo o produto da vetorial da velocidade
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angular vezes o vetor posicao:

V=0xT (3.27)

Observe-se que, por definicao, o produto na equacao 3.27 é um vetor no
sentido da regra da mao direita, desde o primeiro vector, @, até o segundo,

-

r.

O movimento circular dum ponto, em relacdo ao ponto de referéncia,
com raio R e velocidade angular w, implica aceleracdo tangencial Rw e
aceleracdo centripeta R? w. Mas a o vetor aceleracio relativa pode também
ser obtido derivando o vetor velocidade relativa (equacao 3.27):

Zl:—xr+a)><—t (3.28)

A derivada do vetor velocidade angular é outro vetor &, chamado acele-
racao angular, e a derivada do vetor posic¢do relativa é o vetor velocidade
relativa, dado pela equacdo 3.27. A expressao vetorial da aceleracao relativa

2

e:

A=0AXT+Ox(@DxT) (3.29)

O primeiro termo € a aceleracao tangencial e o segundo termo a aceleragao
normal ou centripeta.

3.5.1. Produto vetorial

O produto vetorial entre quaisquer dois vetores A e B é outro vetor C =
A x B, com médulo igual ao produto dos médulos de A e B e o seno do
angulo entre eles. Em particular, o médulo do produto vetorial @ x 7 é
lw| r sin¢. A figura 3.11 mostra o angulo ¢ entre os vetores; note-se que
sin ¢ é sempre positivo, porque ¢ estd entre 0 e . O produto r sin¢ éigual a
R, j& que essa distancia é medida no plano de rotacao, que é perpendicular
ao vetor @. Assim sendo, o médulo de @ x 7 éigual a R |w|, que é igual ao
moédulo de 7.

A direcdo de C = A x B é perpendicular ao plano formado por A e B, se-
guindo a regra da mao direita de A para B: com o punho da mao direita
fechado e o polegar estendido, se os outros quatro dedos rodam no sentido
de A para B, entdo o dedo polegar indica o sentido de C. A figura 3.11
mostra o plano formado por @ e ¥, que é perpendicular ao plano xy, de
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modo que a direcdo de @ x 7 é paralela ao plano xy e perpendicular ao
plano de @ e 7; o sentido de & x 7 obtém-se pela regra da mao direita de &
parart.

O produto vetorial ndo é comutativo; ou seja, A x B e B x A nao sdo iguais
porque tém o mesmo moédulo e a mesma direcdo, mas sentidos opostos.
Sendo o angulo de um vetor con31go préprio zero, o produto A x A é nulo.
Em particular, i x i = j x j = k x k =0. O produto vetorial de dois versores
perpendiculares é outro versor perpendicular ao plano deles; é facil con-
ferirque ix j =k, j x k=1e k xi=j. Usando estas propriedades e a lei
distributiva do produto vetorial, obtém-se uma expressdo para o produto
A x B em funcdo das componentes cartesianas dos vetores

AxB (Axl+Ay]+Azk)X(Bxl+By]+sz)
=(AyB;—A;By)i+(A;Bx— AxB;) j+ (AxBy— Ay By) k (3.30)

resultado esse que pode ser escrito de forma mais compacta através de um
determinante:

ik
AxB=|Ay A, A, 3.31)
B. By, B,

Observe-se que na figura 3.11 o tridngulo sombrejado tem base igual a
|w| e altura igual a R; assim sendo, a sua érea é igual a metade do mddulo
do produto vetorial da velocidade angular pelo vetor posi¢ao: |@ x 7|/2 =
R|w|/2. Em geral,

A drea do tridngulo formado por dois vetores com origem co-
mum é igual a metade do modulo do produto vetorial dos veto-
res.

3.5.2. Rotacao plana

Quando a direcdo do eixo de rotacdo permanece sempre igual, diz-se que a
rotacdo do corpo rigido é plana. Nesse caso o plano de rotacdo é sempre o
mesmo e pode ser definido como o plano xy. Como tal, o vetor velocidade
angular é:

d=wk (3.32)

em que w pode depender do tempo, e a sua derivada é @ = @w. O vetor
aceleracdo angular estard também na mesma direcao do eixo de rotacao:

=—ak (3.33)
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O vetor posicdo relativa de um ponto qualquer no corpo é 7 = xi+yj+z k.
Os produtos vetoriais nas equacoes 3.27 e 3.29, em coordenadas cartesia-
nas (equacao 3.31), conduzem as seguintes expressoes para a velocidade
relativa e as componentes tangencial e normal da aceleracgao relativa:

v=w(xj-yi) (3.34)

de=a(xj-yi) dn=-0*(xi+y]) (3.35)

Como tal, a coordenada z do ponto nao interessa. Basta apenas saber a
posicdo da sua projecdo no plano xy (plano de rotacao):

-

R=xi+yj (3.36)

e o médulo desse vetor, R, é a distancia desde o ponto até o eixo de rotacao.
e D
Exemplo 3.3

Cola-se um extremo de um fio numa roldana com raio de 5 cm, enrolanda
o e pendurando um bloco do outro extremo (ver figura). No instante
inicial o bloco e a roldana estdo em repouso e o ponto P da roldana
encontra-se a mesma altura do seu centro C. O bloco comeca a descer,
com aceleracdo constante de valor igual a g/4. Determine a velocidade

e a aceleracdo do ponto P, dois segundos apds o instante inicial.

A J

Resolucao. O eixo de rotacdo da roldana é perpendicular ao plano da
figura, e permanece fixo. Como tal, a rotacao da roldana é uma rotacao
plana e o plano de rotacao é o plano da figura, que designaremos de plano

xy.
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O ponto de referencia pode ser qualquer ¥y
ponto na roldana, mas como os pontos no
eixo da roldana estdo em repouso, neste

caso € conveniente escolher como ponto R |C

de referéncia o ponto C no centro da rol- 9 X
dana. Em func¢do dos eixos definidos na \ZJ
figura ao lado, a posicdo do ponto B, ap6s P

aroldana ter rodado um angulo 6 desde a
posicao inicial, é:
Rp=—R (cos@i+sin0 j) (3.37)

Para calcular a velocidade do ponto B, é necessdria também a velocidade
angular, que pode ser obtida a partir do valor da velocidade do bloco. Para
encontrar uma expressao para o valor da velocidade do bloco, integra-se a
equacao v, = a;

. _ 8 gt

Vp = Z - Vp = T
Como todos os pontos do fio tém esse mesmo valor da velocidade e os
pontos da superficie acompanham o movimento do fio, esse serd também
o valor da velocidade dos pontos na superficie da roldana e o valor da
velocidade angular da roldana serd v, /R = g t/(4 R). A rotacdo é no sentido
anti-horério (velocidade angular positiva), com velocidade angular:

A velocidade do ponto P obtém-se a partir da equagdo 3.34 para rotacao
plana (ou simplesmente derivando a expressao 3.37, tendo em conta que a
derivada de 6 é w):

t
Up = %(sin@i—cos@j)

Observe-se que a equacao 3.34 d4 a velocidade relativa do ponto, mas neste
caso, em que o ponto de referéncia estd em repouso, a velocidade relativa é
a mesma velocidade absoluta.

A aceleracdo angular é a derivada da velocidade angular em ordem ao
tempo,



3.6 Movimentos de translagdo e de rotagdo dependentes 85

e as componentes da aceleracao do ponto P obtém-se a partir da equa-
¢d0 3.35 (ou derivando a expressado da velocidade do ponto P):
2 .2
~ _8,. n- N = _ 81 NN
dy = =(sinf1—cosf dn = =——(cosfi+sind
t=5 ( 7)) an 16R ( 7
Para encontrar a expressao para 8 em funcao do tempo, integra-se a equa-
ciof=w,comt;=0e6; =0
. gt 1
g8t _ g-&C
4R 8R
substituindo os valores de t = 2, R = 0.05 e g = 9.8, em unidades SI, obtém-
se a velocidade e a aceleracdo nesse instante,

Dp=-2.811+4.015]  dp=-394.81—273.3]

3.6. Movimentos de translacao e de rotacao
dependentes

Numa roda em movimento sobre uma superficie, sem derrapar, o angulo
de rotacao e o deslocamento da roda estao relacionados. Na figura 3.12,
uma roda de raio R desloca-se para a direita, sobre uma superficie, sem
derrapar.

I S I

Figura 3.12.: Roda que se desloca rodando sem derrapar.

Num instante inicial um ponto P da roda estd em contacto com a super-
ficie; ap6s alguns instantes, a roda rodou um angulo 6 e o centro da roda
percorreu uma distancia s. O arco de circunferéncia R0 deverd ser igual
a distancia percorrida s, ja que todos 0os pontos nesse arco estiveram em
contacto com pontos da superficie.

s=R6 (3.38)
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derivando os dois lados da equacao, obtém-se a relacado entre a velocidade
do centro C e a velocidade angular,

v=Rw (3.39)

e derivando novamente, observa-se que a aceleracdo de tangencial de C é
igual ao produto do raio pela aceleracdo angular:

a=Ra (3.40)

No caso das roldanas, se a roldana roda sem o fio derrapar sobre a sua
superficie, os pontos na superficie da roldana terdo a mesma velocidade do
fio e subtraindo a velocidade do centro da roldana obtém-se a velocidade
do ponto na superficie da roldana, relativa a roldana; o valor dessa veloci-
dade relativa, dividido pelo raio da roldana, devera ser igual a velocidade
angular da roldana.

4 I\
Exemplo 3.4

A roldana fixa no sistema da figura tem raio de 3 cm e a roldana mével
tem raio de 5 cm. Calcule o valor da velocidade do carrinho e das velo-
cidades angulares das roldanas, no instante em que o cilindro desce
com velocidade de valor 1.5 m/s, admitindo que o fio nao derrapa nas
roldanas.

|

b <k
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Resolucao. Este sistema ja foi estudado na seccao 2.5 onde mostrou-se
que o valor da velocidade do carrinho é o dobro da velocidade do cilindro.
Assim sendo, o valor da velocidade do carrinho é 3 m/s.

Na roldana fixa, o valor da velocidade dos pontos na superficie sera o
mesmo que no carrinho, 3 m/s e, como tal, o valor da velocidade angular
da roldana fixa é,
01 = ——=1005"!
0.03

O centro da roldana mével também desce a 1.5 m/s. No ponto da sua super-
ficie, no lado direito, o fio estd estético e, assim sendo, esse ponto desloca-
se para cima, em relacdo ao centro, com velocidade de valor 1.5 m/s. O
ponto na superficie da roldana, no lado esquerdo, desloca-se para baixo,
com a velocidade do carrinho, 3 m/s, de modo que em relacdo ao centro
da roldana desloca-se para baixo, com velocidade de valor 1.5 m/s. O valor
da velocidade angular da roldana mével €,

wy=——=30 s7!
0.05

A parte do fio no lado direito da roldana mével, que permanece estético,
pode ser considerado como uma superficie vertical em que a roldana roda
como uma roda sobre uma superficie. O valor da velocidade do centro da
roda, que € igual ao valor da velocidade do cilindro, é igual ao produto do
valor da velocidade angular da roda pelo raio da roda. O valor da velocidade
do ponto mais a esquerda na roda, que é o valor da velocidade do carrinho,
é o produto do valor da velocidade angular da roda pelo didmetro da roda.
Essa é outra forma de explicar porque o valor da velocidade do carrinho é
o dobro do valor da velocidade do cilindro, porque o didmetro da roda é o
dobro do seu raio.
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Perguntas
1. No intervalo de tempo 0 < ¢ < 1, o valor da velocidade de um objeto em

funcdo do tempo verifica a expressdo v =5+3 1> +2 1. Se a trajetéria
do objeto for uma reta, qual das cinco funcdes na lista podera ser a
expressao correta para o valor da aceleragio?

A. a=5+61+61¢> D. a=5+6¢
B. a=5 E. a=6t+612
C. a=6t

Um objeto com movimento circular tem aceleracdo angular com valor
constante a = 3/7 radiano/s?. Se o objeto parte do repouso, quanto
tempo, em segundos, demorard a completar as primeiras 3 voltas?

A 7@ C. 3n E. 57
B. 2n D. 4n

Um ponto num objeto descreve numa trajetéria curva, com velocidade
de valor constante. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

A aceleracao é perpendicular a trajetoria.
O valor da aceleracao é constante.
A aceleracao é tangente a trajetoria.

A aceleragio € constante.

m o 0w >

A aceleracao é nula.

Um projétil é lancado com velocidade inicial com valor v; e dire¢do
inclinada que faz um angulo 8 com o plano horizontal. Determine o
raio de curvatura da trajetoria parabdlica no instante inicial.

v tanf v?
_ D.

g g sinf
vl? sin@ vl?
_ E.

g g cosf
v cos

g
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5.

O movimento circular de uma roda de raio R, € transmitido para outra
roda de raio Rp, através de uma correia que se desloca com as rodas, sem
derrapar. Qual é a relacdo entre os valores das velocidades angulares wp
e wg de ambas rodas?

A. RAQ)A = RBwB C. Rf\wA = Réa)B E. RéwA = Rin

B. wpA = WB D. RBa)A = RAa)B

Problemas

1.

No intervalo de tempo 0 < t < 10, os valores da velocidade e da ace-
leracao de uma particula com movimento em 3 dimensdes sdo dadas
pelas fungoes: v =rvV4t2+9 e a= V16> +9 (unidades SI). Encontre,
no mesmo intervalo de tempo, as expressoes para:

(a) A componente tangencial da aceleracao.
(b) A componente normal da aceleracao.
(¢) O raio de curvatura.

Um motorista entra numa curva a 72 km/h, e trava, fazendo com que
o valor da velocidade diminua a uma taxa constante de 4.5 km/h cada
segundo. Observando a figura, faca uma estimativa do raio de curvatura
da estrada e calcule o valor da aceleracdo do automével 4 segundos
apos ter iniciado a travagem.
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3. A equacio da trajetéria de um objeto é: 7 = 8 cos?(21) i +4sin(41) ]

(unidades SI e angulos em radianos).

(a) Demonstre que o movimento do objeto é circular uniforme.

(b) Determine o valor da velocidade angular do objeto e o seu periodo.

(c) Encontre a posicao do centro da trajetéria circular.

Um piloto de corridas de
avides executa um loop ver-
tical, igual a meia circunfe-
réncia de raio 1200 m. O va-
lor da velocidade no ponto A,
no inicio do loop, é 160 m/s
e no ponto C, no fim do
loop, é 140 m/s. Calcule
o valor da aceleracdo no
ponto B, no meio do loop,
admitindo que a aceleracao
tangencial permanece cons-
tante durante o loop (ob-

serve que também € nega-  p -

tiva).

Dois carros A e B passam por uma curva
usando trajetorias diferentes. A figura mos-
tra a curva delimitada pela reta C. O carro
B faz um percurso semicircular com raio
de 102 m; o carro A avang¢a uma distan-
cia em linha reta, a seguir segue um semi-
circulo com raio 82 m e termina com ou-
tro trajeto em linha reta. Os dois carros
deslocam-se a velocidade méxima que po-
dem ter para conseguir fazer a curva, que
para o tipo de pneus usados corresponde
a velocidade que produz uma aceleracao
normal de 0.8 g, onde g é a aceleracdo da
gravidade. Calcule o tempo que demora
cada um dos carros a fazer a curva.
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6. (a) Calcule a area do tridngulo com vértices nos pontos A, B e C, com
coordenadas cartesianas A=(3,5,4),B=(-1,2,1) e C=(2,-2,2).

(b) Demonstre a Lei dos senos, para um tridngulo com lados de compri-
mentos a, bec,

sinae sinf siny

a b c
em que &, ey sdo os angulos opostos aos lados a, b e c.

7. Uma particula segue a trajetdéria que
mostra a figura, partindo do repouso
em A e aumentando a velocidade com
aceleracdo constante até o ponto B.
Desde B até E mantém velocidade cons-
tante de 10 m/s e a partir de E comeca
a abrandar, com aceleracao constante,
até parar no ponto E A distancia AB é
60 cm, CD é 20 cm e EF é 45 cm; o raio
do arco BC é 60 cm e o raio do arco DE
€ 45 cm. Determine:

(a) O médulo da aceleracdo da particula
em cada um dos trajetos AB, BC, CD, DE
e EE

(b) O tempo total do movimento desde
A até F e a velocidade média nesse per-
curso.

8. Aroda na figura tem duas partes com
raios de 3 cm e 6 cm, que estdo em con-
tacto com duas barras horizontais A e A —>
B. A barra A desloca-se para a direita,
com valor da velocidade de 10 m/s e
a barra B desloca-se para a esquerda
com valor da velocidade de 35 m/s, en-
quanto a roda mantém o contacto com
as duas barras, sem derrapar. Deter-
mine para que lado se desloca o centro <—
0O da roda e calcule os valores da veloci-
dade do ponto O e da velocidade angu-
lar da roda.
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9.

10.

Uma roda com 20 cm de raio desloca-se, sem derrapar, sobre uma
superficie plana, ao longo do eixo dos x. No instante ¢ = 0 o centro
da roda encontra-se em x =0 e y = 20 cm e os pontos P e Q da roda
sdo os pontos que estio em x =0 com y =0e y = 10 cm. O valor da
velocidade do centro da roda é 2 m/s, constante. (a) Calcule quanto
tempo demora a roda a dar duas voltas completas. (b) Represente os
graficos das trajetérias dos pontos P e Q durante o tempo que a roda
demora a dar duas voltas.

y

Um cilindro com raio de 4 cm esté colado a uma roda com 6 cm de raio
que se encontra sobre uma superficie horizontal plana, tal como mostra
a figura. Uma corda foi enrolada a volta do cilindro e estd a ser puxada
horizontalmente para a direita, com velocidade constante ¥ de valor
2.5 cm/s. O movimento da corda faz rodar a roda sobre a superficie
horizontal, sem derrapar.

(a) Determine o valor da velocidade angular da roda.

(b) Diga em que sentido se desloca o ponto O, no eixo da roda e do
cilindro, e determine o valor da sua velocidade.

(c) Determine quantos centimetros de corda sdo enrolados a volta do
cilindro a cada segundo.

6 cm
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11.

12.

Na méquina representada na figura, todas
as roldanas tém raio igual a 5 cm. Deter-
mine os valores das velocidades angulares
das quatro roldanas, quando o anel A for
puxado para baixo com velocidade de valor
constante 2 m/s.

A figura mostra o mecanismo biela-manivela analisado no exemplo 3.2
(as distancias estdo em cm). Observe que ha trés varidveis que mudam
em funcao do tempo: xp, 6 e B; e as suas derivadas sdo a velocidade do
pistao e as velocidades angulares da manivela e da biela: vp, wn, e wy,.
Mas basta uma dessas 3 varidveis para encontrar as outras duas. Outra
forma diferente de resolver o mesmo problema é a seguinte:

(@) Encontre uma expressao para xp que dependa apenas do angulo 6.
Derive essa expressao para obter a velocidade angular da manivela, em
funcao da velocidade do pistao e do angulo 6.

(b) Encontre a relacdo entre os senos dos angulos 6 e . Derive essa
relacdo e substitua o cosseno de 8 em termos do dngulo 8, encontrando
assim uma expressdo para a velocidade angular da biela, em funcao da
velocidade angular da manivela e do dngulo 6.

(c) Substitua os valores do exemplo 3.2, 8 =40° e vp = 60 cm/s, nos re-
sultados das duas alineas anteriores, para conferir os resultados obtidos
no exemplo.
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Respostas

Perguntas: 1. E. 2. B. 3. A. 4. E. 5. A.
Problemas
@ 81 +9 5!
Vari+9 Va4t +9
2. Com raio igual a 16 m, o valor da aceleracdo é aproximadamente 14
m/s?

3/2

© é(4 *+9)

3. (a) O célculo do médulo do vetor velocidade d4 um valor constante
v =16 e as componentes obtidas para a aceleracao sao a; =0 e a, = 64.
Assim sendo, o movimento é uniforme, porque o valor da velocidade
permanece constante e circular, porque o movimento é num plano
e o raio de curvatura, v?/ay, é constante. (b) w = 4 rad/s, T = n/2
(segundos). (¢) coordenadas (4, 0).

4. 18.85 m/s?
5. 11.74 spara o carro A e 11.33 s para o carro B.

6. (a) 14.79 (b) Os trés produtos (a b siny), (ac sinf) e (b ¢ sina) sdo todos
iguais ao dobro da drea do tridngulo; igualando cada par de produtos
demonstra-se cada uma das igualdades.

7. (@)83.33m/s?emAB, 111.11 m/s? em EE 166.67 m/s? em BC e 222.22 m/s?
em DE. (b) 0.395se 7.34 m/s.

8. Paraaesquerda, com v, =20 m/s e w =500s"".
9. (a) 1.26 s (b)
0.4

0.35
0.3 RN
0.25 \
021} //

0.15 t{/
0.1
0.05

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

10. (a) 1.25s7!, no sentido dos ponteiros do relégio. (b) Para a direita com
velocidade de valor 7.5 cm/s. (¢) 5 cm (a corda enrola-se no cilindro,
porque este roda no sentido dos ponteiros do relégio).
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11.
12.

De esquerda para direita, 557, 10571, 20s7 ! e 40 s71.

(@) xp = 7.5 cos + V400 — 56.25 sinZ 0
Up
56.25 sinf cosf

/400 — 56.25 sin® @
3wy cosoO

/ 9 2
81/1— gz sin 0

Wm =—

7.5sin0 +

(b) 3sinf =8sinf Wy =



