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4 N\
Problema 3

Uma particula com massa m = 2 kg desloca-se sobre uma calha para-
bélica vertical com equacdo y = x2, onde x é medida na horizontal

e y na vertical (ambas em metros). Assim sendo, 0 movimento da
particula tem apenas um grau de liberdade, que pode ser escolhido
como a coordenada x.

(a) Escreva a equacdo da energia cinética em funcao de x.

(b) Escreva a equacao da energia potencial gravitica em funcao de
x (use o valor g = 9.8 m/s?).

(c) Admitindo que sobre a particula nao atua nenhuma forca nao
conservativa, use a equacao de Lagrange para encontrar a sua
equacao de movimento.

(d) Encontre os pontos de equilibrio do sistema no espaco de fase,
e determine se sdo estaveis ou instaveis. y

=

(a) A relacdo entre J e X encontra-se derivando a equacdo da calha y = x?
y=2xx

Em func¢do da coordenada generalizada x e da velocidade generalizada x,
a energia cinética da particula é:

EC=%(x2+y-2):x2 (4x2+1)

(b) Arbitrando energia potencial gravitica nula em y =0, A energia poten-
cial gravitica da particula é:

Ug=mgy= 19.6 x°
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(c) A equacao de Lagrange é:
de\ ox 0x 0x
%(8x*+2)+16%°x—-8x°x+39.2x=0

=0

e a equacdo de movimento:

x (4%*+19.6)
4x%+1

i=-

(d) As equacoes de evolucao sao:

x (4v*+19.6)
4x2+1

X=v v=-

Os pontos de equilibrio sdo as solu¢oes do sistema de equacdoes

v=0 , v=0
4pv-+19. ==
_x( v 96)_ ‘=0
4x2+1

Ou seja, o tnico ponto de equilibrio é a origem do espaco de fase, que
corresponde a quando a particula se encontra em repouso, no ponto
mais baixo da calha. Nessa situacao, se a particula fosse afastada do
ponto mais baixo da calha, a sua tendéncia serd regressar a esse ponto;
como tal, trata-se de um ponto de equilibrio estavel. Pode também tracar-
se o retrato de fase correspondente as equacoes de evolucao e conferir
que a origem é ponto de equilibrio estdvel, com infinitos ciclos a sua volta.

4 N\
Problema 4

O cilindro A na figura tem massa de 36 gramas, o cilindro B tem
massa de 24 gramas e o momento de inércia da roldana dupla é
4.43x10°7 kg-mz. A roldana estd formada por dois discos, de raios
5 cm e 8 cm, colados um ao outro. Cada cilindro estd ligado a um fio
com o extremo oposto ligado a roldana, de forma que o fio enrola-se
ou desenrola-se, sem deslizar sobre a roldana, quando esta roda.
(@) Desprezando o atrito no eixo da roldana e a resisténcia do ar,
determine os valores das acelera¢oes de cada cilindro e diga se sao
para cima ou para baixo. (b) Determine o valor das tensoes nos dois
fios.
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(a) Se ha e hg sdo as alturas dos centros de massa dos dois cilindros, num
instante inicial, como mostra o lado esquerdo da figura seguinte,

num instante posterior a roldana tera rodado um angulo 6, que se for
no sentido contrdrio aos ponteiros do rel6gio, como no lado direito da
figura, faz diminuir a altura do cilindro A num comprimento igual ao
arco de circulo com 5 cm e angulo 6, e a altura do cilindro B aumenta
uma distancia igual ao arco de circulo de 8 cm e angulo 6. Como tal, num
instante qualquer as alturas dos dois cilindros serao

ya = ha—0.050 yB = hg +0.086 (8.1)

Onde ha e hg sao duas constantes (alturas iniciais). Como tal, o sistema
tem um unico grau de liberdade, que pode ser o angulo 6. As expressoes
para as velocidades e aceleracdes dos cilindros sao entao:

va=-0.05w vg =0.08w
apn=-0.05a ag =0.08«

onde w = 0 é a velocidade angular da roldana e a =0 € a sua aceleracao
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angular. A expressao da energia cinética total do sistema é:

0.036 , 0.024 , 4.43x1077 ,
Ee= ——(=0.050)"+ ——(0.080)" + ————w

=1.220215 x 104 w?

E a energia potencial gravitica, excluindo a energia potencial da roldana
e outros termos constantes, é:

U=-0.036x9.8x0.050 +0.024 x 9.8 x 0.080
=1.176x10730

Aplicando a equacdo de Lagrange, obtém-se a aceleracdao angular:
d (GEC) _OE; N ou
dt \ dw 00 00
2.44043x 10 * @ -0+1.176 x 107> =0
a=-4.8188s"°

=0

O sinal negativo indica que a roldana acelera no sentido dos ponteiros do
reloégio. Como tal, a aceleracdo do bloco A é para cima e a do bloco B é
para baixo, e os seus valores absolutos sdo:

an =0.05x4.8188 =0.2409 m-s >
ag =0.08 x 4.8188 =0.3855m -s 2

(b) Para determinar as tensoes nos fios, faz-se de conta que as alturas dos
cilindros podem variar independentemente do 4ngulo que a roldana rode.
Ou seja, o sistema passa a ter trés graus de liberdade, 0, ys € yg, com trés
equacoes de Lagrange. Nessas 3 equacdes de Lagrange introduzem-se
dois multiplicadores de Lagrange A e Ag, que correspondem as duas
condicOes nas equacoes 8.1 da alinea anterior, que devem ser escritas
como fun¢des com valor constante:

fA(yA,Q) =J)At 0.050 (8.2)
f8(yB,0) =y —0.080

A expressdo da energia cinética do sistema deve ser escrita agora em
funcdo das trés velocidades w, va e v, consideradas independentes
entre si

E.=0.018v5 +0.012 v5 +2.215x 10~ 0*
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E a energia potencial gravitica, excluindo a energia potencial da roldana
que permanece constante, é:

U =0.036 x 9.8 yo +0.024 x 9.8 y = 0.3528 y + 0.2352 yg

A equacdo de Lagrange associada a ya e va é:

Ofs

d (0E 0E. 0U 0
__( c)_ (:+ '—AA jk-—AB ~0
dt\0va) Oyan Oya  Oya  Oya
0.036 ap +0.3528 — A5 =0

A equacdo associada a yg e vg €:
d (0E 0E. 0 0 0
___( c)__ C n u —-ﬁ, fk A, fh ~0
dt \ovg ayB ayB ayB ayB
0.024 ag +0.2352 — Ag =

E a equacdo associadaa 0 e w é:
d (0E.\ OE. 0U O0fa 0fs
— - -1 -1 =0
dt(dw) 30 9 Moo Baa

4.43%x107"a—0.0514 +0.08 15 =

Estas trés equacoes de Lagrange devem ser resolvidas junto com as duas
expressoes obtidas derivando duas vezes as funcoes constantes fj e fg
(equacoes 8.2):

apn+0.05a=0
ag—0.08a=0

No Maxima, usa-se o comando solve. Observe-se que os dois multipli-
cadores de Lagrange, 15 e Ap, sdo as proprias tensoes nos dois fios, T e
Ts
(%i1) float(solve([0.036*aA+0.3528-TA, 0.024%aB+0.2352-TB,
4.43e-7+*a-0.05+%TA+0.08*TB, aA+0.05*a, aB-0.08*a]));

(%01) [[a=-4.819, TB=0.2259, aB=-0.3855, TA=0.3615, aA=0.2409]]
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Que corrobora os resultados obtidos na alinea anterior para as acelera-
cOes e mostra que a tensao no fio ligado ao cilindro A € 0.3615 N e a tensao
no fio ligado ao cilindro B é 0.2259 N. Observe-se que, a pesar de que a
tensao Tx é maior que Tp, a roldana roda no sentido dos ponteiros do
relogio, porque o momento produzido por Tg € maior do que o produzido
por Ty.
. )
Problema 5
No sistema representado na figura, a massa das rodas e da roldana
e o atrito nos seus eixos podem ser desprezados. (a) Determine as
expressOes para as energias cinética e potencial do sistema, em fun-
¢do do angulo 6 e do deslocamento horizontal x do carrinho. (b)
Determine as expressoes da aceleracao do carrinho e da aceleracao
angular 6. (c) Encontre o valor do 4ngulo 6 na posicio de equilibrio
do péndulo e diga se o equilibrio é estavel ou instavel. (d) Deter-
mine o valor da aceleracao do carrinho, no caso em que o péndulo
permaneca na posicao de equilibrio.

20 cm

= )

(a) Este sistema tem dois graus de liberdade, o angulo 6 de oscilacao do
péndulo e a posicdo horizontal x do carrinho. As velocidades do carrinho
e do cilindro sdo ambas iguais a x. O vetor velocidade da esfera é a soma
do vetor velocidade do carrinho, mais o vetor velocidade de rotacao da



67

esfera em relacao ao ponto de contacto do fio com o poste; escolhendo o
eixo x horizontal e para a direita e o eixo y vertical e para cima, o vetor
velocidade da esfera é:

De = (£—0.20 cosf) i +0.20 sinf j

Representando no Maxima o dngulo 6 pela variavel g, 6 pela varidvel w e
x pela variavel v

(%#12) ve: [v-0.2*w*cos(q), 0.2*w*sin(q)]l$

A energia cinética do sistema € a soma das energias cinéticas do carrinho,
do cilindro e da esfera

(%#13) Ec: float(expand(trigsimp(5*v~2/2 + 1*v~2/2 + 0.06*ve.ve/2)));

(%03) 0.0012 w? —0.012 cos(q) v w + 3.03 12

E as energias potenciais que ndo permanecem constantes sao as ener-
gias potenciais graviticas da esfera e do cilindro; a energia potencial do
sistema € igual a soma dessas duas energias

(%#14) U: -1%9.8*x - 0.06%9.8%0.2%cos(q);

(%o4) -9.8x—-0.1176 cos ¢

(b) Antes de usar as equacoes de Lagrange, definem-se as derivadas das
duas coordenadas e duas velocidades generalizadas, em ordem ao tempo
(%i5) gradef (x, t, v)$
(%16) gradef (q, t, w)$
(%1i7) gradef (v, t, a)$

(%18) gradef (w, t, £)$

As duas equacoes de Lagrange sao

(%1i9) eql: diff (diff(Ec,v),t) - diff(Ec,x) + diff(U,x) = 0;
(%09) 0.012 sin(g) w? — 0.012 f cos(q) +6.06a—9.8 =0
(%110) eq2: diff (diff(Ec,w),t) - diff(Ec,q) + diff(U,q) = O;

(%010) 0.1176 sin(gq) —0.012 a cos(g) +0.0024 f =0
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E as expressdes para a aceleracao do carrinho, a, e a aceleracao angular
do péndulo, f, sao

(%i11) sol: trigsimp (solve( [eql,eq2], [a,f]1))$

(%112) [a,f]: subst (sol, [a,f]);
3 sin(q) w? + 147 cos(q) sin(q) — 2450
15 cos”2(gq) — 1515
3 cos(q) sin(q) w? + 14847 sin(q) — 2450 cos(q)
3 cos?(q) —303

(%012)

b

(c) Este sistema nunca chega a estar em equilibrio porque o cilindro desce
sem parar. No entanto, o péndulo sim pode ficar em equilibrio. As duas
equacoes de evolucao s6 do péndulo sao

%_ dw_

a v T

onde f é a expressdo obtida em (%012). As condic¢des de equilibrio do
péndulo sdo entdo sdo entdo w=0e f=0.

(%i13) solve (subst (w=0, £=0));
50 cos(q)

(%013) sin(q) = 303

solve ndo consegue resolver problemas com infinitas solu¢cdes mas como
sO interessa a solucdo no primeiro quadrante, o angulo da posicao de
equilibrio, em graus, é

(%114) float (180+*atan (50/303)/%pi);

(ho14) 9.37

Para determinar a estabilidade desse ponto de equilibrio, calcula-se o
valor da derivada de f no ponto de equilibrio.

(%i15) subst ([w=0, g=atan(50/303)]1, diff (£, q));

3
49943092

Y015 il
(4o15) 28300200

este resultado negativo implica que o ponto de equilibrio é estavel.
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Problema 6
A roldana fixa no sistema da figura tem massa m e a roldana moével
tem massa 2 m (ambas podem ser consideradas discos uniformes).
A massa do carrinho é 20 m e a massa do cilindro mais o suporte que
o liga a roldana mével é 8 m. Admita que a massa do fio e das rodas
do carrinho, a forca de atrito cinético nos eixos das roldanas e das
rodas do carrinho e a resisténcia do ar sdo desprezaveis.

(a) Mostre que, em func¢ao da altura y que o cilindro desce, as ener-
gias cinética e potencial do sistema sdo
93 9

EC:_my

U=-10
2 mgy

(b) Determine o valor das aceleracoes do cilindro e do carrinho.

(& )

(a) O comprimento constante do fio implica x + 2 y constante e, como tal,
arelagao entre as velocidades do carrinho, vy = X, e do cilindro, v, =y, é

Ux = _2 Uy
A energia cinética do sistema € a soma das energias de translacao do

carrinho, do cilindro e da roldana mdvel, mais as energias de rotacao das
duas roldanas.

(hi16) vx: -2xvy$

(%4i17) Ec: 20*m*vx~2/2 + (m*r1-2/2)*(vx/rl)"2/2 +
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(2*m*r2°2/2)* (vy/r2)~2/2 + 2*m*vy~2/2 + 8*xm*vy~2/2;

93 2
(hot7) 2OV

A tnica energia potencial que estd a mudar € a energia potencial gravitica
do cilindro mais a roldana mével. O peso total desses dois objetos é 10 m
e, ignorando termos constantes, a energia potencial do sistema é

(%118) U: -10*m*g*y$

(b) A aceleracdo do cilindro, a, = vy, encontra-se a partir da equagao de
Lagrange

(%119) gradef (y,t,vy)$

(%120) gradef (vy,t,ay)$

(hi21) eq: diff (diff (Ec,vy), t) - diff (Ec,y) + diff (U,y) = 0%
(%122) solve (eq,ay);

10g

4= g3

(%1i23) subst (g=9.8, %);

(%022)

(%023) [ ay=1.054 |

O valor absoluto da aceleracao do carrinho, a, = Uy, é o dobro, ou seja,
la,] =20g/93 =2.108 m/s?.

4 )
Problema 7

Um bloco de massa m desce um plano inclinado que faz um angulo
0 com a horizontal. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco
e plano inclinado é .. Usando a equacao de Lagrange com um
multiplicador, encontre as expressoes para a reacao normal do plano
sobre o bloco e da aceleracdo do bloco, X (despreze a resisténcia do

ar).

=
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Fazendo de conta que o bloco ndo mantém o contacto com o plano
inclinado, h4 duas coordenadas generalizadas, x e y. A equacao da res-
tricdo que faz com que o bloco esteja sempre em contacto com o plano
inclinado é:

y=0
A energia cinética do bloco é
m
Ec== (3* +7%)

A altura do bloco, em relacdao a mesa é
h=xsinf + y cos6
e a energia potencial gravitica do bloco é

U=mg (xsinf +y cos0)

As duas componentes da forca generalizada sido F, -7/0x e F-07/dy,
onde F, = ¢ R, 1 é aforca de atrito cinético e 7 = x i+ j é o vetor posicdo
do bloco

Qx=HcRn1-1=pc Ry Qy=pcRni-j=0

Introduz-se um multiplicador de Lagrange A e as duas equacoes de La-
grange sao

d (0E.\ 0E. oU _dy
dt(ax) ox Tox Mox T &

— m(¥%+gsinf) = pcRy
d(OEC)_()EC+6U_/16_y_
de\oy) oy oy "oy
= m(j+gcosh)-1=0

Qy

0 0
As componentes da forca de ligacao, A 9 OeA o A, sd30 as compo-

0x 0y
nentes da reacdo normal. Ou seja, o multiplicador de Lagrange é a reacao

normal: A = Ry. Substituindo j = 0 nas equacoes de Lagrange, obtém-se

Rh=mgcosf  i=(puccosf—sinf) g
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4 N\
Problema 10

O saltador na figura encolhe o corpo no ponto P, para rodar mais
rapidamente, e estende-o novamente em Q, para reduzir a rotacao
na entrada para a dgua. As alteracoes da velocidade angular sao
consequéncia da alteracao do momento de inércia.

(a) Se o momento de inércia do saltador em relacdao ao centro de
massa € I, que depende do tempo, escreva as expressdes para as
suas energias cinética e potencial em funcao da posicao (x, y)
do centro de massa e do angulo de rotacao 0.

(b) Usando a equacao de Lagrange para 6, demonstre que o mo-
mento angular, L = 10, permanece constante.

(c) Se no ponto P mais alto da trajetéria o momento de inércia é
3.28 kg-m? e a velocidade angular § =4 s~! e no ponto Q o mo-
mento de inércia é 28.2 kg-mz, determine a velocidade angular
do saltador no ponto Q.

. J

(@) A velocidade do centro de massa é /X2 + y? e a velocidade angular é
0. A energia cinética do saltador é entao

m 1 .
EC:?()'C2+)'/2)+5192
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e a sua energia potencial gravitica é

U=mgy

(b) Como nenhuma das duas energias depende explicitamente de 0, as
suas derivadas parciais em ordem a 0, sdo nulas e a equacao de Lagrange

para@ é
d(OEC)
—|[—1]=0
dt\ o0

Que € equivalente a dizer que a funcao

0E.
L=—
06
permanece constante em qualquer tempo ¢. Derivando a energia cinética
em ordem a 0 obtém-se a expressdao do momento angular

L=10

Como tal, quando o saltador encolhe o corpo, diminuindo o valor de I, a
velocidade angular 6 terd de aumentar.

(c) A conservacao do momento angular implica
L0,=10,
e substituindo os valores dados

. L;6; 328x4
9, = 171 =0.4655""
I 28.2




