7 Sistemas dinamicos

4 )
Problema 1

Uma bola com 0.150 kg é lancada verticalmente para cima, desde
¥y =0 (o eixo dos y aponta para cima, na vertical). Desprezando o
atrito com o ar, a energia permanece constante.

(a) Represente o retrato de fase, para y > 0, mostrando 4 curvas
de evolucio diferentes (use o valor 9.8 m/s? para g). Para cada
curva, explique o significado dos pontos em que a curva inter-
seta os eixos.

(b) Explique como seria, no retrato de fase da alinea anterior, a
curva de evolucdo de uma bola largada em queda livre, que bate

L no chao sendo projetada novamente para cima. )

(@) A equacao de movimento da bola é

j=-9.8

E as duas equacgoes de evolucao sao

O retrato de fase obtém-se com o seguinte comando

(#i1) plotdf ([v,-9.81, Ly,vl, [y,0,51, [v,-10,10]1);

O gréfico obtido mostra-se na pagina seguinte.

As quatro curvas de evoluc¢do na figura foram obtidas entrando no menu
de configuracdo, escrevendo “1 0” no campo “Trajectory at” e clicando na
tecla “Enter” e o mesmo para os pontos “20”, “30” e “4 0”. Os intervalos
para y e v foram escolhidos, ap6s algumas tentativas, de forma a mostrar
bem as quatro curvas, para valores positivos da altura y.
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O ponto onde cada curva interseta o eixo y corresponde ao instante em
que a bola atinge a sua altura méxima e a velocidade é nula. Os dois
pontos onde a curva interseta o eixo v sdo o instante inicial em que a
bola é lancada desde y = 0, com velocidade positiva, e o instante em que
a bola cai regressando a y = 0, com velocidade negativa. Por exemplo, a
curva mais a direta apresentada no retrato de fase corresponde a quando
a bola é lancada desde y = 0 com velocidade aproximadamente 8.8 m/s,
atingindo a altura maxima de 4 m e caindo novamente até y = 0 onde

chega com velocidade igual a —8.8 m/s.
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(b) Quando a curva de evolucdo chega até o ponto y = 0 com velocidade
negativa (a bola bate no chao), a curva continua num arco eliptico no
lado negativo de y, que corresponde a a¢do da forca eldstica enquanto a
bola estd em contacto com o chao, sendo deformada e recuperando logo
a sua forma esférica inicial (oscilador harmonico simples, admitindo que
ndo hé perdas de energia durante a deformacao). O arco eliptico descreve
metade de uma elipse, terminando no ponto inicial da curva de evolucao,
com y = 0 e velocidade positiva e a curva repete-se indefinidamente.
Quanto mais rigida for a bola, menor serd o semieixo do arco eliptico no

lado negativo do eixo y.
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Problema 2

Em todos os problemas do capitulo 1, diga quais correspondem
a sistemas auténomos ou ndao auténomaos e conservativos ou nao
conservativos. Represente o retrato de fase do sistema do problema 6,

L mostrando a curva de evolu¢dao com as condicoes iniciais dadas.

Para determinar se um sistema com um grau de liberdade é ou ndo au-
tonomo, ha que conhecer a expressao da aceleracdao tangencial. No
problema 1 essa expressao é desconhecida, mas nos restantes problemas
a expressao de a; é dada ou pode ser calculada. As respostas mostram
que no problema 5, a; = 31> —2t—2 e no problema 11, a; = 15t — 124.
No problema 7, o grafico mostra que v> = b— ms, onde b e m sdo cons-
tantes; derivando os dois lados dessa equacao obtém-se a expressao da
aceleracao tangencial:

) dv dv m
vV—=-m = @G=V—=——

ds ‘ ds 2
Como tal, ha quatro problemas (2, 4, 5 e 11), em que a expressao da
aceleracao é uma funcao que depende do tempo. Isso implica que os
sistemas nesses 4 problemas nao sao autbnomos e, como tal, também

nao sao conservativos.

Nos restantes 6 problemas (3, 6, 7, 8, 9 e 10), o respetivo sistema é auto-
nomo, porque a expressao da aceleracao (equacao de movimento) nao
depende do tempo. Nesses 6 casos a equacao de movimento, a; = f (s, v),
escreve-se como o sistema de duas equacoes de evolucao:

S=v v=f(s,v)

E a divergéncia da velocidade de fase sera:

ov 0f(s,v) 3 of(s,v)

+ =
0s ov ov

Unicamente no problema 10 a expressao da aceleracao tangencial, f (s, v),
depende de v, ou seja, a divergéncia é diferente de zero e, como tal, o
sistema nao é conservativo.

Nos problemas 3, 6, 7, 8 € 9, o sistema € conservativo, porque a expressao
f (s, v) ndo depende realmente de v, ou seja, a divergéncia é nula.

O retrato de fase do problema 6 obtém-se com o seguinte comando
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(%12) p10tdf ([Vs_24/sﬁ2]: [S,V], [53_23213 [Vs_15315])’

E o resultado é o seguinte

e ¢ e

A curva de evolucgao correspondente as condicOes iniciais dadas (s =
0.8 m e v = 0) foi obtida entrando no menu de configuracao, mudando o
campo “direction” para “forward” a cor no campo “fieldlines” para “black”,
escrevendo “0.8 0"no campo “Trajectory at” e clicando na tecla “Enter”.
4 )
Problema 4

Uma particula com massa de 1 kg desloca-se ao longo do eixo dos
x. Em unidades SI, a forca tangencial sobre a particula é dada pela
expressdo F = x5 — 4 x.

(a) Determine os pontos de equilibrio do sistema.

(b) Encontre as expressoes para a energia potencial e a energia me-
canica, em funcao da posicao x e da velocidade v.

(c) Escreva as equacoes de evolucao e diga que tipo de sistema
dinamico representam.

(d) Caracterize cada um dos pontos de equilibrio.

(e) Determine se o sistema tem ciclos, 6rbitas homoclinicas ou
Orbitas heteroclinicas e, nos casos afirmativos represente uma

9 dessas curvas no retrato de fase. y

(a) Os pontos de equilibrio sdo os pontos onde a velocidade e a aceleracao
a = F/m sdo nulas, ou seja, onde a forca € nula. Fatorizando a expressao
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da forca (pode também usar-se o comando solve do Maxima):

F=x(x*-4)=x(x-2)(x+2)

Conclui-se que ha 3 pontos de equilibrio,em x = -2, x=0e x =2, com
v =0. No espaco de fase (x, v), as coordenadas dos pontos de equilibrio
sdo (-2, 0), (0,0) e (2, 0).

(b) A energia potencial é igual a uma primitiva qualquer da expressao da

forca, multiplicada por —1

4
U(x) :—f(x3—4x) dx=—xz +2x°

E a expressao da energia mecénica é:

1, 2 xt )
En=—-mv"+U=—-—+2x
2 2 4

(c) As duas equacoes de evolucao sao (unidades SI):

xX=v V=—=x"—4x
m
Trata-se de um sistema dinamico autbnomo, porque o tempo nao aparece
explicitamente no lado direito das equacodes, e conservativo, porque a
divergéncia da velocidade de fase é:
ov 0(x®—4x)

—+—— =0
0x ov

A funcao hamiltoniana é, neste caso, a propria energia mecanica.

(d) O gréfico da forca, apresentado na pagina seguinte, foi obtido som o
comando:

(%#13) plot2d (x~3-4#*x, [x,-3,3], [ylabel,"F"]);

E mostra os trés pontos de equilibrio (raizes da funcdo F(x)). Nos pontos
x=-2e x =2, afor¢a é negativa ao lado esquerdo do ponto e positiva
ao lado direito; isso quer dizer que na vizinhanca do ponto de equilibrio,
a forca aponta no sentido oposto do ponto e, como tal, os pontos de
equilibrio (-2, 0) e (2, 0) no espaco de fase sdo instaveis.
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No ponto x =0, a forca € positiva no lado esquerdo, ou seja, aponta no
sentido de x = 0, e negativa no lado direito: também aponta no sentido
de x = 0. Como tal, o ponto (0, 0) no espaco de fase é ponto de equilibrio
estavel.

(e) Os ciclos e Orbitas encontram-se mais facilmente analisando o grafico
da energia potencial:

(%14) plot2d (-x~4/4+2*x~2, [x,-3,3], [ylabel,"U"]);

Se a energia mecanica for maior que 0 e menor que 4, o sistema pode
estar a oscilar a volta do ponto de equilibrio em x = 0. Como tal, existem
infinitos ciclos. Se a energia mecanica for exatamente igual a 4, ha seis
possiveis movimentos:
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1. Osistema, inicialmente em x < —2, com velocidade positiva, aproxima-
se assimptoticamente de x = —2.

2. Osistema, inicialmente em x < —2, com velocidade negativa, afasta-se
até x — —oo. (em t — —oo aproxima-se de x = —2).

3. Osistema, inicialmente em x > 2, com velocidade negativa, aproxima-
se assimptoticamente de x = 2.

4. O sistema, inicialmente em x > 2, com velocidade positiva, afasta-se
até x — oo (em t — —oo aproxima-se de x = 2).

5. O sistema, inicialmente em -2 < x < 2, com velocidade positiva,
aproxima-se assimptoticamente de x = 2 (em ¢t — —oo aproxima-se de
x=-=2).

6. O sistema, inicialmente em -2 < x < 2, com velocidade negativa,
aproxima-se assimptoticamente de x = —2 (em ¢t — —oo aproxima-se
de x =2).

As curvas de evolucao correspondentes aos ultimos dois movimentos na
lista anterior formam uma 6rbita heteroclinica. Nao existem 6rbitas ho-
moclinicas; para que existissem seria necessario que houvesse um nivel
de energia mecanica que passasse por apenas um ponto de equilibrio
instavel e por um ponto de retorno, mas isso nao acontece no grafico de
U.

O retrato de fase obtém-se com o seguinte comando (a opcao vectors é
usada neste caso para que ndo seja mostrado o campo de dire¢oes):

(%#15) plotdf ([v,x"3-4*x], [x,v], [x,-3,3], [v,-3,3], [vectors,""]);

Se no instante inicial a particula estiver na regidao —2 < x < 2 com velo-
cidade zero, ficard oscilando em torno do ponto x = 0. Como tal, para
mostrar um ciclo no gréfico produzido por plotdf basta clicar num ponto
com coordenada v = 0 e x no intervalo ]-2, 2[. Ou, com maior precisao,
entra-se no menu de configuracdo e escrevem-se as coordenadas x e v
do estado inicial, separadas por espaco; por exemplo: 0.8 0. A seguir
clica-se na tecla “Enter” e aparecera o respetivo ciclo no gréfico. A tra-
jetoria heteroclinica pode ser tracada usando como estado inicial um
ponto proximo dum dos pontos de equilibrio instéavel (-2, 0) ou (2, 0). No
entanto, a instabilidade do ponto faz com que o método numérico usado
por plotdf para tracar a trajetéria seja instavel. E necessario experimentar
com diferentes valores do estado inicial; o resultado na figura seguinte
foi obtido usando como estado inicial (1.99, 0).
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Problema 6

A figura mostra o retrato de fase do sistema dinamico com equacoes
de evolucao:
. 3 : 2
X=y-y y=—-x=y
(a) Indique se o sistema tem algum ciclo, 6rbita homoclinica ou
orbita heteroclinica.

(b) Explique porque a seguinte afirmacao é errada: “O retrato de
fase inclui duas curvas de evolugdo parabdlicas que se cruzam
em dois pontos”.

3
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(a) A primeira componente da velocidade de fase, y — y3, é nula quando
y forigual a 0, 1 ou —1. Existem entdo unicamente 3 pontos de equilibrio,
0, 0), (=1, 1) e (-1, —1), que aparecem todos na figura e, como tal, as
curvas de evolucao importantes ja estao todas na figura. A figura mostra
que ndo existe nenhuma 6rbita homoclinica, existem infinitos ciclos em
torno da origem e uma 6rbita heteroclinica entre os pontos (-1, 1) e (-1,
-1).

(b) As duas parabolas sdo realmente 2 pontos de equilibrio e 6 curvas de
evolucao diferentes, que se aproximam assimptoticamente ou se afastam
desses dois pontos, sem toca-los. As curvas de evolucdao nunca podem
cruzar-se.

4 N\
Problema 9
A equacdo de movimento de um péndulo simples é (problema 6 do
capitulo 6)
0= _§ sinf
l
As variaveis de estado sao o angulo com a vertical, 6 e a derivada

desse angulo, w.
(a) Escreva as equacgoes de evolucao do sistema.

(b) Determine a funcao hamiltoniana H (0, w) a partir das equacoes

de Hamilton:
- 0H ) 0H

9=5% “" %0

(c) Analisando o grafico da energia potencial (fun¢ao hamiltoni-
ana com w = 0), demostre que o sistema tem muitas orbitas

9 heteroclinicas e ciclos mas nenhuma 6rbita homoclinica. y

(a) Introduzindo a velocidade angular w, a equag¢ao de movimento transforma-

se num sistema de duas equacoes de primeira ordem

0=w ci)=—§sin9

(b) Substituindo as equagodes de evolucao nas equacoes de Hamilton

obtém-se
0H g . , OH
w = % 7 SmG = 60
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A primeira equacdo implica que H é igual a w?/2, mais uma funcio f que
depende de 6. Derivando essa expressao em ordem a 0 e substituindo na
segunda equacao acima, obtém-se

d
%sin@zd—g fz—%cos@
e a funcao hamiltoniana é
HO,w) = w_z_g cosf
2

observe-se que € igual a energia mecanica Ey,, dividida pelo momento
de inércia m I2.

(c) A energia potencial é igual a uma constante negativa vezes cos 6. Assim
sendo, o seu grafico tem a mesma forma do gréfico de —cosf, mas oscila
entre —g/l e g/l, em vez de —1 e 1. O grafico tem minimos (pontos
de equilibrio estavel) em 0, +2 7, +47,... € pontos maximos (pontos de
equilibrio instavel) em +m, +37,... Qualquer valor de H entre —g/l e g/l
produz um segmento horizontal que corta o grafico de U em dois pontos
e, assim sendo, corresponde a um ciclo. A recta horizontal H = g/ passa
por todos os pontos maximos de U e, portanto, corresponde a uma 6rbita
heteroclinica entre —7 e 7, outra Orbita heteroclinica entre 31 e 5T, etc.
Nao existem Orbitas homoclinicas porque qualquer segmento na reta
H = g/l comeca e termina em dois pontos maximos diferentes e nao
interseta a curva U em nenhum outro ponto.



