10. Sistemas nao lineares

Um hoverboard tem apenas um eixo e duas rodas. A pessoa no hoverboard
pode rodar com ele a volta do eixo, tal como um péndulo. O péndulo tem
duas posi¢oes de equilibrio, quando o seu centro de gravidade se encontra
na mesma linha vertical que passa pelo eixo. O ponto de equilibrio por
baixo do eixo é ponto de equilibrio estavel e se o centro de gravidade estiver
préximo desse ponto, o péndulo oscila. No caso do hoverboard, o centro
de gravidade encontra-se préximo do ponto de equilibrio por cima do eixo,
que é um ponto de equilibrio instével; como tal, a pessoa rodar4, caindo
para o chao, ou para a frente ou para trds. O sistema de controlo automatico
do motor desloca o hoverboard e a pessoa na dire¢dao necessdria para evitar
essa queda. Um péndulo com o seu centro de gravidade préximo do ponto
de equilibrio instavel (por cima do eixo), chama-se péndulo invertido.
Um hoverboard, um segway e um monociclo sdo exemplos de péndulos
invertidos.
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10.1. Aproximacao linear

Nos sistemas dindmicos com duas variaveis de estado:
X1 = f1(x1,x2) X2 = fo(x1, x2) (10.1)

cada uma das funcdes f; e f> podem ser escritas na forma de uma série de
Taylor, na vizinhanca de um ponto qualquer (a, b) do espaco de fase:

ofi
filx1,x2) =fi(a,b) + (x1 - a)a—f(a, b)+
X1

ﬁ

+ (X2 — b) ( a,b)+. (10.2)

onde o indice i pode ser 1 ou 2. Se o ponto (a, b) é um ponto de equilibrio,
entdo fi(a,b) =0= f>(a, b) e, portanto, o primeiro termo das duas séries é
nulo. Mudando a origem de coordenadas para o ponto de equilibrio (a, b),
isto é, num novo sistema de coordenadas: x = x; — a, y = x» — b, as funcoes
sdo, aproximadamente,

ﬁ

fik,y)=x (a b)+y f’

(a b) (i=12) (10.3)

Ou seja, uma combinacdo linear das novas varidveis x e y, onde as cons-
tantes sdo os valores das derivadas parciais no ponto de equilibrio (a, b).
Substituindo essas aproximagdes no sistema 10.1, obtém-se um sistema
linear (X = %; e y = X», porque a e b sao constantes).

0fi dfi
X 0x; O0x» X
= (10.4)
y of2 0f2 y

6x1 6]62 (a,b)

esta aproximacao linear é vdlida apenas numa vizinhanca da origem (x = 0,
y =0), ou seja, quando x; e x, estejam préximas de a e b.

A matriz quadrada na equacdo 10.4 chama-se matriz jacobiana e representa-
se por J(x1, x2). Substituindo as coordenadas (a, b) do ponto de equilibrio
na matriz jacobiana, obtém-se uma matriz constante. Por cada ponto de
equilibrio existe uma matriz de coeficientes constantes, que define o sis-
tema linear que aproxima bem o sistema néo linear na vizinhanga do ponto
de equilibrio. Os valores e vetores proprios de cada uma dessas matrizes
permitem analisar a estabilidade do sistema, na vizinhanca de cada ponto
de equilibrio, da mesma forma que € feito para os sistemas lineares.
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Exemplo 10.1
Classifique os pontos de equilibrio e represente o retrato de fase do
sistema: X1 =4- xf - 4x§ Xp = x% - xf +1

Resolucdo. Ja foi demonstrado no exemplo 7.2 do capitulo 7, que este
sistema tem quatro pontos de equilibrio. As funcées f e f, e os pontos de
equilibrio sdo armazenados em duas listas assim:

(%i1) f£: [4-x172-4%x2°2, x2°2-x1"2+11$

(%12) equilibrio: solve(f)$

Convém definir também outra lista com os nomes das variaveis de estado:

(%1i3) v: [x1, x2]%

A matriz jacobiana, com duas linhas e duas colunas, obtem-se com o
comando jacobian do Maxima, que precisa de duas listas: uma lista com
as funcoes e outra lista com os nomes das varidveis

(%i4) J: jacobian (f,v);
—2x1 —-8x2

(%o4)
—2x1 2x2

Substituindo as coordenadas dos pontos de equilibrio, obtém-se as matri-
zes dos sistemas lineares que aproximam o sistema na vizinhanca de cada
um desses pontos. Por exemplo, no primeiro ponto de equilibrio,

(%i5) subst (equilibrio[1], J);

. V5 V5

05

N E
V5 V5

Para estudar a estabilidade do sistema na vizinhanga desse ponto de equi-
librio, calculam-se os valores proprios dessa matriz.

(%i6) eigenvectors (4)$
(%i7) float (%);

(%oT7) [[[-3.963, 4.944], [1.0, 1.0]], [[[1.0, —1.048] 1, [[1.0, 0.3896] ] 1]
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O resultado mostra 4 listas; a primeira lista sdo os valores préprios, a
segunda lista sdo as multiplicidades de cada valor préprio, e as tltimas
duas listas sdo os vetores proprios.

Nesse ponto de equilibrio os valores préprios sao reais, com sinais opostos;
conclui-se que é um ponto de sela. O quarto ponto de equilibrio também é
ponto de sela:

(%18) subst (equilibrio[4], J);

22 8v3

. V5 V5
(%08) B -
V5 V5

(%19) eigenvectors (%)$
(%110) float (%);
(%010) [[[-4.944, 3.963], [1.0, 1.0]1, [[[1.0, 0.3896] ], [[1.0, —1.048]]]]

No segundo ponto de equilibrio:

(%i11) subst (equilibrio[2], J);

. V5 V5

011

e PR 245
V5 V5

(%112) eigenvectors (%)$
(%113) float (map (rectform, %));
(%013) [[[-3.929i—-2.04, 3.929i-2.04], [1.0, 1.0]],

[[[1.0,0.07912-0.634i] ], [[1.0,0.634i+0.07912]]]]

Como os valores préoprios sdo complexos, com parte real negativa, o ponto
de equilibrio é um foco atrativo (estdvel). Calculos semelhantes para o
terceiro ponto de equilibrio mostram que também é um foco, mas repul-
sivo (instdvel), porque os valores préprios sdo complexos, com parte real
positiva. O retrato de fase constréi-se usando o comando:

(%i14) plotdf (£, v, [x1,-3,3], [x2,-3,3DD$

Na figura 10.1 mostra-se o resultado. Existe um tinico ponto de equilibrio
estavel, um foco atrativo, em (x;, x2) = (1.265, -0.7746). Os outros 3 pontos
de equilibrio, dois pontos de sela e um foco repulsivo, sdo instaveis. As
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duas curvas de evolucao que foram tragadas a sair do foco repulsivo em (x;,
X2) = (-1.265, 0.7746) e a continuacao dessas curvas passando pelos pontos
de sela, delimitam a regido de estabilidade, em que se o estado inicial do
sistema estiver nessa regido, o estado final aproximar-se-a do ponto de

equilibrio estavel.

3
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2

Figura 10.1.: Retrato de fase do sistema %; =4 — x? —4x3, X, = x5 — x5 + 1.

10.2. O péndulo

O tipo de péndulo estudado nesta seccdo é
formado por um objeto ligado a uma barra
rigida atravessada por um eixo horizon-
tal fixo (figura 10.2). Esse tipo de péndulo
pode rodar num plano vertical dando vol-
tas completas. O sistema tem um tnico
grau de liberdade, 8, que é o angulo que a
barra faz com a vertical. Seja 8 = 0 quando
o péndulo estd na posicao mais baixa e
0 = n na posicdo mais alta. A velocidade
angular é 6 e a velocidade do centro de
massa é r0 onde r é a distancia desde o
centro de massa até o eixo.

/\

Figura 10.2.: Péndulo.
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A energia cinética é:

1 . 1 .

Ec==-mr?6%+ = Iy 62 (10.5)

2 2
Onde m é a massa total e I, o momento de inércia em relacao ao centro
de massa. De acordo com o teorema dos eixos paralelos 5.28, o momento
de inércia em relagdo ao eixo do péndulo é I, = m r? + Iy, que pode ser
escrito I, = mr2, onde rg € o raio de giragdao em relagdo ao eixo. Como tal,

a energia cinética é
1 .
Ec=2m rg0° (10.6)

A energia potencial gravitica é (arbitrando energia nula em 0 = 7/2)

U=-mgr cosb (10.7)

Ignorando a resisténcia do ar, a equac¢do de Lagrange conduz a equacao de
movimento:
0= —% siné (10.8)

onde [ = ré/ r define o comprimento eficaz do péndulo. No caso particular
dum péndulo simples, em que a massa da barra é desprezavel e o objeto
é pequeno, [ é a distancia desde o objeto até o eixo (ver exemplo 8.5 do
capitulo 8).

As equacdes de evolucao obtém-se substituindo a derivada de 8 pela velo-
cidade angular w:

O=w

o= —% sinf (10.9)

Estas equacdes ndo lineares nao podem ser resolvidas analiticamente, mas
podem ser resolvidas por aproximacao numérica. O comando rk do Ma-
xima usa-se para obter a solucao numérica pelo método de Runge-Kutta
de quarta ordem; é necessdrio dar 4 argumentos ao comando: uma lista
de expressdes para as componentes da velocidade de fase, uma lista com
os nomes das varidveis de estado, uma lista com valores iniciais para essas
varidveis e um intervalo de valores para a varidvel independente, incluindo
o nome dessa variavel, valor inicial, valor final e valor dos incrementos
nesse intervalo. O comando rk produz uma lista de pontos que aproxi-
mam a solucdo; cada ponto tera as coordenadas da varidvel independente,
seguida pelas varidveis de estado.
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Por exemplo, para um péndulo com [/ igual a 50 cm, largado do repouso
com angulo inicial de 30°, a solucdo aproximada é obtida com (g e w
representam 6 e w):

(%i15) s: rk([w,-(9.8/0.5)#*sin(q)], [q,w], [/pi/6,0],

[t,0,5,0.011)%

Os gréficos de 8 e w em funcdo do tempo e a curva de evolugdo no espaco
de fase 6w obtém-se com os seguintes comandos:

(%i16) plot2d ([[discrete,makelist([p[1]l,p[2]1],p,s)],
[discrete,makelist([p[1],p[31],p,s)1],
[legend, "angulo","vel. angular"], [xlabel,"t"1);
(%i17) plot2d ([discrete,makelist([p[2],p[3]1]1,p,s)],

[xlabel,"angulo"], [ylabel,"vel. angular"]);

Os dois graficos sdo apresentados na figura 10.3.
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Figura 10.3.: Oscilacoes de um péndulo de 50 cm com amplitude de 30°.

Alista de dados numéricos obtida permite concluir que o periodo de oscila-
cdo estd entre 1.44 s e 1.45 s. Os graficos na figura 10.3 sdo muito parecidos
com os graficos de um oscilador harménico simples. Se o dngulo inicial for
maior, essa semelhanca comeca a desaparecer. Por exemplo, a figura 10.4
mostra os resultados obtidos com angulo inicial de 120°.

Nesse caso conclui-se a partir dos dados numéricos que o periodo de
oscilacdo aumenta, em relagdo a amplitude de 30° e estd entre 1.94 s e
1.95s.
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Figura 10.4.: Oscilacdes de um péndulo de 50 cm com amplitude de 120°.

Nos dois casos apresentados nas figuras 10.3 e 10.4, a curva de evolugdo
é um ciclo, indicando que existe um ponto de equilibrio estavel na regido
interna do ciclo.

Os pontos de equilibrio do péndulo, onde os lados direitos das equa-
¢oes 10.9 sdo nulos, encontram-se em 6 =0, +7, +27...e w =0.

Os pontosem 0 =0, +2 7, +4 7 ...sd0 realmente o mesmo ponto fisico, na
posicdo mais baixa do péndulo, correspondentes a passagem do péndulo
por essa posi¢do, ap6s um namero qualquer de voltas. Os pontos em
0 = +m, £3 7 ...s30 também o mesmo ponto fisico, na posi¢do mais alta do
péndulo.

10.3. Aproximacao linear do péndulo

A matriz jacobiana correspondente as equacdes 10.9 do péndulo é

0 1

—% cosf O (10.10)

No ponto de equilibrio em 8 =0 (em geral, 0, +2 7, +417,...), a matriz é:

0 1

% 0 (10.11)

que é a matriz de um oscilador harmoénico simples, analisada no exem-
plo 9.4 do capitulo 9. Os dois valores préprios sdo +i\/g/l, o ponto de
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equilibrio 8 = w = 0 é um centro e se o estado inicial do sistema esta pro-
ximo desse ponto, o péndulo oscila com frequéncia angular Q = y/g/I. No
caso do péndulo de 50 cm analisado na sec¢do anterior, essa expressao
conduz ao periodo 1.42 s. Lembre-se que esse valor é apenas uma aproxi-
macdo, que é melhor quanto menor for a amplitude; os valores do periodo
calculados numericamente na seccao anterior sdo mais realistas.

Na vizinhanca do ponto de equilibrio 6 = n (em geral, +7x, +37,...), a
matriz jacobiana é

0 1
% 0 (10.12)

que € a matriz de um oscilador invertido, analisada no exemplo 9.3 do
capitulo 9. Os dois valores préoprios sdo ++/g/! e o ponto de equilibrio é
ponto de sela (equilibrio instavel).

O retrato de fase no intervalo —10 < 8 < 10, mostrara 3 centros (-2, 0 e
2m) e 4 pontos de sela (—37, —m, 7 e 37). No caso [ = 50 cm considerado na
sec¢do anterior, usa-se o comando:

(%118) plotdf ([w,-(9.8/0.5)*sin(q)], [q,w],[q,-10,101, [w,-20,20]1);

O resultado é a figura 10.5. No eixo das abcissas esté representado o angulo
0 e no eixo das ordenadas a velocidade angular w. As duas curvas iden-
tificadas com as letras A e B formam parte de uma 6rbita heteroclinica.

20

Figura 10.5.: Retrato de fase de um péndulo de 50 cm.
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A 6rbita heteroclinica do péndulo corresponde ao caso em que a energia
mecanica do péndulo é exatamente igual a energia potencial gravitica no
ponto de altura maxima. Usando como referéncia U = 0, na posi¢do em
que a barra do péndulo esté na horizontal (6 = n/2), a energia potencial no
ponto mais alto é U = m g [. Cada uma das curvas A e B corresponde ao mo-
vimento em que inicialmente o péndulo estd parado na posi¢do mais alta,
desce completando uma oscilacdo completa e para novamente na posicao
mais alta, sem voltar a oscilar mais. A diferenca entre a 6rbita heteroclinica
e os ciclos, é que nos ciclos as oscilacdes repetem-se indefinidamente,
enquanto que na 6rbita heteroclinica ha apenas meia oscilacao.

Dentro da 6rbita heteroclinica, os ciclos na sua vizinhancga correspondem
a oscilacoes em que o péndulo chega quase até o ponto mais alto, parece
ficar parado nesse ponto por alguns instantes e logo desce novamente até
0 ponto mais baixo, repetindo o movimento no outro lado da vertical.

As 6rbitas heteroclinicas também sdo separatrizes no retrato de fase, por-
que delimitam a regido onde existe movimento oscilatério: regido sombre-
ada na figura 10.6. Se o estado inicial estd dentro dessa regiao, o péndulo
oscila; caso contrario, o péndulo descreve movimento circular ndo uni-
forme.

Figura 10.6.: As 6rbitas heteroclinicas delimitam a regido de movimento
oscilatorio.

As figuras 10.3 e 10.4 mostram que com amplitude 30° a aproximagao
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linear é bastante boa, pois a curva de evolucdo é muito parecida a do
oscilador harménico simples e o periodo é préximo do periodo obtido com
a aproximacao linear, mas com amplitude de 120°, a aproximacao linear ja
nao é muito boa.

10.4. Espacos de fase com varias dimensoes

Nos sistemas mecanicos auténomos, por cada grau de liberdade hd uma
equacdo de movimento, que implica duas variaveis de estado. Assim sendo,
a dimensdo do espaco de fase é o dobro do ntimero de graus de liberdade.
Se um sistema ndo é auténomo € necessario acrescentar mais uma dimen-
sdo ao espacgo de fase, como se mostra na seguinte seccdo. Existem entao
sistemas mecanicos com espacos de fase de dimensao 2, 3,4, 5, ...

Nos casos em que o espaco de fase tem mais do que duas dimensoes o
programa plotdf ndo pode ser utilizado para esbocar o retrato de fase. E
necessario resolver as equacdes de evolucdo para alguns valores iniciais
especificos e construir graficos mostrando apenas algumas das varidveis
de estado.

10.4.1. Sistemas de equacoes nao autonomas

A forma geral de um sistema com n equacdes diferenciais ndo auténomas

2

e:

xl :fl(xler)---vxn)t)

X'z:fl(xler)---vxnyt)

xnzfl(xleZ)---rxnr t)

Para caraterizar cada possivel estado do sistema é necessario saber os
valores das n varidveis x; e o valor do tempo; ou seja, cada estado é um
ponto com n + 1 coordenadas (x1, xo,..., X, t) € 0 espaco de fase tem n+1
dimensdes e o tempo é também varidvel de estado. As componentes da
velocidade de fase sdo as derivadas das varidveis de estado: (X1, Xo,..., Xz,
f). As expressoes para as primeiras n componentes sdo dadas pelo sistema
de n equacdes diferenciais acima e a tltima componente  é sempre igual
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a1 (derivada de t em ordem a ). Como tal, o sistema de n equacgdes nao
auténomas considera-se é equivalente a um sistema auténomo com 7 + 1
variaveis de estado.

Esse tipo de sistemas de equacdes podem ser resolvidos também com o
comando rk, sem ser necessdrio indicar ¢ como variavel de estado, nem a
ultima componente da velocidade de fase, 7 = 1; o valor inicial de ¢ da-se
no intervalo de integracao e ndo na lista de valores iniciais das varidveis
de estado. No entanto, ha que ter em conta que se a velocidade de fase
depende da varidvel independente ¢, essa varidvel é também variavel de
estado.

e A
Exemplo 10.2
A equacao diferencial:

1
i+ tx+(t2—§) x=0

é uma equacao de Bessel. Escreva a equagdao como sistema dinamico
L e identifique o espaco de fase.

J

Resolucao. Define-se uma varidvel auxiliar y igual a X:
x=y (10.13)

assim sendo, a segunda derivada X é igual a primeira derivada de y e a
equacao de Bessel é:

1
2y + ty+(t2—§) x=0
resolvendo para y, obtém-se:

' ( : 1) y (10.14)
=|— - X—— .
=9, t
Como esta equacdo ndo é auténoma, considera-se a varidvel independente
t como mais uma variivel de estado, com a equacao de evolucdo trivial:
de =1 (10.15)
dt '
O espago tem trés dimensdes e cada estado tem coordenadas (¢, x, y). O
sistema dinamico € definido pelas 3 equacdes 10.13, 10.14 e 10.15.
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10.4.2. Lancamento de projéteis

No caso do langamento de um projétil com

velocidade obliqua, sobre o corpo atuam m,g
trés forgas externas: o peso, my, g, a resis-

téncia do ar, F; e a impulsao m, g, onde F.

my € amassa do projétil e m, a massa do
ar que ocupava o mesmo volume do projé-
til. O problema é semelhante ao problema
da queda livre, estudado na sec¢do 4.3.3
do capitulo 4, mas a forca de resisténcia do
ar deixa de ser vertical (ver figura 10.7). O
peso e a impulsdo sdo verticais, em senti-
dos opostos, podendo ser combinados numa tnica forca vertical (peso
eficaz) de modulo (myp —ma,) g.

myg

Figura 10.7.: Projétil no ar.

Admite-se que a massa volimica do projétil é muito maior que a massa
volumica do ar e, portanto, o peso eficaz aponta para baixo e m, — m, é
quase igual a my,. De qualquer modo, a massa do projétil costuma medir-se
medindo o seu peso eficaz no ar, assim que o valor medido (1) da massa
do projétil € realmente my, — m, e o peso eficazé mg.

A forca de resisténcia do ar muda constantemente de sentido, porque é
sempre tangente a trajetoria e no sentido oposto a velocidade. Como foi
explicado no capitulo 4, no caso do ar o niimero de Reynolds costuma ser
elevado e admite-se que a resisténcia do ar é proporcional ao quadrado da
velocidade. Se o projétil é uma esfera de raio R, a expressao do médulo de
F; é dada pela equacdo 4.14 e a forca é:

-

T
Fr= —ZpRZ v 8 (10.16)

onde p é a massa voltimica do ar e & é o versor tangencial, na dire¢do e
sentido do vetor velocidade:

-

8 = (10.17)

SIS

Escolhendo um sistema de eixos em que a gravidade aponta no sentido
negativo do eixo dos y e a velocidade inicial 7jy com que é lancado o projétil
estd no plano xy, o peso e a for¢a de resisténcia do ar estdo sempre no
plano xy e o movimento do projétil da-se nesse plano. Assim sendo, o
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vetor velocidade € (vy I+ vy, J) e a forga de resisténcia do ar é:

F =——pR2,/ V2 (vx i+ vy f) (10.18)

O vetor do peso é —m g j. Aplicando a segunda lei de Newton, obtém-se as
componentes da aceleracao:

n R2 /—
ay = p l/x
R2
ay=—g- ”p \/T (10.19)

Estas equacdes devem ser resolvidas em simultaneo porque as duas com-
ponentes vy e v, aparecem nas duas equacdes. E impossivel encontrar a
solucao exata do problema, mas pode obter-se uma aproximacao numé-
rica.

A seguir vao-se comparar as trajetérias de duas esferas diferentes, lanca-
das com a mesma velocidade inicial para compara-las com a trajetéria
parabdlica que teriam se pudessem ser lancadas no vacuo, sem resisténcia
do ar. Considere-se o caso em que a velocidade inicial é 12 m/s, fazendo
um angulo de 45° com o plano horizontal; as componentes da velocidade
inicial sao,

(%i19) [vx0, vy0]: float (12%[cos(Vpi/4),sin(%pi/4)1)$

Comecando pelo caso mais facil, o lancamento dos projéteis no vdcuo, as
componentes da aceleragdo sdo a, =0 e a, = —9.8. O estado do projétil é
(x, ¥, vx, vy) e avelocidade de fase (vy, vy, ay, ay). Os valores iniciais da
velocidade j& foram calculados em (%i19) e arbitre-se que o projétil parte
da origem com valores iniciais nulos para x e y. Para integrar as equacoes
de movimento desde ¢ =0 até t =2 s, com incrementos de 0.01 s, usa-se o
comando:

(%i20) tri: rk ([vx,vy,0,-9.81, [x,y,vx,vyl, [0,0,vx0,vy0],

[t,0,2,0.011D8%

e o ultimo ponto calculado na lista trl é,

(%i21) last (trl);

(%021) [2.0, 16.97, —2.629, 8.485, —11.11]
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As 5 componentes do ponto sao o tempo, as coordenadas da posicdo e as
componentes da velocidade. Este resultado mostra que em ¢ =2 a bola ja
estd a cair, porque vy € negativa e que jd desceu debaixo da altura inicial,
porque y é negativa.

Como pretendemos obter a trajetéria até a bola regressar a altura y =0, é
necessario extrair unicamente os pontos da lista tr1 com terceira compo-
nente (y) positiva. Percorre-se alista toda, comparando o terceiro elemento
de cada ponto com 0, até encontrar o primeiro ponto em que o terceiro
elemento é negativo. Isso consegue-se usando o comando sublist_indices
do Maxima:

(%122) first (sublist_indices (trl, lambda([pl,p[3] < 0)));

(%022) 175

Usou-se lambda que define um operador; neste caso esse operador com-
para o terceiro elemento da entrada que lhe for dada com zero. O comando
sublist_indices percorre a lista tr1 passando cada elemento como entrada
para esse operador e, nos casos em que o operador produz o resultado
“true”, o indice do respetivo elemento da lista é acrescentado a uma sub
lista. O comando first seleciona apenas o primeiro elemento nessa sub
lista, neste caso, o indice do primeiro ponto em que y é negativo. Como
tal, s6 interessam os primeiros 174 pontos na lista; se o objetivo é construir
o grafico da trajetdria, cria-se outra lista com as coordenadas x e y dos
primeiros 174 pontos:

(%123) ril: makelist ([tri[il([2], tri1[i][3]], i, 1, 174)$

A seguir vai repetir-se o mesmo procedimento para uma bola de ténis e uma
bola de ténis de mesa, tendo em conta a resisténcia do ar. A massa voltiimica
do ar é aproximadamente 1.2 kg/m3. E conveniente definir uma funcio
que calcula a constante que aparece nas equagoes de movimento 10.19, em
funcao do raio e a massa de cada uma das bolas; também é conveniente
definir a expressdo do moédulo da velocidade para nao ter que escrevé-la
varias vezes:

(%i24) c(R,m) := -Y%pi*1.2+*R~2/4/m$

(%i26) v: sqrt(vx~2+vy~2)$

Uma bola de ténis tipica tem raio de aproximadamente 3.25 cm e massa
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62 gramas. No comando (%i20) é necessdrio substituir a aceleracao da
gravidade pelas duas componentes da aceleragdo (equacgdes 10.19)
(%i26) tr2:rk([vx,vy,c(0.0325,0.062) xvx*v,-9.8+c(0.0325,0.062) *vy*v],

[x,y,vx,vyl, [0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.011)%

O primeiro ponto com altura negativa é

(%127) first (sublist_indices (tr2, lambda([pl,p[3] < 0)));

(%ho27) 167

e a trajetoria da bola de ténis armazena-se noutra variavel:

(%i28) r2: makelist ([tr2[il[2],tr2[i1[31],i,1,166)$

Repetem-se os mesmos cédlculos para uma bola de ténis de mesa tipica,
comraiol.9cmemassaz2.4g
(%129) tr3: rk ([vx, vy, c(0.019,0.0024)*vx*v,
-9.8+c(0.019,0.0024) *vy*v]), [x,y,vx,vy]l,
[0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.011)$%
(%i30) first (sublist_indices (tr3, lambda([p],p[3] < 0)));
(%030) 133

(%i31) r3: makelist ([tr3[i]l[2],tr3[i1[3]11,i,1,132)$

O gréfico das 3 trajetdrias constrdi-se com o seguinte comando:

(%132) plot2d ([[discrete, r1], [discrete, r2], [discrete, r3]],
[xlabel, "x (m)"], [ylabel, "y (m)"], [y, 0, 12],

[legend, "vacuo", "tenis", "tenis de mesa"])$

O resultado é apresentado na figura 10.8.

As trajetdrias das bolas no ar ndo sao pardbolas, mas no fim curvam-se
mais e terminam com uma queda mais vertical. O efeito da resisténcia do
ar é mais visivel na bola de ténis de mesa; apesar de ser mais pequena que
a bola de ténis, a forca de resisténcia do ar produz nela maior aceleracao
tangencial negativa, devido a sua menor massa volimica. Lancadas com a
mesma velocidade, o alcance horizontal da bola de ténis de mesa é 6.2 m e
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Figura 10.8.: Trajetérias de uma bola no vacuo e bolas de ténis e ténis de

mesa no ar.

o da bola de ténis 12.4 m. O alcance horizontal hipotético das duas bolas,
se a resisténcia do ar pudesse ser ignorada, seria 14.7 m.

10.4.3. Péndulo de Wilberforce

O péndulo de Wilberforce (figura 10.9) é
constituido por um cilindro pendurado
de uma mola vertical muito comprida.
Quando uma mola é esticada ou compri-
mida, cada espira muda ligeiramente de
tamanho; no péndulo de Wilberforce, o
numero elevado de espiras na mola faz
com que seja mais visivel essa mudanca,
de forma que enquanto a mola oscila, tam-
bém se enrola ou desenrola, fazendo rodar
o cilindro em relacao ao eixo vertical.

O sistema tem dois graus de liberdade, a
altura z do centro de massa do cilindro e
o angulo de rotacao do cilindro a volta do
eixo vertical, 6. Se z=0e 6 = 0 sdo esco-
lhidos na posicado de equilibrio, é possivel

Figura 10.9.: Péndulo de Wil-
berforce.
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ignorar a energia potencial gravitica que podera ser eliminada das equa-
¢des com uma mudanca de varidveis (problema 4 do capitulo 9). A energia
potencial eldstica tem 3 termos, que dependem da elongacao da mola z e
do seu angulo de rotagdo 0; as energias cinética e potencial sao,

1 1. 1 1
Ec:5m22+51cm02 U:Ekz2+§a92+bz9 (10.20)

em que k, a e b sdo constantes eldsticas da mola. As equagdes de Lagrange,
ignorando a resisténcia do ar e outras forcas dissipativas, conduzem as
seguintes equag¢des de movimento:

5=, 29 §--2g 7, (10.21)

Para resolver as equagoes de evolucao numericamente, é necessdrio dar
alguns valores tipicos para a massa, o momento de inércia e as constantes
elasticas,

(%i33) [m, I, k, a, bl: [0.5, le-4, 5, 1le-3, 0.5e-2]$

A solucao no intervalo de tempo desde 0 até 40, com condicdo inicial z =
10 cm e as outras varidveis iguais a 0, obtém-se com o seguinte comando:

(%134) sol: rk([’v,w,-(k*z+b*ang)/m, - (a*ang+b*z) /I],

[z,ang,’v,w],[0.1,0,0,0],[t,0,40,0.01])¢$

A figura 10.10 mostra o grafico obtido para o angulo 6 e a elongacao z,
multiplicada por um fator de 100 para que seja visivel na mesma escala do
angulo.

O gréfico mostra uma carateristica interessante do péndulo de Wilberforce:
se o péndulo é posto a oscilar, sem rodar, a amplitude das oscilagdes li-
neares decresce gradualmente, enquanto que o cilindro comeca a rodar
com oscilacdes de torcao que atingem uma amplitude méxima quando
o cilindro deixa de se deslocar na vertical. A amplitude das oscilaces de
tor¢do comeca logo a diminuir a medida que a oscilagdo linear cresce nova-
mente. Essa intermiténcia entre deslocamento vertical e rotacdo repete-se
indefinidamente.

A projecdo doretrato de fase nas varidveis z e 6 é apresentada na figura 10.11.

Neste sistema existem duas frequéncias angulares. A frequéncia angular
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Figura 10.10.: Elongacdo e angulo de rotagdo no péndulo de Wilberforce.

longitudinal e a frequéncia angular de torcao,

(10.22)

a
Iem

O cilindro num péndulo de Wilberforce costuma ter quatro porcas que

podem ser deslocadas, aumentando ou diminuindo o momento de inércia,

para conseguir que as duas frequéncias sejam muito parecidas e o efeito

de alternancia entre oscilacoes lineares e rotacionais seja mais visivel. Os

I

10

-6

-8

¥4

Figura 10.11.: Retrato de fase no plano formado pela elongacéo e o angulo.
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valores dos parametros usados no exemplo acima, foram escolhidos de
forma a garantir duas frequéncias iguais.

Perguntas

1. O valor aproximado do periodo de um péndulo com comprimento [ é
2m+/1lg, onde g é a aceleracdo da gravidade. Essa expressdo é uma boa
aproximacao unicamente em algumas situacoes. Se o dngulo 6 é zero
no ponto de equilibrio estavel, qual das condi¢des seguintes garante
que essa expressdo seja uma boa aproximacdo do seu valor real?

valor maximo da velocidade angular pequeno.
aceleracdo da gravidade pequena.

comprimento / pequeno.

S0 w >

valor maximo do angulo pequeno.

E. atrito com o ar desprezavel.

2. Aforca tangencial numa particula com velocidade v e posicao na traje-
toria s é: F, =45(s—v?). Quantos pontos de equilibrio tem esse sistema?

Al C. 3 E. 0
B. 2 D. 4

3. Qual é a matriz jacobiana do sistema x = y?, y = x y?

2
y 1 0 2y 1 1

A. 1 xy C. v ox E. [0 2y
0 2y y x

B [0 %] o. |7

4. As equacoes de evolucao de um sistema dindmico no espaco de fase (x,
¥),sdo x = xy, y = y+ 1. Qual dos seguintes vetores aponta na direcao
e sentido da velocidade de fase em (1, 2)?

47+2j C. 671+4j E. -27-3j
B. 2i+4j D. 4i+6j
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5.

No retrato de fase na figura, que tipo de ponto de equilibrio é o ponto
(1,0)?

A. né atrativo C. ponto de sela E. né repulsivo

B. foco repulsivo D. foco atrativo

Problemas

1.

Uma particula com massa m, desloca-se ao longo do eixo dos x sob a
acdo de uma forca resultante F, que depende da posi¢cdo x e da compo-
nente da velocidade v,. Para cada um dos casos seguintes encontre os
pontos de equilibrio, diga que tipo de ponto equilibrio é cada um (esta-
vel ou instével; centro, foco, né ou ponto de sela) e desenhe o retrato de
fase mostrando as 6rbitas mais importantes:

(a) Fx=—mx(1+vy)
(b)) Fy=—-mx(x®+v,—1)

Em cada um dos casos seguintes encontre os pontos de equilibrio e
os valores proprios da matriz jacobiana nesses pontos e identifique os
tipos de pontos de equilibrio:

(@) x=y*+3y-10 y=xy+x+12
(b)x=3xy>-2y y=x—)>
C)x=py*+2xy+2 y=x*—y*-2
(d)i=-x+4y-y> y=-y+4x-x°
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3. O diagrama mostra o retrato de fase de um sistema com unicamente 3
pontos de equilibrio, no caso idealizado em que nao existe atrito. Faca
(a mao) um esboco da energia potencial e de como seria o retrato de
fase do sistema real, considerando as forcas de atrito.

4. A amplitude de oscilacdo de um péndulo decresce, devido a forca de re-
sisténcia do ar e ao atrito no eixo. Admita um péndulo de comprimento
I =50 cm e massa m = 0.150 kg, em que o atrito no eixo é desprezavel
mas a resisténcia do ar ndo. A equacdo de movimento é a equacio 8.8
" cl . .
i=-5sino- 1016
l m
Se a massa m estiver concentrada numa esfera de raio R = 2 cm, a
expressdo para a constante C é dada pela equacdo 4.14: C = m p R?/4,
onde p = 1.2kg/m? é a massa voltimica do ar. Trace os graficos de 0(z),

w(t) e da curva de evolucao no espaco de fase e explique o significado
fisico da solucdo, para os dois casos seguintes:

(a) O péndulo parte do repouso com um angulo inicial 6 = 120°.

(b) O péndulo é lancado desde 8 = 60°, com velocidade angular inicial
w=-78s""

5. Abase do péndulo da figura 10.2 roda no plano horizontal, com veloci-
dade angular constante wy, enquanto o péndulo oscila.

(a) Demonstre que a equacao de movimento é:
A )
0= 7 sinf (r wy, cosf - g)

onde r € a distancia do centro de massa até o eixo e o comprimento
eficaz [ é o raio de giracdo ao quadrado, sobre r.

(b) Trace o grafico de sinf (r w% cosfO — g) em funcao de 6, entre - e
7, para um péndulo com r = 0.3 m e w;, = 2 s~ . Repita o gréfico para
wp, =8 s~ L. Com base nos dois graficos, identifique em cada caso os
pontos de equilibrio estavel e instavel.
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(c) Demonstre que quando wy < 1/ g/ 1, existe um tinico ponto de equili-
brio estdvel em 6 = 0 e um tinico ponto de equilibrio instdvel em 6 = + 7.

(d) Se wp > \/g/r, demostre que os pontos de equilibrioem 6 =0 e
0 = £ sdo ambos instdveis e aparecem dois pontos de equilibrio estavel
em +6,, onde 0y € um angulo entre zero e /2.

Na trajetoria da bola de ténis de mesa calculada na sec¢do 10.4.2, o
alcance horizontal da bola é aproximadamente o valor da coordenada x
do ultimo ponto da lista de pontos r1. Repita os cdlculos, com diferentes
valores do angulo de langcamento, para determinar os valores do alcance
com angulos de 35°, 36°, 37°, 38°, 39° e 40°. Registe numa tabela os
valores obtidos para o alcance horizontal, em funcao do dngulo, com
precisdo até os milimetros. Com base na tabela, qual é o dngulo de
langamento que produz o maior alcance horizontal? Usando o resultado
do problema 12 do capitulo 6, mostre que no vidcuo o dngulo que produz
o alcance méaximo € 45°.

Para analisar a equacio diferencial ndo linear & + X* + 4 x> = 4,

(a) Escreva as equagoes de evolucao do sistema dindmico associado a
equacio.

(b) Encontre os pontos de equilibrio do sistema.

(c) Determine a matriz jacobiana.

(d) Caracterize cada um dos pontos de equilibrio.

(e) Se em t = 0 os valores da variavel x e da sua derivada sdo xp = 1
e Xo = 1, determine (numericamente) os valores da variavel e da sua
derivadaem ¢ = 2.

O sistema dindmico com equacdes de evolucao:

x:2xy3—x4 y:y4—2x3y

tem um tnico ponto de equilibrio na origem. A matriz jacobiana nesse
ponto é igual a zero e, portanto, os valores préprios (nulos) nao podem
ser usados para caraterizar o ponto de equilibrio. Use o seguinte método
para analisar o retrato de fase do sistema:

(a) Determine o versor na dire¢do da velocidade de fase em qualquer
ponto do eixo dos x e em qualquer ponto do eixo dos y.

(b) Determine o versor na dire¢do da velocidade de fase em qualquer
ponto das duasretas y=xe y = —x.
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10.

(c) Faga a mdo um grafico mostrando os versores que encontrou nas
alineas a e b, em vdrios pontos nos 4 quadrantes do espaco de fase, e
trace algumas curvas de evolucao seguindo as dire¢oes da velocidade
de fase. Com base nesse gréfico, que tipo de ponto de equilibrio julga
que € a origem?

(d ) Diga se existem ciclos, 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas e,
caso a resposta seja afirmativa, quantas.

Uma particula de massa m desloca-se no plano xy sob a acdo de uma
forca conservativa com energia potencial,
ke 2 by o

U=—x"+
2x 2y

onde ky e ky sdo duas constantes positivas. As trajetorias da particula
obtidas com diferentes valores dessas constantes chamam-se figuras
de Lissajous.

(a) Encontre as duas equagdes de movimento para X e j

(b) Resolva numericamente as equagoes de movimento, no caso m =
0.3, kx =2 e ky = 8 (unidades SI), entre t = 0 e ¢ = 2.43, se a particula
partir do ponto (1, 0) com velocidade inicial 7 = 0.6 j. Trace o grafico da
trajetéria da particula no plano xy.

(c) Repita a alinea anterior, mas admitindo que a particula parte do
ponto (1, 0) com velocidade inicial 7 =0.37+ 0.6 .

(d) Observe que o sistema pode ser considerado como um conjunto de
dois osciladores harménicos independentes, nas direcées x e y. Calcule
o periodo de oscilacdo para cada um dos dois osciladores e diga qual é
arelagdo entre os dois periodos.

(e) Repita os célculos da alinea ¢, mudando o valor de k) para 18. Que
relacdo observa entre os graficos da trajetoria e ky/ky?

Qualquer corpo celeste (planeta, cometa, asteroide, sonda espacial,
etc) de massa m no sistema solar tem uma energia potencial gravitica
produzida pelo Sol, que é responsével pelas 6rbitas elipticas desses
corpos. A expressao para a energia potencial é,

GMm

onde G € a constante de gravitagdo universal, M é a massa do Sol, e as
coordenadas x e y sdo medidas no plano da 6rbita do corpo celeste,

U=-
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com origem no Sol. Se as distancias forem medidas em unidades astro-
némicas, UA, e os tempos em anos, o produto G M serd igual a 472,

(a) Encontre as equagdes de movimento do corpo celeste, em unidades
de anos para o tempo e UA para as distancias.

(b) O cometa Halley aproxima-se até uma distdncia minima do Sol
igual a 0.587 UA. Nesse ponto, a sua velocidade é méxima, igual a
11.50 UA/ano, e perpendicular a sua distancia até o Sol. Determine
numericamente a 6rbita do cometa Halley, a partir da posi¢do ini-
cial 0.587 7, com velocidade inicial 11.50 j, com intervalos de tempo
At =0.05anos. Trace a 6rbita desde ¢ = 0 até ¢ = 100 anos. Que pode
concluir acerca do erro numérico?

(c) Repita o procedimento da alinea anterior com A ¢ = 0.02 anos e trace
a orbita desde t = 0 até ¢ = 150 anos. Que pode concluir acerca do erro
numérico?

(d) Diga qual é, aproximadamente, a distdncia maxima que o cometa
Halley se afasta do Sol, e compare a 6rbita do cometa com as drbitas do
planeta mais distante, Neptuno (6rbita entre 29.77 UA e 30.44 UA) e do
planeta mais préximo do Sol, Merctrio (6rbita entre 0.31 UA e 0.39 UA.
Plutdo jad ndo é considerado um planeta).

Respostas

Perguntas: 1. D. 2. A. 3. C. 4. D. 5. E.
Problemas

1. (a) Unicamente um centro em (x, vy) = (0, 0).
(b) Um ponto de sela em (x, vy) = (0, 0), um foco instdvel em (x, vy) =
(=1, 0) e um foco estavel em (x, vy) = (1, 0).

= 5

@ o b=
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2. (a) Dois pontos de equilibrio: (3, —5), com valores préprios 7 e —4, é
ponto de sela; (—4, 2), com valores préprios 3 e —7 é ponto de sela.
(b) Dois pontos de equilibrio: (0, 0), com valores préprios +iv/2 é centro;
(0.763, 0.874), com valores proprios —2.193 e 2.736 é ponto de sela.
(c) Dois pontos de equilibrio: (-2v/6/3, v6/3) e (21/6/3, —v/6/3), ambos
pontos de sela com valores proprios +2v/2.
(d) Nove pontos de equilibrio. Um ponto de sela em (0, 0), com valores
proprios 3 e —5, outros dois pontos de sela em (v/5, =v/5) e (=5, V5),
com valores préprios 10 e —12, outros dois pontos de sela em (v/3,
V3) e (=3, —v/3) com valores préprios 4 e —6 e quatro focos atrativos
em (bv/a, va), (—~bva, —va), (aV'b, Vb) e (—~av'b, —V/'b), com valores
préprios —1+ +iv/23,onde a=2++v3eb=2-/3.

3. Os pontos de sela continuam sendo pontos de sela e o centro passa a
ser foco estével.

A e

4. (a) O péndulo oscila com amplitude que decresce lentamente:

8

L N - -y

vel. angular
& & A N on s oo

25 -2-15-1-05 0 05 1 15 2 25
t angulo

(b) O péndulo faz trés voltas completas, rodando no sentido horario, e
quando passa a quarta vez pela posicao de equilibrio estavel, comeca a
oscilar com amplitude que decresce lentamente:

i 0 § 8

6

4

2

i 0

- angulo —— 5 -2

vel. angular -----

-15 -4
-6
0

10 20 30 40 50 s -20 -15 -10 -5 0 5
t angulo

vel. angular
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5. (b)

10 20

75 15
5
25 5
0 0

25 5
5 -10

75 -15

10 20
EEEE E

<o
oo

Com wp, =2s~!, hd um ponto de equilibrio estavel em 6 = 0 e um ponto
de equilibrio instdvel em 6 = +7. Com w; = 8 ™!, h4 dois pontos de
equilibrio instdvel em 8 = 0 e 8 = +7 e dois pontos de equilibrio estavel
emfO=-lef=1.

6. Alcance em func¢do do angulo:

Angulo | Alcance (m)
35° 6.293
36° 6.299
37° 6.301
38° 6.299
39° 6.325
40° 6.314

O angulo de 37° produz o alcance maximo. No problema 12 do capi-
tulo 6, o valor maximo do seno é 1, quando 26 = 90° e, portanto, 6 = 45°.

7. (@) i=v,0=4-1v>-4x>(b) (x, X) = (1,0) e (x, X) = (-1, 0)

0
(C)]—(_Sx

(e) x=0.5869, x =0.8277.

—;x) (d) (1, 0) é um centro e (-1, 0) é ponto de sela.

8. (a) No eixo dos x, —i. No eixo dos y, j. (b) Nareta y = x, (i— j)/v2.
Nareta y = —x, (=i+ j)/v/2. (c) Ver figura; a origem é ponto de sela.
(d) Nenhum ciclo nem 6rbita heteroclinica; nimero infinito de 6rbi-
tas homoclinicas (todas as curvas de evolucdo no primeiro e terceiro
quadrantes).
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. ke Ky
9. (a)x——zx y——my
(b)e(c)

-0.05 -0.05
-0.1 0.1

-0.15 -0.15
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
x x

(d) Na direcdo x, 2.433 s. Na direcdo y, 1.217 s. O periodo na dire¢do x
€ o0 dobro do periodo na dire¢do de y. (e) Se 4/ ky/ky for um nimero
inteiro, o estado da particula regressa ao estado inicial depois de des-
crever uma figura de Lissajous com / k,/ ky loops segundo o eixo dos

X.
0.08
0.06
0.04
0.02
= 0
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1
10. (@) § 47 x . 4’y
@) i=————— j=—————
(xz + y2)3/2 (xz + y2)3/2
(b)e(c)

T

s 20 a5 -0 -5 0 5 35 30 -25 20 -15 <10 5 0 5
x x

Na alinea b o erro numérico é muito elevado; a energia do cometa nao
permanece constante mais diminui. Na alinea ¢ o erro numérico é
muito menor, mas o cometa continua a perder energia; seria necessario
reduzir ainda mais o valor de A t para diminuir o erro. (d) 34.4 UA. A
Orbita sai por fora da 6rbita de Neptuno, e entra até um ponto entre
orbitas de Merctrio e Vénus.



