6. Trabalho e energia

Num salto com vara, a energia cinética da corrida inicial é convertida em
energia potencial eldstica da vara dobrada. Enquanto a vara recupera
a forma reta, essa energia potencial eldstica é transformada em energia
potencial gravitica. No instante em que a vara recupera a forma reta o
saltador exerce sobre a barra uma forga vertical, para baixo, aumentando
ainda mais a sua energia potencial gravitica para atingir uma altura maior;
finalmente, o saltador larga a vara e cai liviemente transformando-se a
energia potencial gravitica em energia cinética.
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6.1. Trabalho e energia cinética

A segunda lei de Newton (equacao 4.4)
F=ma 6.1)

onde F é a resultante de todas as forcas externas, conduz a uma relaco ttil
chamada teorema do trabalho e da energia cinética. Para demonstrar esse
teorema, considere-se um deslocamento vetorial infinitesimal d 7 durante
um intervalo infinitesimal de tempo d ¢ (figura 6.1).

v

Figura 6.1.: Vetores posicao e velocidade num instante ¢ e num instante
posterior ¢ +dt.

No limite infinitesimal em que d t tende para zero, o deslocamento vetorial
é na direcao tangencial e com moédulo igual ao deslocamento ao longo da
trajetoria:

d7=vdt=(vdt)é =dsé (6.2)

Usando esta expressdo e multiplicando com produto escalar os dois lados
da equacao 6.1 pelo deslocamento infinitesimal, obtém-se

F-(dsé)=ma-(dsé) = F,ds=mayds (6.3)

A equacado cinemadtica a; = vd v/d s implica que a;d s éiguala vd v e, como
tal,
Fds=mvdv (6.4)
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Integrando os dois lados da equacdo desde uma posicao s;, onde a veloci-
dade é vy, até outra posicdo s, onde a velocidade é v,, obtém-se o teorema
do trabalho e a energia cinética:

E 1 1
Fds=-muv2 - -mv? 6.5
f rds 2mv2 2mv1 (6.5)
1
A funcéo da velocidade:
1
E‘C_Emu2 (6.6)

chama-se energia cinética e o integral da componente tangencial da forga
ao longo da trajetéria chama-se trabalho da forca:

2
Wip = th ds (6.7)

$1

Ou seja, o teorema estabelece que

O trabalho realizado pela for¢a resultante, ao longo da trajeto-
ria, é igual ao aumento da energia cinética da particula.

Observe-se que em geral o trabalho de uma for¢a pode ser calculado in-
tegrando F - d7 ao longo de qualquer curva, mas se essa curva nio é a
trajetéria da particula, o resultado pode nio ser igual ao aumento de ener-
gia cinética. Em geral, um integral de linha entre dois pontos produz
diferentes valores para diferentes curvas que unem esses pontos.

Unicamente a componente tangencial da forc¢a realiza trabalho ao longo
da trajetéria e pode alterar a energia cinética da particula. Uma forca per-
pendicular a trajetéria ndo realiza trabalho e ndo altera a energia cinética
da particula.

O trabalho e a energia cinética tém unidades de energia, ou seja, joules no
Sistema Internacional de unidades (1] =1 N-m).

Em coordenadas cartesianas, o deslocamento infinitesimal d 7 €,

di=dxi+dyj+dzk (6.8)
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e ™
Exemplo 6.1
Um canhdo dispara uma bala com 5 cm de raio, desde o terraco de um
edificio, na posicao inicial (em metros):

7i=91+4j]+ 15k
com velocidade inicial (metros sobre segundo):
7;=131+2257+15k

determine a altura méxima atingida pela bala (valor maximo da coor-
denada z) e a posicdo em que a bala bate no chao (z = 0).

Z

Resoluciao. Este é o mesmo exemplo 2.3 que ja foi resolvido no capitulo 2,
mas serd agora resolvido através do trabalho e do impulso. Uma bala
metdlica tem massa voltimica aproximadamente 8 vezes maior que a da
dgua. Nessas condicOes, a velocidade terminal da bala é da ordem de
132 m/s. O problema serd resolvido ignorando a resisténcia do ar e a
solucao obtida serd usada para comparar a velocidade méxima com a
velocidade terminal. Um valor da velocidade maxima préximo ou por cima
da velocidade limite indicard que a solucdo obtida tem um erro elevado.

No sistema de eixos da figura, o peso escreve-se —m g k e o impulso que
produz desde o instante do lancamento da bala, ¢ = 0, até um instante ¢
posterior é,

t
T:—fmgfcdt:—mgtfc
0
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igualando o impulso a variacao da quantidade de movimento, e dividindo
pela massa, obtém-se,

V=0;j—gtk = ©=131+2257+(15-9.80k (6.9)

Assim sendo, as componentes x e y da velocidade permanecem constantes.
O valor minimo do médulo da velocidade ocorrerd no instante em que (15—
9.8 1) for igual a zero; o valor minimo da velocidade, vy = V132 +22.52 =
25.99, corresponde ao ponto de altura maxima.

O trabalho realizado pelo peso é:
T T2
fﬁ-d?: —mgjk-(dxz+dyj+dz1%)

Z
= —mgjdzz mg(zi—z)

zi
igualando a variacdo da energia cinética e dividindo pela massa,

2g(zi—2)=v* -0} (6.10)

Substituindo v pelo valor minimo da velocidade, calcula-se a altura ma-
xima zp,

2x9.8x (15— zy) = 25.99° — 302
Zm =26.47m

Para calcular a posicdo em que a bala bate no chao, calcula-se o valor da
velocidade, quando a bala bate no chéo, substituindo z = 0 na equagao 6.10:

2x9.8x15=01*-30° = v=34.55m/s
e, de acordo com a equacao 6.9, o quadrado do médulo da velocidade é:
34.55% =13%+22.5* + (15-9.81)> = =3.855s

(tendo em conta que o tempo ¢ é positivo). Durante esse tempo, o desloca-
mento horizontal é igual a: d =3.855(137+22.5j) = (50.111+86.73 j) m,
j& que a componente horizontal da velocidade é constante. Somando os
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valores das componentes x e y na posic¢ao inicial, obtém-se a posicao em
que a bala bate no chao:

7=1(59.117+90.73 ) m

Observe-se que os resultados sao ligeiramente diferentes dos que foram
obtidos no exemplo 2.3. Em ambos casos os resultados intermédios foram
apresentados arredondando para 4 algarismos significativos, mas todos os
célculos foram feitos usando formato de virgula flutuante com precisao
dupla (16 algarismos significativos). A diferenca estd em que, apesar de o
tempo que a bala demora em bater no chao aparecer igual nos dois casos
(3.855 s) os valores internos em precisdo dupla sdo diferentes, por terem
sido usados métodos diferentes e o erro numérico é diferente nos dois
casos.

O valor méaximo da velocidade, atingido quando a bala bate no chio, é
34.55 m/s. Como esse valor é muito menor que a velocidade terminal
(132 m/s), a solucao obtida ignorando a resisténcia do ar ndo estard muito
longe da solucao verdadeira.

O teorema do trabalho e da energia cinética s6 contém uma parte da infor-
macdo contida na segunda lei de Newton, j& que a equacao vetorial 6.1 sdo
realmente 3 equagdes (uma para cada componente) agrupadas convenien-
temente em vetores. Contudo, é possivel extrair as mesmas trés equagdes a
partir da energia cinética. Tendo em conta que:

1 1
EC=§mu2=Em(y§+u§+u§) (6.11)

entdo as trés componentes cartesianas da equacao 6.1 obtém-se assim:

d (OEC

dr 0vy

)=Fx — may=F, (6.12)
e de forma andloga para as componentes y e z. Esta equacgao é generalizada
no capitulo 8 para qualquer outro sistema de coordenadas diferentes das
cartesianas.
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6.2. Forcas conservativas

Uma forca F(7) que depende unicamente da posicdo 7 chama-se conser-
vativa, se o integral de linha entre dois pontos nas posicodes 7 e 7,

F-d7 (6.13)

da o mesmo resultado, para qualquer percurso possivel desde 7] ate 7».

Assim sendo, € possivel escolher um ponto arbitrario na posigao 7y e definir
uma funcdo que U em qualquer ponto:

’_,'
U=—jﬁ-d? (6.14)
7

observe-se que com essa definicao, U = 0 na posic¢ao 7.

A funcdo U ndo pode ser definida quando o resultado do integral de linha
em 6.14 nao estd bem definido, ou seja, quando o resultado é diferente
usando diferentes percursos. A escolha do sinal negativo na definicdo é
explicada mais a frente. A funcao U tem unidades de energia e denomina-
se energia potencial associada a forca conservativa F. A vantagem de
definir energias potenciais é que U(7) é uma fungao escalar, mais simples
do que a funcio vetorial F(7), que permite caraterizar completamente a
forca; ou seja, dada uma energia potencial qualquer é possivel encontrar a
expressdo da forca associada.

Usando o teorema fundamental do célculo vetorial, o integral de linha da
forca conservativa F é igual a:

jﬁ-d? = U - U(Fy) 6.15)
A

isto é:
O trabalho realizado entre dois pontos por uma forca conserva-
tiva é igual a diminuicdo da energia potencial associada a essa

forga.
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Observe-se que o trabalho é igual a diminuicdo da energia potencial, e
nao o seu aumento, devido a escolha do sinal negativo na defini¢do da
energia potencial. observe-se também que a definicdo 6.14 implica que a
energia potencial tem valor nulo na posicado de referencia 7y; o efeito de
usar diferentes escolhas do ponto de referencia 7 é acrescentar ou subtrair
uma constante a U em todos os pontos, mas as diferencas de energia poten-
cial, U; — U», sdo independentes do ponto usado como referencia. O valor
numérico da energia potencial num ponto ndo tem nenhum significado
fisico; o que tem significado € a diferenca dos valores da energia potencial
em dois pontos.

4 N
Exemplo 6.2

Calcule o integral de linha da forca F = (3x + ) i, desde a origem O
até o ponto P no plano xOy, com coordenadas x = y = 1, usando os

3 percursos indicados na figura: C; é o segmento de reta OR (R com
coordenadas x = 1, y = 0), seguido pelo segmento de reta RP, C, é 0
segmento de reta OQ (Q com coordenadas x = 0, y = 1), seguido pelo
segmento de reta QP e C3 é o segmento de reta OP.

y
Q P
X
A\ 0 R J

Resolucdo. A equacdo vetorial do segmento de reta OR é: 7 = x 1, com
0 < x < 1. Como tal, o deslocamento infinitesimal ao longo desse segmento

2

e

di =dxi

e o integral de linha nesse segmento é:

fﬁ-d?:flsxmdxi) :fl?,xdx: 1.5
(0] 0 0
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A equacio do segmento RP é 7= i+ y j, 0 < y < 1, o deslocamento infinite-
simal € d7 =dyJ, e o integral de linha nesse segmento é igual a:

P 1
fﬁd?sz+yﬁ%dyﬁ=0
R 0

O integral de linha no percurso C; é entdo igual a 1.5.

A equacio do segmento OQ é 7= y j, 0 < y < 1, e o integral de linha nesse
segmento &,

1
ﬁdf:jyrmyﬂzo
0

O—o

A equacio do segmento QP é xi+ j, 0 < x < 1, e o integral de linha nesse
segmento é,

1
7d?=f(3x+1)i-(dxi)=2.5
0

O—

O integral de linha no percurso C, é entdo igual a 2.5.

No segmento OP, y é igual a x e, como tal, a equacgdo do segmento é
7=x(i+]),0<x<1.Ointegral de linha no percurso C3 é entdo

1 1
f(3x+x)i-(i+j)dx=j4xdx=2
0 0

Como o integral é diferente nos 3 percursos considerados, a forca F nao é

conservativa.
|

No exemplo 6.1 foi possivel calcular o integral de linha do peso, sem co-
nhecer a equacdo da trajetéria parabdlica da bala de canhao, nem ter de
calcular a componente tangencial da forca, porque como o peso P é sem-
pre na direcdo de k, o produto escalar B-d7 é sempre igual a Pd z, para
qualquer deslocamento em qualquer direcdo, e o integral de linha reduz-se
a um integral ordindrio numa tnica variavel.

Em geral, sempre que o produto escalar F-d7 dependa de uma tnica
variavel, a forca F é conservativa porque o integral de linha reduz-se a um
integral ordindrio e o resultado depende apenas dos valores dessa variavel,
nas posicdes inicial e final. As seccdes seguintes mostram alguns exemplos.
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6.2.1. Energia potencial gravitica

Usando um sistema de coordenadas em que o eixo dos z é vertical e aponta
para cima, o peso é
P=-mgk (6.16)

o produto escalar P-dF é igual a —mgdz. Ou seja, o peso é uma forca
conservativa e a energia potencial gravitica pode ser definida por:

Ug(F) = —fz(—mg)dz = (6.17)
0

Isto é, a energia potencial gravitica de um corpo num ponto é igual ao
produto do seu peso e a altura do ponto. As alturas podem medir-se a
partir de qualquer ponto escolhido como referencia.

6.2.2. Energia potencial elastica

Quando uma mola eldstica é alongada ou comprimida, exerce uma forca
elastica F, nos dois extremos, no sentido que faz regressar a mola a sua
forma original. Se s é a elongacdo da mola, igual ao seu comprimento atual
menos o comprimento que teria quando ndo estiver nem alongada nem
comprimida, o valor absoluto de F, é diretamente proporcional a s

|Fel=ks (6.18)

Figura 6.2.: Mola elastica pendurada dum suporte horizontal.
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onde k € a constante eldstica da mola. A equacdo 6.18 chama-se lei de
Hooke.

A figura 6.2 mostra um procedimento usado para medir a constante eléstica
de uma mola. Pendura-se um objeto com peso P, que estica a mola até
ficar numa posicdo em que a forca eldstica equilibra o peso e mede-se a
elongacdo; o valor da constante eldstica é o peso usado, P, dividido pela
elongacao.

No sistema da figura 6.3, o cilindro pode
deslocar-se ao longo de uma barra fixa e
estd ligado a uma mola com o outro ex- g
tremo fixo num ponto fixo O. Em cada po- I~
sicdo P do cilindro a elongacao s da mola
considera-se positiva se a mola estiver es-
ticada, ou negativa se a mola estiver com-
primida; como tal, se o vetor é; aponta no
sentido em que s aumenta, o valor da forca A

elastica é Fe = —k s (faz diminuir s quando I“ ‘“_"N‘N‘N‘/W‘N‘NWB
é positiva ou aumentar quando é negativa).
O produto escalar

Figura 6.3.: Sistema com

Fo-di=—-kség-d¥ =—ksds (6.19) mola.
depende unicamente da varidvel s e, por isso, a forca eldstica é conservativa.

Usando como referéncia o valor s = 0 (posicdo em que a mola nao exerce
nenhuma forca) a energia potencial eldstica é:

N
1
Uez_f(—ks)ds — | Uo=-ks (6.20)
0

6.2.3. Energia potencial de forcas centrais

Uma forca central é uma forca que depende da posicao e em cada ponto do
espaco aponta na direcdo radial (reta que passa pela origem e pelo ponto)
e com valor que depende unicamente da distancia r até a origem:

Fo=f(r)r (6.21)

Como o produto vetorial F;-d7 = f(r)dr depende unicamente da varia-
vel r, as forgas centrais sdo sempre conservativas e a energia potencial
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associada é igual a:

U= —ff(r) dr (6.22)

O ponto de referéncia costuma ser colocado no infinito, porque estas forcas
costumam ser zero quando a distancia r é infinita. Dois exemplos de forcas
centrais sdo a forca gravitica entre particulas e a forca elétrica entre cargas
pontuais.

6.3. Energia mecéanica

As forcas que nao sao funcdo unicamente da posicdo ndo sao conserva-
tivas. Por exemplo a reagdo normal e a forca de atrito estatico sobre um
corpo sao reacoes, que dependem das condi¢cées em que se encontra o
sistema; colocando o mesmo corpo na mesma posicdo de uma mesa, mas
com diferentes objetos colocados por cima, a reacdo normal tem valores
diferentes. A forca de atrito cinético também néo é conservativa. Depende
da reacdo normal e também depende da direcdo do movimento (direcao
da velocidade).

No teorema do trabalho e a energia cinética (equacao 6.5), a resultante
das forcas externas pode ser escrita como a resultante de todas as forgas
conservativas mais a resultante de todas as forcas nao conservativas.
S2 S2 1 1
thcds+th“°ds:5mv§—§mvf (6.23)
S1 S1
o lado direito é a energia cinética na posicao final menos a energia cinética
na posic¢ao inicial: E.(s2) — Ec(s1). O primeiro integral no lado esquerdo é
igual a soma dos integrais de todas as forcas externas conservativas que
atuam no sistema e é igual a diminui¢ao da energia potencial total:

82
[ Feds=U(s)-Uls) (6.24)
S1
onde U é a soma de todas as energias potenciais que existam (gravitica,
eldstica, elétrica, etc.). Passando esses termos para o lado direito da equa-
¢ao obtém-se:
S2
thncds:Ec(SZ) +U(s2) — Ec(s1) — U(s1) (6.25)

S1



6.3 Energia mecdnica 165

Define-se a energia mecénica igual a soma da energia cinética mais po-
tencial, em qualquer posicdo da trajetdria:

Em=E.+U (6.26)

e a equacdo anterior € o teorema do trabalho e a energia mecanica

[ FPeds= Em(s2) = Em(s) 6.27)

$1

O integral no lado esquerdo € o trabalho realizado por todas as forgas
externas ndo conservativas, ao longo da trajetéria; ou seja,

O trabalho realizado pelas forcas ndo conservativas, a longo da
trajetéria, é igual ao aumento da energia mecdnica Ey,.

Uma consequéncia desse resultado € a lei de conservacao da energia me-
canica: quando todas as forcas que realizam trabalho sdo conservativas, a
energia mecanica do sistema permanece constante.

Observe-se que no integral do lado esquerdo da equacdo 6.27 o percurso de
integracdo é a trajet6ria do corpo. Pode acontecer que a trajetéria ndo seja
conhecida previamente, mas de qualquer forma é uma curva tinica e bem
definida. Se o integral de linha fosse calculado num percurso diferente a
trajetoria, o seu valor ja ndo seria igual ao aumento da energia mecanica.
O sinal negativo na definicdo da energia potencial prende-se ao fato de a
energia mecanica ser definida como energia cinética mais potencial.

Observe-se ainda que, como a energia cinética nunca pode ser negativa,
a energia mecanica Ep, (potencial mais cinética) em qualquer posicdo da
trajetéria é sempre maior ou igual que a energia potencial nessa posicao.

6.3.1. Graficos de energia

O gréfico da energia potencial total U(s) de todas as forcas conservativas
é muito ttil na andlise do movimento. A figura 6.4 mostra um exemplo;
a curva a tracejado representa a energia potencial total do sistema, em
funcdo da posi¢do na trajetoria, s. A reta continua € a energia mecanica;
como é uma reta com ordenada constante, conclui-se que héd conservacao
da energia mecéanica e as Unicas for¢as que realizam trabalho sao todas
conservativas.

As regides do grafico onde a reta da energia mecanica estd por debaixo
da curva de energia potencial sdo posicdes onde o sistema nunca pode
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Figura 6.4.: Exemplo de energia potencial e energia mecanica.

estar, porque a energia mecanica é sempre maior ou igual que a energia
potencial. Por exemplo, no caso da figura 6.4, o corpo ndo pode nunca
estar nas posicoes s =1, s =2 ou s = 3. Para poder alcancar essas posicoes,
seria necessario aparecer outra for¢a ndo conservativa que faca aumentar
a energia mecanica.

A equacao 6.24 significa que U(s) é uma primitiva de F, com sinal trocado.
Assim sendo, conclui-se que

. du
T ds

C

(6.28)

ou seja, nos intervalos do grafico de U(s) onde a fungdo é crescente, a
resultante das for¢as conservativas aponta no sentido negativo de s e nos
intervalos onde U(s) é decrescente, a forca conservativa resultante aponta
no sentido positivo de s.

No caso do exemplo da figura 6.4, nos intervalos -2<s<-1e2<s<35,
onde a energia potencial é decrescente, a componente tangencial da forca
conservativa total é positiva, isto é, aponta no sentido em que a posicao
s aumenta. Nos intervalos -1 < s <2 e 5 < s < 6 a componente da forca é
negativa (aponta no sentido em que s diminui). Nos pontos s = -1, s =2
e s =5 a componente tangencial da forca conservativa resultante é nula.
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Esses pontos onde o valor da for¢a é nulo, chamam-se pontos de equilibrio

A energia mecanica ndo pode ser menor que —6.75. A reta da energia
mecénica corresponde a um valor de 2.25 unidades. Com essa energia
mecanica, o corpo s6 pode estar a deslocar-se numa vizinhanca do ponto
s = -1, ou numa vizinhanca do ponto 5.

Nos pontos em que a reta da energia mecanica do corpo corta a curva
da energia potencial, a energia cinética é nula e, como tal, a corpo fica
em repouso; no entanto, a particula ndo permanece sempre em repouso
nesses pontos, porque a forca nesses pontos nao € nula.

Por exemplo, se num instante o corpo estéd na posicao s = 5, deslocando-se
no sentido em que s aumenta, continua a deslocar-se no mesmo sentido,
até parar perto de s = 6; nesse ponto a forca aponta no sentido negativo de
s, 0 que faz com que o corpo regresse para o ponto s =5, mas agora com
velocidade no sentido negativo de s. O corpo aproximar-se-4 do ponto
s = 3.8, onde o valor da sua velocidade serd nula; nesse ponto, como a
componente tangencial da for¢a é no sentido positivo de s, o corpo regressa
a posicao s =5 comecando novamente o mesmo ciclo.

6.4. Movimento harmoénico simples

Considere-se um carrinho de massa m sobre uma superficie horizontal,
ligado a uma mola com constante eldstica k, tal como mostra a figura 6.5.
Se o atrito nos eixos das rodas, a massa das rodas e a resisténcia do ar sdo
desprezadas, a tinica for¢a que realiza trabalho é a forca eldstica da mola e
ha conservac¢do da energia mecéanica.

O S

Figura 6.5.: Carrinho a oscilar sobre uma superficie horizontal.

A trajetéria é uma reta horizontal; escolhendo a origem O para medir a
posicdo na trajetoria, s, na posicdo em que a mola ndo estd nem esticada
nem comprimida, a energia mecanica do sistema é,

1

1
Eyn=-muv?+-ks 6.29
m =5 2 ( )
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A figura 6.6 mostra os graficos da energia potencial e da energia mecéanica
constante. O carrinho oscila entre as duas posicoes s=—Ae s = A, onde
a velocidade é nula, e cada vez que passa pela posicdo s = 0 a energia
cinética é maxima. O valor da amplitude do movimento oscilatério é A,
que depende do valor da energia mecanica; quanto maior for a energia,
maior a amplitude.

E
U
\ E /
| |
| |
| |
| |
-A A s

Figura 6.6.: Energia potencial e energia mecéanica de um oscilador harmé-
nico.

Arelacdo entre a amplitude e a energia mecanica obtém-se substituindo
v =0na equacao 6.29:

1
Ep = EkA2 (6.30)

A amplitude e a energia inicial ndo sdo valores carateristicos do oscilador,
mas sao condig¢des iniciais que dependem de como € colocado em movi-
mento o sistema. A equacdo de movimento do sistema pode ser obtida
aplicando a segunda lei de Newton, ou também derivando a expressao
da energia mecanica (equacao 6.29) em ordem ao tempo e integrando. O

resultado é:

k
aig=——S:S (6.31)
m

Resolvendo a equacdo cinemética a; = vd v/d s, com condigao inicial v(s =
A) =0, obtém-se v em funcdo de s

V=) ﬁ(A2 ) (6.32)
m



6.5 Energia cinética de rotagdo 169

igualando essa expressdo (no caso em que v é positiva) a derivada s e
separando varidveis, obtém-se

\ [ — Id = \/AZ: (633)

onde o tempo f; é o instante em que o carrinho passa pela posicao de
equilibrio s = 0. Calculando os integrais obtém-se a expressdo para a
posicdo s em func¢do do tempo

] s=Asin(Q+ o) \ (6.34)

onde a constante Q, chamada frequéncia angular, é

Q=4/— (6.35)

e ¢p € uma constante que depende da escolha do instante em que ¢ é igual
a zero. A frequéncia, que é o niimero de oscilagdes por unidade de tempo,
éigual a,

1 |k

f_g o\ (6.36)

e o periodo de oscilacdo T é o inverso da frequéncia: T=1/f.

A expressdo 6.34 é a solucao da equacao diferencial § = —(k/m)s. Qual-
quer outro sistema em que a segunda derivada da variavel seja igual a
varidvel vezes uma constante negativa, € chamado também um oscilador
harménico simples e a solugdo serd semelhante a 6.34.

6.5. Energia cinética de rotacao

No movimento de translagdo de um corpo rigido, em cada instante todas
as partes do corpo deslocam-se com a mesma velocidade 7 e, com tal, a
energia cinética total é igual a um meio da massa total vezes o valor da
velocidade ao quadrado. No caso mais geral do movimento de rotagdo
sobreposto a translacao, para calcular a energia cinética total serd neces-
sario ter em conta que as velocidades de diferentes partes do objeto sao
diferentes. Conforme foi demonstrado no capitulo 3, a velocidade de cada
ponto no corpo, em func¢ao da velocidade angular @ e da velocidade Up de
um ponto fixo no corpo rigido, é:

D=To+®xT (6.37)
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em que 7 é a posicdo do ponto relativa ao ponto de referéncia O.

A energia cinética total obtém-se somando a energia de todas as partes
infinitesimais do corpo rigido, com massa d m,

1
E.= EI 2dm (6.38)

O valor da velocidade ao quadrado é,

2

V=0-0=02+|@x FI? + 2D, (@ x T) (6.39)

O médulo de (& x 7) é w R, em que R € a distdncia desde o ponto até um
eixo que passa pelo ponto O, paralelo a @. Substituindo na expressao da
energia cinética,

Ecz%gjdm+%2fR2dm+ao-(@xf?dm) (6.40)

O integral no primeiro termo € igual a massa total m. Como foi referido na
secc¢do sobre o centro de massa, o tinico referencial em que o valor médio
do vetor posicdo é nulo (equagdo 5.15) é o referencial em que a origem esta
exatamente no centro de massa. Assim sendo, se o ponto de referéncia O
for o centro de massa, o terceiro integral serd nulo e obtém-se

1 2

1 2
E.= Em ch+zlcmw (6.41)

em que Iy, € 0 momento de inércia em relacdo a um eixo que passa pelo
centro de massa, paralelo a @.

4 N
Exemplo 6.3
Uma esfera de massa m e raio R parte do repouso a uma altura h
numa rampa inclinada um angulo  com a horizontal. A esfera roda
na rampa, sem deslizar. Determine o valor da aceleracdo angular da
esfera e a velocidade do centro de massa quando a esfera chega ao fim
da rampa.
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Resolucdo. Como a esfera roda sem deslizar, o angulo de rotacao 0 esté re-
lacionado com a posic¢do do centro de massa C, de acordo com a expressdo
que foi obtida no capitulo 3 para rodas que rolam sem derrapar:

s=R0O

conclui-se entdo que o sistema tem um tnico grau de liberdade, que pode
ser o angulo 8 que a esfera roda desde o instante inicial no topo do plano
inclinado. O valor da velocidade angular é w = 6 e o valor da velocidade do
centro de massa € v¢m = Rw.

Escolhendo a posicdo s = 0 no topo da rampa, com s positivo no sentido em
que a esfera desce e energia potencial gravitica nula em s = 0, em qualquer
posicdo s = RO a esfera tem descido uma altura R6 sin8, em que f é o
angulo de inclinagdo do plano inclinado. A energia mecanica total é,

En= %mR2 w? + %Icmw2 -mgROsinp
Enquanto a esfera rode sem derrapar, a forca de atrito com a superficie do
plano € atrito estdtico, que ndo realiza trabalho. Ignorando a resisténcia do
ar, a energia mecanica conserva-se e a sua derivada em ordem ao tempo
é nula. Substituindo a expressdo do momento de inércia da esfera em
relacdo ao seu centro de massa, 2 m R?/5, na equacdo anterior, derivando
em ordem ao tempo e igualando a zero, obtém-se

7 .
mRw gRa —gsinf|=0
e a expressao para a aceleracdo angular «a é,

5o si
o= gsinf
7R
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Como a esfera parte do repouso, no ponto inicial a sua energia cinética é
nula e na parte mais baixa da rampa a energia cinética serd igual a energia
potencial gravitica inicial, 0, menos a energia gravitica final, -mgh

1 1
sz2w2+ng2w2=mgh (6.42)
e a velocidade do centro de massa C no fim da rampa é

10gh
ve=Row= _éL. (6.43)

Perguntas

1. A posicao de uma particula em funcdo do tempo é dada pela expressao
F=21 i+§ £3 7 (SI). Qual dos vetores na lista é perpendicular a trajetéria
da particula no instante ¢ =2 s?

A 4i-5] C. -5i+2] E. —21+3]
B. 2i-5] D. 5i-4]

2. Sobre uma particula atua uma forca com direcdo, sentido e médulo
constantes. O mo6dulo da for¢a é 1.6 N. Qual é o trabalho realizado por
essa forca quando a particula se desloca uma distancia de 20 cm numa
direcdo que faz 60° com a forga?

A. 0.28] C. 0.68] E. 16]J
B. 160 mJ D. 28]

3. Num oscilador harménico simples formado por um corpo de massa m
pendurado duma mola vertical com constante eldstica k, se a massa for
quadruplicada, qual das afirmacoes sera correta?

A. Afrequéncia duplica.
O periodo duplica.
A amplitude duplica.

A energia mecanica duplica.

m O 0 ®

A energia potencial duplica.
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4. A figura mostra o grafico da energia potencial U(s), de uma particula
em func¢io da posicdo na trajetdria, s. Se a particula estd a oscilar a
volta da posicdo s = 1, com energia mecanica igual a 2 J, qual é o valor
maximo da sua energia cinética?

ua
3

2 -1, 1 72 s(@m)

A. -3] C. 0 E. 5]
B. 3] D. 2]

5. Afigura mostra o grafico da forca tangencial resultante F;, conservativa,
sobre uma particula. Quantos pontos de equilibrio existem na regidao
apresentada no grafico?

F,
VRN
1 1 3 s
0 2 E. 4
B. 1 D. 3

Problemas

1. Calcule o integral de linha da forca do exemplo 6.2: F = 3x+ y) i, desde
a origem O até o ponto P no plano xOy, com coordenadas x = y =1,
em que o percurso de integracdo é o arco mais curto da circunferéncia
(x— 1)2 + y2 =1 (centroem x =1, y =0 e raio 1), que passa pela origem
e pelo ponto P.
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2.

4.

Alei da gravitagdo universal estabelece que qualquer corpo celeste de
massa M produz uma forca atrativa sobre qualquer outro corpo de
massa m, dada pela expressdo:

- GMm
Fg:_

A

[

r2

onde G é a constante de gravitacdo universal, r é a distancia entre os
dois corpos e 7 é o versor radial, que aponta desde o corpo de massa
M até o corpo de massa m. (a) Determine a expressao para a energia
potencial gravitica Ug devida ao corpo de massa M. (b) Tendo em
conta o resultado da alinea anterior, como se justifica a equagdo 6.17,
Ug = mg z, para a energia potencial gravitica de um objeto na Terra?

Num salto com vara, um atleta de 70 kg usa uma vara uniforme de 4.5 kg
com 4.9 m de comprimento. O salto do atleta tem trés fases: primeiro
o atleta corre, com o seu centro de gravidade a 1 m de altura e com o
centro de gravidade da vara a 1.5 m de altura, com velocidade de 9 m/s
no instante em que possa a vara no chao. Na segunda fase, a energia
da corrida é transferida para a vara, que se deforma e volta a esticar
ficando vertical e elevando o atleta até uma altura préxima da altura da
fasquia (desprezando forcas dissipativas, até aqui a energia mecanica é
constante). Finalmente o atleta estende os bragos, aumentando a sua
energia mecanica até o seu centro de gravidade subir a 5.8 m de altura,
conseguindo ultrapassar a fasquia a 5.6 m. (a) Determine o trabalho
realizado pelo saltador quando estende os bragos. (b) Determine a forca
média que o saltador exerce sobre a vara na terceira fase.

b

Resolva o problema 7 do capitulo 4 aplicando o teorema do trabalho e a
energia mecénica. A forca exercida pelo bloco sobre o cone, quando o
cone penetra no bloco, é uma forca conservativa ou nao?




Problemas 175

5.

Num sistema como o da figura 6.5, o carrinho tem massa de 450 g. O
carrinho € deslocado 5 cm da posicao de equilibrio e libertado a partir
do repouso, comecando a oscilar com um periodo de 1.2 s. Determine:

(a) A amplitude das oscilacoes.
(b) A constante elastica da mola.
(¢) A velocidade maxima do carrinho.

Um péndulo simples é composto por uma esfera de massa m, pendu-
rada de uma corda muito fina, de comprimento / e massa desprezavel.
Quando a esfera parte do repouso, hd um tnico grau de liberdade, que
pode ser o dangulo 8 que o fio faz com a vertical. (a) Determine a expres-
sdo para a energia mecanica, em funcao do angulo 0 e da sua derivada 0,
arbitrando que a energia potencial é nula em 8 = 90°. (b) Desprezando
a resisténcia do ar, a energia mecéanica permanece constante e a sua
derivada em ordem ao tempo é nula; derive a expressdo da energia me-
canica em ordem ao tempo e iguale a zero para encontrar a expressao
para 6 em funcao do angulo.

lcosf 0

Uma esfera de raio r roda, sem deslizar, dentro de uma calha semicircu-
lar de raio R, que estd num plano vertical (ver figura).

(a) Demonstre que, em funcdo da derivada do angulo 6, a energia
cinética da esfera é
Eo= - m(R-r?0?
10

(b) Desprezando a resisténcia do ar, a energia mecanica é constante
e a sua derivada em ordem ao tempo é nula; derive a expressao da
energia mecanica em ordem ao tempo e iguale a zero para encontrar a
expressio da aceleracdo angular 6 em funcio do angulo.

(c) Entre que valores deve estar a energia mecanica para que a esfera
permaneca oscilando dentro da calha?

(d) A partir do resultado da alinea b, determine a expressio para 6,
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8.

10.

11.

no limite quando o raio da esfera é muito menor que o raio da calha
(R—r = R) e explique porque o resultado é diferente do resultado obtido
para o péndulo simples no problema 6.

B C A

Um cilindro com massa de 80 g desliza a partir do repouso, no ponto
A, até ao ponto B, devido a uma forca externa constante de 60 N; o
comprimento normal da mola é 30 cm e a sua constante eléstica é
6 N/cm. Admitindo que nao existe atrito com a barra fixa, calcule a
velocidade com que o cilindro chega ao ponto B.

60 N

40 cm—»‘

Resolva o problema 13 do capitulo 5 aplicando o principio de conserva-
¢do da energia mecanica.

Um cilindro desce uma rampa de altura #, a partir do repouso, rodando
a volta do seu eixo sem deslizar. Calcule a velocidade do centro de
massa do cilindro quando chega ao fim da rampa. Compare com o
resultado do exemplo 6.3 para uma esfera; qual dos dois corpos desce
mais rapido, a esfera ou o cilindro?

Uma esfera pendurada com uma corda de comprimento !/ parte do
repouso na posicao A, como mostra a figura. Quando a corda chega a
posicdo vertical, entra em contacto com um prego fixo no ponto B, que
faz com que a esfera descreva um arco de raio menor que /. Calcule o
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valor minimo que deve ter a para que a trajetéria da esfera seja uma
circunferéncia com centro em B (se a ndo for suficientemente grande, a
corda deixa de estar esticada quando a esfera sobe e a esfera ndo chega
até a parte mais alta do circulo).

| ! |
) QoA
| |
P I
-~ | S /
P I N /
a N\

// | \ /
/ I \ /
/ ! \ /

I ! \ !
/
I —X ¢ /
\ / /
/ /
\ / Y
\ 7
\ / -
AN / //

N
O -~
C

12. Considere um projétil que é lancado desde o chdo, num quarto onde

existe vdcuo, com uma velocidade inicial vy que faz um angulo 6 com a
horizontal.

(a) Calcule o tempo que o projétil demora até chegar ao ponto maximo
da sua trajetoria, onde a velocidade vertical é nula, e a posicao nesse
ponto.

(b) Com base no resultado da alinea anterior, demonstre que o alcance
horizontal do projétil (distancia horizontal desde onde é lancado até
onde cai) € igual a:

vg sin(20)
R=—— (6.44)
g

Respostas

Perguntas: 1. C. 2. B. 3. B. 4. E. 5. D.

Problemas
T 3
1. —+—-=2.29
4 2
GMm

2. (@) Ug = -
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(b) Para um valor qualquer ro, a série de Taylor de Uy é:

GMm GMm
o rO

O primeiro termo é uma constante, que pode ser ignorada; no segundo

termo, se rg for o raio da Terra, r —r, serd a altura z desde a superficie da

Terrae GM/ rg serd igual a constante g. Ignorando o resto da série, que

para valores de z muito menores que ry nao altera significativamente a

soma dos dois primeiros termos, obtém-se Ug ~ m g z.

(r—ro)—...

3. (a)317.4] (b) 686 N.

4. 24 696 N/m?. A forca do bloco nio é conservativa, porque s6 atua

quando o cone estd a penetrar; se o cone voltasse a subir, apds ter
penetrado no bloco, o bloco ja ndo produzia forca sobre o cone.

(@) 5cm. (b) 12.34 N/m. (c) 26.2 cm/s.

1 . .
. (@) Em = Emlzez—mglcose (b) 0=—§ sinf

(a) Observe que a velocidade do centro de massa da esfera é (R —r)6

e a condicdo de rodamento sem deslizamento implica que a veloci-

dade angular da esfera € igual a essa velocidade dividida por r. (b)
58

T 7(R-1)
(c) Maior que —m g (R — r) e menor que zero; se a energia mecanica é

exatamente igual a —m g (R —r), a esfera ndo oscila, mas permanece
em repouso no ponto mais baixo da calha. (d) O valor absoluto de 6 é
menor num fator 5/7, devido a que parte da energia potencial gravitica
é transformada em energia cinética de rotacdo da esfera. A energia
cinética de rotacao é sempre 2/5 da energia cinética de translacao, in-
dependentemente do valor de r; assim sendo, no limite r — 0 também
2/7 da energia gravitica sdo convertidos em energia de rotacdo e apenas
os restantes 5/7 fazem aumentar 9.

sinf

8. 11.74 m/s.
9. 5274571

10.

11.

12.

[Agh . : .
%. A esfera desce mais rdpido que o cilindro, por ter menor mo-
mento de inércia.
31

5
2

. - v() . N 2 ~
(a) t=vysinf/g, 7= e (sin(26) i +sin® 6 j)
8



