C. Transformada de Laplace

C.1. Definicao

Neste apéndice apresenta-se apenas um sumadrio sobre a transformada
de Laplace. Um estudo mais completo do tema encontra-se nos livros de
matemadtica para engenharia ou nos livros sobre equacdes diferenciais, por
exemplo: An Introduction to Differential Equations and their Applications
(Farlow, 1994).

Define-se a transformada de Laplace de uma funcdo f(¢) como o integral:

L)} =ff(t)e_”dt (C.1)
0

Note-se que o resultado desse integral ja ndo depende de ¢ mas sim do
parametro s, que se admite ser um ntimero real.

Neste livro, para representar a transformada de Laplace, utiliza-se um til
por cima da letra que representa a fungdo. Por exemplo, g(s) é a funcao
obtida por aplicacao da transformada de Laplace a funcao g().

Avaridvel s tem unidades de inverso do tempo, ou seja unidades de frequén-
cia, ja que o expoente st é adimensional. Comot al, g(t) e g(s) costumam
ser designadas de representacdes da fung¢do no dominio do tempo e no
dominio da frequéncia, respetivamente.

Tal como no caso da derivacdo, uma forma rapida de calcular a transfor-
mada de uma func¢ido é por meio de algumas regras simples que se vao
obter nas seccoes seguintes. A transformada inversa de uma funcio f(s) é
afuncio f(¢) cuja transformada de Laplace é igual a f(s).

Para que a transformada de Laplace de uma funcao f(¢) exista, é necessério
que f(t) observe as duas propriedades seguintes:

1. A funcdo tem de ser parcelarmente continua, isto é, f(¢) pode ter al-
guns pontos isolados onde é descontinua, mas é necessariamente con-
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tinua em cada intervalo entre dois pontos de descontinuidade.

2. Afuncéo f(t) deve ser de ordem exponencial: existe um ntimero real a
tal que o limite
lim |f(£)]e” %! (C.2)
t—o0

existe. O dominio da respetiva transformada de Laplace f () és>a.

Note-se que no cdlculo da transformada de Laplace nao interessa a forma
como a funcdo seja definida em ¢ < 0. Isto prende-se com o intervalo
de integracdo usado na defini¢do da transformada. E possivel usar ou-
tros intervalos diferentes, mas o intervalo ¢ > 0 é particularmente ttil nos
problemas fisicos estudados neste livro, em que unicamente interessa a
evolucao de um sistema fisico a partir de um instante inicial ¢ = 0.

C.2. Propriedades

C.2.1. Linearidade

Para quaisquer duas funcées f(¢) e g(¢) e duas constantes a e b, verifica-se:

ff{af(t)-}—bg(t)}:af(s)+bg(s) (C.3)

e a transformada inversa também é um operador linear:

L Hafs)+bgs)=af(®)+bgt (C.4)

C.2.2. Derivada da transformada

A derivada da transformada de f(#), em ordem a frequéncia s €,

df

I O
ds—dsoff(t)e dr= O[tf(t)e dt=-2L{tf(1)} (C.5)

e derivando sucessivamente n vezes conclui-se que

ary

n _(_1\"
LU0} = D"

(C.6)
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C.2.3. Transformada da derivada

A transformada da derivada de f(#) em ordem ao tempo estd relacionada
com a propria transformada de f (). Integrando por partes o integral que
define a transformada, obtém-se:

o0

+sffe_”dt (C.7)
0 0

Z{fl}:ff/e—stdt:fe—st
0

o ultimo integral é a transformada de f () e, no primeiro termo, o limite
de fe " quando r tende para infinito é zero, ja que f () é uma fungao de
ordem exponencial. Como tal, obtém-se a seguinte relacdo:

Lify=sf-f0) (C.8)

A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a
mesma propriedade vérias vezes sucessivas; por exemplo, a transformada
da segunda derivada é igual a:

LU =sLIU - O =s(sf-FO)-f'0
=2 f-sf0)-f'(0) (C.9)
C.2.4. Deslocamento na frequéncia

A transformada do produto entre uma funcao exponencial e outra funcao
qualquer é:

sf{e“f(t)}=ffe(“‘3”dt:f(s—a) (C.10)
0

Nomeadamente, quando se multiplica uma funcdo por e?’, no dominio
do tempo, a sua representacao no dominio das frequéncias desloca-se a
unidades no sentido positivo do eixo da frequéncia s.

C.2.5. Deslocamento no tempo

Define-se a funcao degrau unitério, ou funcao de Heaviside, como:

0 ,t<a
u(t—a) ={ (C.11)
1 ,t>a
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Como tal, o produto,

u(t—a) f(t—a (C.12)

é a funcdo f(t) deslocada uma distancia a no sentido positivo do eixo do
tempo ¢, sendo nula para ¢ < a. Calculando a transformada de Laplace
desse produto obtém-se:

${u(t—a)f(t—a)}:ff(t—a)e_”dt
a

fo(r)e_“”“)dr:e_‘“ff(r)e‘”dr
0 0

e conclui-se que:

Llut—a) f(t—a)}=e *f(s) (C.13)

Isto é, quando a funcao é deslocada a unidades no sentido positivo do
tempo f, a sua representacao no dominio da frequéncia fica multiplicada
pore™ %%,

Note-se que no caso particular a = 0, esta propriedade implica que a trans-
formada de u(¢) f(¢) é idéntica a transformada de f(t); o produto u(t) f(¢)
simplesmente torna o resultado nulo para ¢ < 0 deixando a funcao igual
para t > 0 e como ja foi dito, no célculo da transformada de Laplace apenas
interessa a definicao da funcdo em ¢ > 0.

Esta propriedade é muito til para calcular as transformadas de Laplace de
funcdes com descontinuidades. Uma outra forma equivalente é

Llult-a) ) =e “ZLi{f(t+a)| (C.14)
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C.3. Transformadas de funcoes importantes

C.3.1. Polindmios

A transformada de t”, onde p é qualquer niimero real, pode ser simplifi-
cada usando a mudanca de varidvel u = st

o0 oo d
P
f{t"’}zftpe_”dtzf(z) et
s s
0 0
o0
:s_(p“)fupe_”du (C.15)
0

e este tltimo integral é a funcdo gama de p + 1; como tal, a transformada

detP é
I'(p+1)
Sp+1

LitP) =

(C.16)

em particular, quando p é um namero inteiro positivo n, a fun¢do gama
de n + 1 é igual ao fatorial de n e obtém-se:

n, . n
Lt = s (C.17)
eparan=0
1
Z{l} = 3 (C.18)

C.3.2. Funcoes exponenciais

Aplicando a propriedade de deslocamento na frequéncia s, com f(t) =1
e tendo em conta que Z{1} = 1/s, obtém-se a transformada da funcao
exponencial,
at 1
ZLie"' = — (C.19)
s—a

e como a derivada de 1/(s— a) é —1/(s — a@)?, usando a propriedade da
derivada da transformada conclui-se:

PLltet!y = (C.20)

(s—a)?
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O mesmo resultado pode ser obtido a partir da transformada de ¢ e usando
a propriedade de deslocamento em s.

C.3.3. Funcoes sinusoidais

Para calcular a transformada de Laplace das funcées sinusoidais é conveni-
ente usar a férmula de Euler:

f() = fmax cos(wt+¢) =Re (fméxei(w l’+(p))
e (g o

onde Re{z} é a fun¢do que d4 a parte real do nimero complexo z. Com tal,
a transformada de Laplace da funcdo sinusoidal f(¢) é:

f(s) = 2 {Re(fmaxe'? ")}

(C.22)

. , el
=Re(fmaxe'? £ {e'“’}) =Re (%)

Por simplicidade, costuma-se omitir a funcdo Re, ficando implicito que s6
interessa a parte real. Definindo o fasor F da funcao sinusoidal f(f) como o
produto fmax€e'?, a transformada de Laplace da fungao sinusoidal é ent3o:

L fmax cos(wt+¢)} = (C.23)

S—iw

onde F é o respetivo fasor. Como sinx = Re (—ie‘x), conclui-se também
que:

—iF

- (C.24)
s—iw

Llfmaxsin(w t+ @)} =

C.3.4. Funcao impulso unitario

A funcdo impulso unitério, ou funcao delta de Dirac, 6 (¢ — a), é a derivada
da funcdo degrau unitdrio u(t — a). Note-se que ndo é realmente uma
funcdo, porque em ¢ = a a fun¢do u(t — a) é descontinua e a sua derivada
nao existe.

Pode interpretar-se 6 (¢ — a) usando uma func¢do degrau unitdrio continua,
que ndo muda abruptamente de 0 para 1 em ¢ = @, mas sim aumentando
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gradualmente de 0 para 1 num pequeno intervalo que inclui ¢ = a; como tal,
6 (t — a) é nula excepto nesse pequeno intervalo em que o degrau unitario
passa de 0 para 1, e a drea total sob 6 (¢ — a) deve ser igual a 1. No limite em
que o comprimento desse intervalo se aproxima de zero, o valor de 6 (¢ — a)
aproxima-se de infinito, em ¢ = a, e de zero em qualquer outro valor de
t#£a.

Uma funcdo f(#), continua em a, verifica a propriedade seguinte:

t
f f@bz-adz=]" 1= (C.25)
J fla) ,t>a

A transformada da funcdo impulso unitdario é a transformada da derivada
da fung¢do degrau unitdrio. Aplicando a propriedade da transformada da
derivada, obtém-se:

Lot—a)}=e° (C.26)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas das fun-
¢oes calculadas nas secgOes anteriores encontram-se resumidas na ta-
bela C.1.
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Tabela C.1.: Propriedades da transformada de Laplace.

Funcao Transformada
[ f(s)
" n!
t w
et £ (1) fs—a)
JlO) sf(s)— )
- 1
f f(2)dz " £
0 -
df
tf(1) “ds
S ~
u(t—a) f(r—a) e 4 f(s)
u(t—a f(t) e~ LIf(t+a)}
o(t—a) e 4s
f(i) af(as)
a
ixcos(0 1 +) d
fmaxcos(wt+ ¢ Py
—iF

fimax sin (@ £+ ¢)

S—iw




