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1. Em função da base ortonormal {|e1⟩, |e2⟩} a representação de dois kets é:

|Ψ⟩ = i|e1⟩ − 3|e2⟩ |Φ⟩ = 2|e1⟩ + i 4|e2⟩

Calcule:

(a) |Ψ⟩ − |Φ⟩
(b) ⟨Ψ|Φ⟩

2. Encontre os valores e vetores próprios da matriz de Pauli:

σ̂𝑦 =

[
0 −i
i 0

]
3. A representação matricial do estado de um sistema, |Ψ⟩, e de um observável, Ω̂,

são:

|Ψ⟩ =
[

0.96
i 0.28

]
Ω̂ =

[
2.64 −i 0.48
i 0.48 2.36

]
(a) Mostre que a norma do estado,

√︁
⟨Ψ|Ψ⟩, é igual a 1.

(b) Determine o valor esperado de Ω̂

(c) Mostre que os dois kets

|Φ⟩ =
[

0.8
i 0.6

]
|Υ⟩ =

[
i 0.6
0.8

]
são vetores próprios de Ω̂, e determine os respetivos valores próprios.



Resolução
1. (a) |Ψ⟩ − |Φ⟩ = (i|e1⟩ − 3|e2⟩) − (2|e1⟩ + i 4|e2⟩) = (i − 2)) |e1⟩ − (3 + i 4) |e2⟩

(b) ⟨Ψ|Φ⟩ = (−i⟨e1 | − 3⟨e2 |) (2|e1⟩ + i 4|e2⟩)
= −i 2⟨e1 |e1⟩ + 4⟨e1 |e2⟩ − 6⟨e2 |e1⟩ − i 12⟨e2 |e2⟩

Como ⟨e1 |e2⟩ = ⟨e2 |e1⟩ = 0, e ⟨e1 |e1⟩ = ⟨e2 |e2⟩ = 1, então:

⟨Ψ|Φ⟩ = −i 2 − i 12 = −i 14

2. Equação dos valores próprios:����−𝜆 −i
i −𝜆

���� = 0 =⇒ 𝜆2 = 1 =⇒ 𝜆 = ±1

Vetor próprio de 𝜆1 = 1:[
0 −i
i 0

] [
𝑎

𝑏

]
=

[
𝑎

𝑏

]
=⇒ 𝑏 = i 𝑎 =⇒ |𝜆1⟩ =

[
𝑎

i 𝑎

]
Em que 𝑎 pode ser qualquer número complexo (pode escolher-se 𝑎 = 1/

√
2 para

que a norma do vetor seja 1, mas o enunciado não pede que assim seja).
Vetor próprio de 𝜆2 = −1:[

0 −i
i 0

] [
𝑐

𝑑

]
= −

[
𝑐

𝑑

]
=⇒ 𝑑 = −i 𝑐 =⇒ |𝜆2⟩ =

[
𝑐

−i 𝑐

]
Em que 𝑐 pode ser qualquer número complexo.

3. (a) ⟨Ψ|Ψ⟩ = [0.96 − i 0.28]
[

0.96
i 0.28

]
= 0.9216 + 0.0784 = 1

e, como tal,
√︁
⟨Ψ|Ψ⟩ = 1.

(b) ⟨Ω̂⟩ = ⟨Ψ|Ω̂|Ψ⟩ = [0.96 − i 0.28]
[

2.64 −i 0.48
i 0.48 2.36

] [
0.96
i 0.28

]
= [0.96 − i 0.28]

[
2.5344 + 0.1344

i 0.4608 + i 0.6608

]
= [0.96 − i 0.28]

[
2.6688
i 1.1216

]
= 2.562048 + 0.314048 = 2.876096

(c) Ω̂|Φ⟩ =
[

2.64 −i 0.48
i 0.48 2.36

] [
0.8
i 0.6

]
=

[
2.112 + 0.288

i 0.384 + i 1.416

]
=

[
2.4
i 1.8

]
= 3|Φ⟩

Ou seja, |Φ⟩ é vetor próprio com valor próprio 3.

Ω̂|Υ⟩ =
[

2.64 −i 0.48
i 0.48 2.36

] [
i 0.6
0.8

]
=

[
i 1.584 − i 0.384
−0.288 + 1.888

]
=

[
i 1.2
1.6

]
= 2|Υ⟩

Ou seja, |Υ⟩ é vetor próprio com valor próprio 2.


