1 Raizes de equacoes

1.1 Equacoes transcendentes

Algumas equagdes que dependem de uma varidvel x podem ser resolvidas para obter um
ou mais valores de x que verificam a equacdo. Por exemplo, a equagio x> +4x+3 =0
tem duas solugdes, x = 1 e x = 3, e a equagdo e = 3 tem uma udnica solugdo x = In(3) =
1.0986. .. Existem equacdes, chamadas transcendentes, em que nio € possivel escrever
uma expressao matemadtica para a solucao x e até pode ser dificil determinar se existem
solugdes e quantas. Por exemplo, a equagdo x+ 1 = tan(x) é uma equag@o transcendente; as
suas solucdes s6 podem ser calculadas de forma aproximada, usando métodos numéricos.

Para facilitar a procura das solu¢des de uma equacao transcendente, € conveniente rescreve-
la na forma f(x) = 0; por exemplo, a equagdo x + 1 = tan(x) pode ser escrita como
x+ 1 —tan(x) = 0. O problema de encontrar as solu¢des consiste entdo em encontrar as
raizes da funcdo f(x), ou seja, os pontos onde o grafico de f(x) corta o eixo das abcissas.
No exemplo anterior, f(x) = x+ 1 —tan(x), o grafico da fungdo no intervalo 0 <x < 27w
obtém-se no Maxima com o seguinte comando:

(%$11) plot2d(x+l-tan(x), [x,0,2x%pi], [y,-5,5], [ylabel, "£(x)"]);

e o resultado (ver figura 1.1) mostra que nesse intervalo existem duas solugdes, proximas
dos valores x = 1.1 e x =4.5.

No caso das fungdes continuas, se em dois pontos diferentes a e b (admitindo a < b),
os sinais de f(a) e f(b) sdo diferentes, deve existir pelo menos uma raiz de f(x) no
intervalo a < x < b. No caso da figura 1.1, vé-se que f(0) é positiva mas f(1.3) € negativa;
assim sendo, existe pelo menos uma raiz entre 0 e 1.3. Em x = 3, f(3) € positiva, mas
comparando com o valor negativo de f(1.3) ndo se pode concluir que existam raizes no
intervalo 1.3 < x < 3, ja que nesse intervalo a funcdo ndo € continua.

1.2 Método de bisseccoes

Dados dois valores diferentes xj e x», onde x; < xp € f(x1) f(x2) < O (ou seja, os sinais
de f(x1) e f(x2) sdo diferentes), calculam-se o ponto meio x,, = (x; +x2)/2 e o valor da
fungdo nesse ponto, f(x;). Se f(x,,) for nula, x,, é a raiz procurada; caso contrdrio, se
o sinal de f(x,,) for o mesmo de f(x;) substitui-se x| por x,,, se o sinal de f(x,,) for o
mesmo de f(x;) substitui-se x, por x,, € 0 processo repete-se indefinidamente até se obter
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Figura 1.1: Grifico da fungdo x + 1 — tan(x).

um intervalo de comprimento muito reduzido:
‘)CQ—X1|<8 (1.1)

onde /2 € a precisdo com que se quer calcular a raiz. O valor final de x,, serd o que melhor
aproxima o valor da raiz, com a precisdo desejada.

Exemplo 1.1
Calcule a raiz de f(x) = x+ 1 —tan(x) no intervalo 0 < x < 1.3 com 2 casas decimais,
usando o método de bissecoes.

Resolucao. Definem-se primeiro a fungdo e os pontos iniciais:

(%$1i2) £(x) := float (x+l-tan(x))$

($i3) [x1, x2]: [1, 1.21%
E importante usar £1oat, para garantir que a fungio dé sempre um niimero e nio uma
expressao.
Os valores da funcao nos pontos iniciais sao

(%i4) [£(x1), £(x2)];

(%04) [.4425922753450977, - .3721516221263186]
e como os sinais sdo diferentes, € possivel usar o método das bissec¢des. O ponto meio e o
valor da fun¢do nesse ponto sdo:

(%i5) [xm: (x1+x2)/2, £(xm)];

(%05) [1.1, .1352403427513478]
Como o sinal da fun¢@o nesse ponto € positivo, substitui-se x; pelo ponto meio e repete-se
0 passo anterior:

(%$16) x1: xm$
(%17) [xm: (x1+x2)/2, £(xm)];
(%07) [1.15, — .08449694875532554]
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Como agora a fun¢do € negativa, substitui-se x; por x,, € repete-se 0 mesmo procedimento
até se observar que o ponto meio ndo mude, até a segunda casa decimal:

(%$1i8) x2: xm$

(%$19) [xm: (x14x2)/2, £(xm)];

(%09) [1.125, .03242872362782112]
($110) x1: xm$

($i11l) [xm: (x1+x2)/2, £(xm)];

(%011) [1.1375, - .02411658214848611]
($112) x2: xm$

(%$i13) [xm: (x1+x2)/2, £(xm)];

(%013) [1.13125, 0.00461493349083808]

O valor da raiz € x = 1.13. Ha que ter muita atencdo a qual dos valores, x| ou x», deve ser
substituido por x,,, para garantir que a raiz esteja sempre dentro do intervalo atual.

As iteragdes também podiam ter sido feitas mais rapidamente usando um ciclo while. Por
exemplo, para encontrar a raiz com 3 casas decimais (precisao igual a 0.0005), comecando
com os mesmos valores iniciais, pode escrever-se:

($1il14) [x1, x2]: [1.1, 1.2]1$
(%$115) while abs(x2-x1) > 0.001 do
(xm: (x1+x2) /2, if £(x1)*f(xm) > O then xl:xm else x2:xm, print (xm))$
.15
.125
.1375
.13125
.134375
.1328125
.13203125

A raiz, com precisdo de 3 casas decimais € 1.132. Observe-se que a funcdo j4 tinha sido
definida previamente e que ja estava garantido que os sinais da fungdo sdo diferentes nos
dois pontos iniciais.
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1.3 Método de falsa posicao

No método das bissecc¢des, se um dos valores f(xj) ou f(x;) estiver muito mais préximo
de zero, espera-se que a raiz também esteja mas préxima do ponto x; ou x, em que a funcao
estd mais proxima de zero. Como tal, serd mais eficiente usar o ponto x, em que a reta que
passa pelos pontos (xy, f(x1)) e (x2, f(x2)) intersecta o eixo dos x. Uma relagdo geométrica
de semelhancga entre tridngulos permite demonstrar que x, € dado pela expressao

X2 — X1

F) — () (12

xr =xp — f(x2)

O método de falsa posi¢ao € semelhante ao método de bissec¢des, excepto que em vez de
se usar o ponto meio de cada intervalo usa-se o ponto x, definido pela equacao anterior.
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Exemplo 1.2
Calcule a raiz de f(x) = x+ 1 —tan(x) no intervalo 0 < x < 1.3 com 3 casas decimais,
usando o método de falsa posicao.

Resolucio. Aproveitando que a fungdo € a mesma que ja foi definida no exemplo da seccio
anterior, basta definir novamente os valores iniciais e modificar o ciclo while usado na
sec¢io anterior. E conveniente também guardar os valores da fungio jd calculados, para
evitar a redundéncia de serem calculados novamente a cada iteragao:

(%$i16) [x1, x2]: [1.1, 1.218

(%$117) [£f1, £2]: [£(x1), £(x2)];

(%017) [.1352403427513478, - .3721516221263186]

Os valores da fun¢do nos dois extremos do intervalo sdo armazenados nas varidveis f| e
f2; o resultado (%$017) permite também conferir que o sinal da fun¢do muda entre x; e
x2. Como serd claro nos resultados no fim deste exemplo, neste método a distancia entre
X1 € X ndo tem que ser pequena para que o valor x, esteja muito proximo da raiz. Assim
sendo, a condicdo de paragem |x; — x| < € jd ndo serve e no seu lugar deve comparar-se
cada valor x, com o que tenha sido obtido na itera¢do anterior, que representaremos por xg.
Inicialmente pode admitir-se que xq € x;, s20 0S proprios xj € x3.
(%$1i18) [x0, xr]: [x1, x2]$
Para obter a precisdo de 3 casas decimais, usa-se 0 comando:

(%$1i19) while abs (xr-x0) > 0.0005 do

(x0:xr, xr:x2-f2x(x2-x1)/(£2-£f1), fr:f(xr),

print (x1, x2, xr),

if flxfr>0 then (x1l:xr,fl:fr) else (x2:xr,f2:fr))s$
.1 1.2 1.126654017428903
.126654017428903 1.2 1.131297851469829
.131297851469829 1.2 1.132100363591035
.132100363591035 1.2 1.132238851322909

H R R

Note-se que o valor da raiz com trés casas decimais, 1.132, foi obtido na quarta iteracao,
enquanto que no método de bissecdes foram precisas 7 iteracoes. Neste caso foram
também apresentados os valores de x| e x; em cada iteracdo, para mostrar que o valor de
xp permanece sempre em 1.2 e, como tal, |x; — x1| ndo diminui muito.

1.4 Método de aproximacoes sucessivas

Quando a equagdo f(x) = 0 pode ser escrita na forma,

x=g(x) (1.3)

o método de aproximagdes sucessivas consiste em comecar com um valor inicial xp e
calcular a sequéncia x; = g(xg), xo = g(x2), ... Dependendo da fungdo g e do valor inicial,
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em alguns casos a sequéncia aproxima-se de um limite, isto é, dentro de uma tolerancia
numérica dada, o valor de g(x;,) serd igual a x, a partir de algum inteiro n e, nesse caso x,
serd raiz de f(x).

Exemplo 1.3
Encontre a raiz de f(x) = x+ 1 — tan(x) mais préxima de x = 1.1, com 3 casas
decimais, usando o método de aproximacdes sucessivas.

Resolucio. A equagdo x+ 1 — tan(x) = 0 pode também ser escrita:

x=tan(x) — 1

Definindo a fun¢do g(x) = tan(x) — 1 e com valor inicial xo = 1.1, os seguintes 6 valores
na sequéncia x; sao:

($120) g(x) := float (tan(x)-1)$

(%i21) xi: 1.1%

($1i22) for i:1 thru 6 do (xi: g(xi), print (xi))$
.9647596572486523

.4429269858864537

- .5256388221063686

- 1.580073542507877

106.7878688889125

- 1.026287385725812

Esta sequéncia ndo parece ser convergente. O problema neste caso € que uma das condi¢des
para que a sequéncia seja convergente € que, na vizinhanca da raiz que se pretende encontrar,
o declive de g(x) seja menor que 1, que ndo é o que acontece neste caso:

(%$1i23) subst(x=1.1, diff(tan(x)-1, x));
(%023) 4.860280510751842

O problema pode ser resolvido quando se consegue inverter a funcao usada. Ou seja,
em vez de se usar x = tan(x) — 1 pode usar-se a equacéo inversa, arctan(x+ 1) = x, que
implica usar g(x) = arctan(x+ 1). No Maxima, a fungdo inversa da tangente ¢ a fungéo
atan. Com valor inicial xy = 1.1, os primeiros termos da sequéncia x; sdo:

($i24) g(x) := float (atan(x+1l))S$

(%$1i25) xi: 1.1$

($i26) for i:1 thru 6 do (xi: g(xi), print (xi))$
1.126377116893798

.131203287160338

.132075737308623

.132233108872913

.132261484138675

1.132266600045208

H R R

que converge rapidamente para o valor da raiz.
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1.5 Método de Newton

Tal como no método de aproximacdes sucessivas, basta ter um valor inicial para criar uma
sequéncia que se aproxima da raiz. As vantagens em relagdo ao método de aproximacoes
sucessivas é que ndo é preciso escrever a equacao f(x) = 0 na forma x = g(x) e a sequéncia
converge em muitos mais casos. A desvantagem é que € preciso conhecer a derivada, f’(x),
da fungdo f(x).

Se f(x) é uma funcdo continua e derivavel, o valor de f(x;) pode ser calculado, a partir
do valor de f(x;), usando a série de Taylor

Fxivr) = fxi) 4+ (ipr —xi) f () +--- (1.4)

Se |x;+1 — x;| for suficientemente pequeno, os dois primeiros termos da série, apresentados
na equacgdo acima, sdo uma boa aproximacao para o valor da série completa. Se o ponto
x;i4+1 for uma raiz, entdo f(x; 1) = 0 e a equagfo anterior conduz a relagdo de recorréncia,

~ fx)
I (xi)

que permite definir uma sequéncia de valores x; que devera aproximar-se do valor da raiz.

(1.5)

Xi+1 = Xi

Exemplo 1.4
Encontre a raiz de f(x) = x+ 1 —tan(x) mais proxima de x = 1.1, com 3 casas
decimais, usando o método de Newton.

Resolucdo. A fungdo f(x) ja foi definida no comando (%$12) mas como é necessario
também definir a sua derivada, vai repetir-se a definicdo de f(x) para comparar com a
forma como f’(x) deve ser definida:

($127) £(x) := float (x+l-tan(x))$

(%i28) df (x) := float ('’ (diff (x+l-tan(x), x)));
2

(%028) df (x) := float (1l - sec (x))

Nas defini¢des de f(x) e df(x) (derivada de f(x)), a fun¢do float nido é aplicada
imediatamente, mas fica indicada na defini¢do das fungdes e s6 serd aplicada quando
seja dado um valor a x para calcular f(x) ou df(x). Se a fungdo float fosse aplicada
imediatamente quando f(x) é definida, o resultado seria x4 1.0 4 tan(x) e se mais tarde
fosse calculado f(1) o resultado seria 2.0+ tan(1), sem que tan(1) fosse aproximada por
um nimero de virgula flutuante.

No entanto, no caso de diff (x+1+tan (x),x), o que se pretende € que a derivada
seja calculada imediatamente e o resultado usado para definir a fungdo df (x), em vez
de que diff (x+1+tan (x),x) seja calculado ap6s ter sido dado um valor para x
(uma expressdo como diff (1+1+tan (1), 1) produz um erro). A sintaxe ’ ’ (...) foi
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usada para forcar a que a expressdo dentro dos paréntesis seja calculada e simplificada
imediatamente.

Usando o valor inicial xo = 1.1, os seguintes 6 valores na sequéncia x; sao:

(%$129) xi: 1.1$

($1i30) for i:1 thru 6 do (xi: xi-f(xi)/df(xi), print (xi))$
1.135033812277287

.13228759380087

.132267726299738

.132267725272885

.132267725272885

.132267725272885

R RRR

Note-se a rapidez com que o método converge; apds apenas 3 interacdes ja se obtém 4
casas decimais para a raiz e apds a quinta iteracao ja é obtida a solu¢do com o nimero
méaximo de casas decimais (15) que é possivel obter com o formato de dupla precisao
numérica usado pela fun¢do float.

1.6 Sistemas de equacoes transcendentes

O método de Newton pode ser generalizado facilmente para resolver um sistema de n
varidveis com n equacgdes continuas e derivaveis. Por exemplo, no caso de duas equagdes
com duas varidveis, f(x,y) =0 e g(x,y) = 0, os primeiros termos nas séries de Taylor para
as duas fungdes sdo:

d d

fxiv1,yie1) = f(xi,y0) + (Xip1 —x;) o/ + (Yig1 — i) of (1.6)
ax(nwﬂ J (xiyi)
dg dg

g(Xit1,yiv1) = &(xi, i) + (xig1 —xi) == + (Vi1 — i) 5= (L.7)
ax(%yﬁ J (xi.yi)

Os indices (x;, y;) indicam que x e y devem ser substituidas por (x;, y;). Substituindo
f(xit1,Yir1) =0e g(xi+1,yi+1) = 0 e escrevendo o sistema em forma matricial, obtém-se,

J(xi,yi) (vig1 — 1) = —F(xi, ) (1.8)

onde J(x;,y;) é a matriz jacobiana:

of df
dx dy

J(x,y) = a; az (1.9)
dx dy

calculada em x = x; e y = y;. As matrizes r;, 1, r; e F(x;,y;) sdo:

riy) = [x"“] r= [;‘] F(xi,y) = Egﬁiﬂ (1.10)
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A equagdo (1.8) permite definir a relacdo de recorréncia para x;11 € yit1,
ri =ri—J " (30 Fxi,yi) (1.11)

onde J~!(x,y) é a matriz inversa da matriz jacobiana.

Exemplo 1.5
Encontre os pontos de intersec¢io da circunferéncia x> + y?> = 3 com a hipérbole

y=1/x.

Resolucido. Os grificos da circunferéncia e da hipérbole podem ser tracados com o
comando:

($1i31) plot2d ([sgqrt(3-x*2), -sqrt(3-x*2), 1/x], [x,-3,3],
[y,-2.25,2.25], [legend, false], [color,blue,blue,red]);

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.2: Grificos da circunferéncia x> 4+ y? = 3 e a hipérbole y = 1/x.

O gréfico (figura 1.2) mostra que existem quatro pontos de interseccao, simétricos em
relacdo as retas y = £x. Basta encontrar um desses quatro pontos, por exemplo, o que estd
mais proximo do ponto inicial xo = 0.5, yo = 1. Escrevendo as duas equagdes na forma
f(x,y) =0e g(x,y) =0, as duas funcdes sdo definidas pelas expressdes,

($132) f: x*2+y~2-3$

(%i33) g: l-xxy$
e a inversa da matriz jacobiana é:

($134) Jinv: invert (jacobian ([f,g], [x,y]))$
Define-se a funcdo vectorial F(r;),

($i35) F(ri) := matrix ([subst ([x=ri[l][1], y=ri[2][1]], £)]1,

[subst ([x=ri[l][1], y=ri[2][1]], g@)])$
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A seguir, d4-se o valor inicial para a matriz r; e realizam-se algumas iteragoes:

($136) ri: matrix ([0.5], [1]1)$

(%$i37) for i:1 thru 6 do
(ri: ri - subst ([x=ri[l][1], y=ri[2][1]], Jinv) .F(ri),
print (transpose (ri)))$

.5833333333333334 1.833333333333333 ]

[

[ .6089080459770114 1.633908045977012 ]
[ .6178866256040899 1.61819150365287 ]
[ .6180339655308433 1.618034011991991 ]
[ .6180339887498942 1.618033988749896 ]
[ .6180339887498948 1.618033988749895 ]

onde o ponto entre Jinv e F (ri) indica produto matricial.

Tendo em contra a simetria das solugdes, as quatro solugdes (x, y) sdo entdo: (0.6180,
1.6180), (1.6180, 0.6180), (-0.6180, -1.6180) e (-1.6180, -0.6180).



