2 Sistemas de equacoes lineares

2.1 Representacao matricial

Um sistema linear de ordem n € um sistema com »n varidveis xp, xp, ..., X,, que satisfazem
n equacoes lineares:

ayxy+apxy+--+agx, =by
ar xy+ax xp+---+ayx, =by

An1 X1 +amp X2+ + app Xy = by, (2.1)

Se as equacdes sao linearmente independentes, existe sempre uma Unica solu¢cdo. A matriz
aumentada do sistema é:

aypy aip -+ a | by
a1 axy -+ ay | b

. . } (2.2)
aupl dp2 - dpp bn

2.2 Método de eliminacao de Gauss

A qualquer equagdo no sistema pode somar-se outra das equacdes, multiplicada por uma
constante k, e a solugdo do sistema ndo se altera. Na matriz aumentada, essa operagao
corresponde a substituir uma linha L; por L; + kL;. Essa propriedade pode ser usada para
obter uma matriz triangular superior, em que q;; € zero, se i < j:

ayy ap - ai | b
0 d, --- d, | b

T (2.3)
0 0 - d, b

que corresponde a outro sistema de equagdes com a mesma solugdo do sistema original (as
constantes a§ je b’]. ndo sio as mesmas a;; € b; da matriz inicial).
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A ultima equacao nesse sistema permite obter facilmente o valor da variavel x;

b/
appXn =b), =  x,=-" (2.4)
ann
Esse resultado pode ser substituido na penultima equacgao para obter o valor de x,,_1,
/ /
b —1 a, 4 b
! ! / n n—1,n"%n
anilynilxn_] +an71’nxn = b}’lfl = Xn — 7 - 7 (25)
an—l,n—l an—Ln—l Apn

e assim sucessivamente, até se obter o valor de todas as variaveis.

Exemplo 2.1
Resolva o sistema de equagdes:

8x+4.5z—12.4=32y
2x—0.8y=7.6+6.17
x+3y+102z=84

usando o método de eliminacdo de Gauss.

Resolucao. Usando o Maxima, convém guardar-se as 3 equacOes em 3 varidveis

(%il) eql: 8%x + 4.5%z — 12.4 = 3.2xy$

($1i2) eqg2: 2%xx — 0.8xy = 7.6 + 6.1xz$

($1i3) eqg3: x + 3xy + 10.2%xz = 8.4$
Este sistema pode ser escrito na mesma forma do sistema geral (2.1) para obter a matriz
aumentada. A funcdo augcoefmatrix realiza esse procedimento dando como resultado
a matriz aumentada; € necessario dar dois argumentos a augcoefmatrix, a lista das
equacoes e a lista das varidveis, na ordem que se quiser. Neste caso, a matriz aumentada
pode ser guardada na varidvel m com o seguinte comando:

(%$14) m: float (augcoefmatrix ([eql, eq2, eq3], [x, vy, z]));

[ 8.0 - 3.2 4.5 - 12.4 ]
[ 1
(%04) [ 2.0 - 0.8 -6.1 -7.6 ]
[ 1
[ 1.0 3.0 10.2 - 8.4 ]

optou-se por usar a funcdo float para evitar que a matriz seja escrita com ndmeros
racionais.

Ha que ter em conta que os nimeros na dltima coluna nio sdo b; mas sim —b; (ou seja, no
sistema (2.1) todas as equagdes foram igualadas a zero).

Antes de comecar com o processo de elimina¢do podem fixar-se um ndmero reduzido
de algarismos significativos, por exemplo 4, para os resultados que serdo apresentados a
seguir, de modo a evitar que as matrizes tenham muitos algarismos:
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($1i5) fpprintprec: 4$
Como esta a ser usado o formato de virgula flutuante de dupla precisdo (8 bytes), interna-

mente os calculos continuardo a ser feitos com 16 algarismos significativos, mas cada vez
que se apresentem os resultados, serdo arredondados para 4 algarismos significativos.

Para reduzir a matriz a forma triangular, comeca-se por substituir a segunda linha, L,, por
L, —(1/4)L;, onde L representa toda a primeira linha da matriz. O objetivo € fazer com
que ap fique igual a zero (note-se que 1/4 foi calculado dividindo ay| por ayy).

No Maxima, a fun¢do rowop(m, i, j, k) produz uma nova matriz, em que a linha L; da
matriz m € substituida por L; — kL; e as restantes linhas ficam iguais. Assim sendo, a
substitui¢do Ly — (1/4) Ly — L, pode ser feita com o seguinte comando:

($1i6) m: rowop (m, 2, 1, 1/4);

[ 8.0 - 3.2 4.5 - 12.4 ]
[ 1
(%06) [ 0.0 0.0 - 7.225 - 4.5 ]
[ 1
[ 1.0 3.0 10.2 - 8.4 ]

A seguir, para eliminar a3; = 1.0 usando novamente a; = 8.0, deverd ser feita a substitui-
cdo L3z —kLy — L3, onde k =aj;/az; = 1/8. Isto é,

($i7) m: rowop (m, 3, 1, 1/8);

[ 8.0 - 3.2 4.5 - 12.4 ]
[ 1
(%07) [ 0.0 0.0 - 7.225 - 4.5 ]
[ 1
[ 0.0 3.4 9.637 - 6.85 ]

Neste momento deveria usar-se a’22 para eliminar a’23. No entanto, como a’22 =0.0, isso
ndo ¢ possivel (k = aj,/d}, ndo existe). Em casos como este pode-se trocar a ordem das
segunda e terceira linhas, que equivale a alterar a ordem das equacdes, sem que por isso se
altere a solu¢do. A fun¢do rowswap do Maxima permite trocar a ordem de duas linhas:

($i8) m: rowswap (m, 2, 3);

[ 8.0 - 3.2 4.5 -12.4 ]
[ 1
(%08) [ 0.0 3.4 9.637 - 6.85 ]
[ 1
[ 0.0 0.0 - 7.225 - 4.5 ]

ficando assim uma matriz diagonal superior, que permite passar a segunda fase do método.

Para resolver as equagdes associadas com cada linha da matriz € conveniente definir uma
lista com as varidveis, na mesma ordem em que foram usadas para encontrar a matriz
aumentada, seguidas por 1:

($1i9) vars: [x, y, z, 11$

Multiplicando a terceira linha da matriz m pela lista de varidveis, obtém-se a ultima
equacdo, na qual sé aparece a varidvel z; resolve-se essa equagdo para encontrar o valor de
Z, que serd guardado para ser usado nos passos seguintes
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(%$1i10) sol: float (solve (m[3].vars));
(%010) [z = - .6228]

Multiplicando a segunda linha da matriz pela lista de varidveis e substituindo o valor que ja
foi encontrado para z, obtém-se uma equacao que depende unicamente de y. A resolucdo
dessa equacao conduz ao valor de y e € conveniente acrescentar esse resultado na mesma
lista em que foi armazenado o valor de z

(%$111) sol: append (float (solve ( subst (sol, m[2].vars))), sol);
(%011) [y = 3.78, z = - .6228]

Finalmente, basta repetir o passo anterior, mas agora multiplicando pela primeira linha da
matriz, para determinar o valor de x

($1i12) sol: append (float (solve ( subst (sol, m[l].vars))), sol);
(%$012) [x = 3.412, y = 3.78, z = - .6228]

2.3 Método de Gauss-Jordan

O método de eliminag¢do de Gauss tem a vantagem de ndo alterar o valor do determinante
da matriz com coeficientes g;; €, como tal, o determinante pode ser calculado facilmente
multiplicando os valores a/; na diagonal da matriz triangular obtida.

O método de Gauss-Jordan consiste em transformar a matriz aumentada até os coeficientes
a j corresponder a matriz identidade, ou seja, iguais a 1 se i = j ou zero caso contrario. A
grande vantagem é que os valores finais de bl sdo os valores das varidveis, sem ser preciso
realizar mais contas. Em contrapartida, a matriz final ndo permite calcular o determinante
de aij.

Para conseguir transformar a matriz na matriz identidade, comeca-se por dividir a primeira
equagdo por aj;, para que a; fique igual a 1, e a seguir usa-se essa primeira linha para
eliminar o primeiro elemento em todas as outras linhas. A seguir divide-se a segunda linha
por d),, para que este fique igual a 1 e usa-se essa segunda linha para eliminar o segundo
elemento em todas as outras linhas, incluindo a primeira.

Nao existe um comando especifico do Maxima para dividir uma linha de uma matriz por
uma constante; no entanto, a divisao por k pode ser feita com a fun¢do rowop(m, i, i,
1 —1/k), que substitui a linha L; da matriz m, por L; — (1 — 1/k)L; = L; /k.

Exemplo 2.2
Determine a solu¢@o do seguinte sistema, pelo método de Gauss-Jordan

2x1—1.2xp—4x3=5
—3x1+3x+5x3 =12
2.5x1+4x)—3x3=—6

Resolucao. Para mostrar como € possivel obter solucdes exatas, na resolucdo deste
exemplo s6 serd usada a fungdo f1oat no fim e os dois nimeros de virgula flutuante 1.2
e 2.5 na primeira e terceira equacgdes serao escritos como as frac¢des 12/10 e 25/10.
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Em vez de se usar a funcdo augcoefmatrix, a matriz aumentada pode também ser
inserida diretamente usando a fun¢do matrix
($il3) m: matrix([2,-12/10,-4,5],[-3,3,5,12],[25/10,4,-3,-6]);
[ 6 1

[ 2 - - -4 5 1
[ 5 1
[ 1
(%013) [ -3 3 5 12 ]
[ 1
[ 5 1
[ - 4 -3 -61
[ 2 1

Comeca-se por dividir a primeira linha pelo seu primeiro elemento (ou seja 2):
($i14) m: rowop (m, 1, 1, 1 - 1/m[1][1]);

[ 3 5 1
[ 1 -- -2 -]
[ 5 2 ]
[ 1
(%014) [ -3 3 5 12 ]
[ 1
[ 5 1
[ - 4 -3 -6]
[ 2 1

A seguir, subtrai-se a primeira linha, multiplicada pelo primeiro elemento da segunda linha,
para eliminar o primeiro elemento de segunda linha:

(%$1i1l5) m: rowop (m, 2, 1, m[2][1]);

[ 3 5 1
[+ - - -2 -1
[ 5 2 1
[ 1
[ 6 39 ]
(%015) [ O - -1 - 1
[ 5 2 1]
[ 1
[ 5 1
[ - 4 -3 -61
[ 2 1

e faz-se 0 mesmo com a primeira e a terceira linhas, para eliminar o primeiro elemento da
terceira linha:

($i16) m: rowop (m, 3, 1, m[3][1]);
[ 3 5 1
[1 -- -2 - ]
[ 5 2 1
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[ ]
[ 6 39 1]
(%016) [ O - -1 —-— 1
[ 5 2 1]
[ ]
[ 11 49 ]
[0 — 2 - -]
[ 2 4 ]

O mesmo procedimento repete-se para a segunda coluna; isto €, divide-se a segunda linha
pelo seu segundo elemento,

($117) m: rowop (m, 2, 2, 1 - 1/m[2][2]);

2
[ 3 5 1
[1 -- -2 - ]
[ 5 2 1
[ 1
[ 5 65 ]
(3017) [0 1 - - — ]
[ 6 4 1
[ 1
[ 11 49 ]
[0 — 2 - -]
[ 2 4 ]

e usa-se essa nova linha para eliminar o segundo elemento na primeira e na terceira linhas:
(%$118) m: rowop (rowop (m, 1, 2, m[1][2]), 3, 2, m[3][2]);

[ 5 49 ]
[1 0 - - - 1

[ 2 4 1

[ 1

[ 5 65 ]

(%018) [0 1 - - — ]
[ 6 4 1

[ 1

[ 79 813 ]

[0 O - - —— 1

[ 12 8 1

Finalmente, repete-se 0 mesmo procedimento para a terceira coluna:
($119) m: rowop (m, 3, 3, 1 - 1/m[3]1[3]);

6 4

[ 5 49 ]
[1 0 - - - 1]
[ 2 4 1
[ 1
[ 5 65 ]
($019) [0 1 - - -— 1
[ 1
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- -

(%$120) m: rowop (rowop (m, 1, 3, m[1][3]), 2, 3, m[2][3]);
[ 2081 ]

(%020)

e s ' S Oe'|S|s e
[y
(8]
00

Os trés nimeros na ultima coluna sao os valores exatos das 3 varidveis. Para aproximar
esses nimeros por nimeros de virgula flutuante e coloca-los numa lista, extrai-se a quarta
linha da matriz transposta e aplica-se a fungdo float

(%$121) float (transpose(m) [4]);

(%021) [- 26.34, 3.386, - 15.44]

Note-se que se tivesse sido usada a fun¢do augcoefmatrix para construir a matriz,
seria necessario mudar os sinais desses 3 valores obtidos.

Este algoritmo pode ser automatizado facilmente; o mesmo resultado obtido com os
comandos ($113) até (%$120) podia ter-se obtido com os seguintes comandos:
(%i22) m: matrix([2,-12/10,-4,5],[-3,3,5,12],[25/10,4,-3,-6])$
(%$i23) for i:1 thru 3 do (
m: rowop (m, i, i, 1 - 1/m[i][4i]),
for j:1 thru 3 do (
if (i # j) then m: rowop (m, j, i, m[jl[i])));
(%023) done
onde # € o operador “diferente de”.

Se em alguma das iteracdes m[1] [1] fornulo, 1/m[i] [i] produz um erro. Para evitar
esse tipo de erro seria necessdrio acrescentar instrugoes para conferir que m[1i] [1] ndo
seja nulo e, caso contrdrio, trocar a linha L; com alguma das linhas L; com j > i.



