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Prefacio

Este livro esta baseado no livro “Eletromagnetismo” (J. E. Villate, Mc Graw-Hill,
Lisboa, 1999), que escrevi em 1999, ap6s ter lecionado essa disciplina durante
muitos anos na Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto.

Esse livro deixou de ser distribuido pelo editor e a tecnologia eletromagnética
tem evoluido tanto desde 1999, que ja era necessdrio escrever um livro novo.
Alguns temas como células de combustivel, ultracondensadores e LEDs, que eu
desconhecia quando comecei a lecionar o eletromagnetismo hd 25 anos, hoje em
dia sdo muito importantes e devem fazer parte de um livro de texto.

Os diretores do curso de Engenharia onde leciono atualmente t€ém pedido também
que seja feita uma introducao a alguns temas que ndo foram abordados no meu
livro de 1999 como, por exemplo, teoria do sinal.

Como tal, espero que este livro resulte mas motivador e mais 1til para os atuais
estudantes de ciéncias e engenharia. Outro livro que escrevi, com nivel mais ele-
mentar e com maior &nfase nas ferramentas computacionais, € o livro “Eletricidade,
Magnetismo e Circuitos”, que pode ser consultado no sitio:
http://def.fe.up.pt/eletricidade/

Jaime E. Villate
E-mail: villate@fe.up.pt
Porto, Margo de 2015
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1. Campo elétrico

Benjamin Franklin (1706-1790)

Desde o século vi a. C. os gregos ja conheciam as forgas elétricas que actuam
a distancia entre objetos eletrizados por fricgdo. No século xvm, Stephen Gray
descobriu que a eletrizagdo de um objeto pode ser transferida, como se fosse
um fluido, através de alguns corpos chamados condutores e que existem dois
tipos desse “fluido” elétrico. Benjamin Franklin, observando que tanto o objeto
eletrizado por friccdo como o material usado para friccionar adquirem cargas da
mesma grandeza mas de tipos opostos, postulou a existéncia de um unico fluido
elétrico. Segundo Franklin, todos os objetos no seu estado natural contém uma
dada quantidade de fluido elétrico; o friccionamento faz com que parte desse fluido
seja transferido ficando um dos objetos com excesso e o outro com falta desse
fluido.

N3ao podendo detetar o fluxo de fluido elétrico, Franklin assumiu que no vidro
esfregado com seda o fluido passa da seda para o vidro. Assim sendo, Franklin
chamou carga positiva (excesso de fluido elétrico) ao estado de eletrizagdo do
vidro esfregado com seda e carga negativa ao estado de eletrizagdo da seda usada
para esfregar esse vidro. Atualmente sabe-se que a matéria é constituida por dtomos
e que um atomo ou molécula estd no seu estado elétrico “natural” (neutro), quando
tem o mesmo numero de eletrdes e de protdes. O fluido elétrico postulado por
Franklin é realmente a transferéncia de eletrdes entre 4tomos ou moléculas. No
caso do vidro eletrizado por fric¢do com seda, os eletrdes passam do vidro para a
seda; ou seja, usando os sinais adotados por Franklin para a carga, o eletrdo € uma
particula com carga elétrica negativa.
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1.1. Forca e carga elétricas

Toda a matéria € constituida por dtomos

e cada atomo ¢é formado por trés tipos de

particulas fundamentais. O eletrdo foi a

primeira particula dessas particulas a ser

descoberta, por J. J. Thomson em 1897. Os ectrée
outros dois tipos de particulas atémicas sao

0s protoes e os neutroes que se encontram

no nicleo atémico com carga positiva e ele-

trdes a sua volta (ver figura 1.1). O que dis-

tingue os dtomos de diferentes elementos

quimicos é o ndimero de protdes no nicleo, Figura 1.1.: Atomo de berilio.
chamado niimero atémico.

Por exemplo, o atomo com 4 protdes e 3 neutrdes que mostra a figura 1.1 é um
atomo de berilio, com nimero atémico igual a 4. Um eletrdo isolado é uma
particula muito pequena, mas dentro do dtomo, cada eletrdo assemelha-se de uma
“nuvem” espalhada em torno do nicleo.

Entre dois protdes ou dois eletrdes atua uma forca repulsiva chamada forca elétrica.
A origem dessa forga é atribuida a uma propriedade intrinseca das particulas
fundamentais, chamada carga elétrica.

A intensidade da forga elétrica entre dois protdes ou dois eletrdes € exatamente
igual, se a distancia entre as particulas for a mesma. Isso implica que a grandeza
da carga elétrica dos protdes e dos eletrdes é a mesma. Um protdo e um eletrao,
colocados a mesma distancia que esses dois protdes ou eletrdes, também interagem
com forga elétrica da mesma intensidade, mas essa forga € atrativa, em vez de
repulsiva.

Conclui-se entdo que existem dois tipos diferentes de carga elétrica: a carga dos
protdes e a carga dos eletrdes. A forca elétrica entre duas particulas com o mesmo
tipo de carga € repulsiva, enquanto que a forca entre particulas com diferentes tipo
de carga € atrativa.

Um 4tomo neutro (com igual ndmero de protdes e de eletrdes) e ndo polarizado
(nuvem eletrénica com centro no nicleo), ndo produz forgas elétricas sobre outras
particulas com carga. Assim sendo, é conveniente distinguir os dois tipos de carga
atribuindo-lhes sinais opostos; a convengdo adotada é que a carga dos protdes é
positiva e a carga dos eletrdes € negativa. Como o valor absoluto das cargas dessas
duas particulas € assim, a carga total dos d&tomos com igual nimero de eletrdes
e protdes € nula, explicando porque ndo produzem forgas elétricas sobre outras
particulas externas.

Quando um atomo neutro perde um eletrdo, fica com uma unidade de carga positiva
(130 positivo, com um excesso de um protao em relagdo ao nimero de eletrdes) e
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produz as mesmas forcas que produz um unico protdo. Quando num dtomo neutro
entra mais um eletrdo, o 4tomo passa a ter uma carga total igual a uma unidade
de carga negativa (130 negativo, com um eletrdo a mais em relacdo ao nimero de
protdes), produzindo as mesmas forgas elétricas do que um tnico eletrao.

A unidade SI usada para medir carga é o coulomb, indicado com a letra C. Nessas
unidades, a carga de um protao tem o valor

e=1.602x107* C (1.1)

A carga de um eletrdo € também igual a esse mesmo valor, mas com sinal negativo.
Os neutrdes ndo tém carga elétrica e, como tal, ndo sofrem nem produzem nenhuma
forca elétrica.

A partir da segunda metade do século XX, t€m sido descobertas muitas outras
particulas fundamentais, mas todas essas novas particulas t€m cargas elétricas
iguais a um multiplo inteiro (positivo ou negativo) do valor e da carga do protdo.
Diz-se entdo que existe quantizacio da carga. Isto é, qualquer sistema no universo
tem sempre uma carga total que € um multiplo inteiro da carga elementar: e (ver
equacdo (1.1)).

Outra propriedade importante da carga, que tem sido observada em todas as
experiéncias em que sdo produzidas ou aniquiladas particulas fundamentais, é
a conservacao da carga: a carga total inicial € igual a carga total final.

1.2. Eletrizacao

E necessaria uma energia muito elevada para conseguir remover um proto, ou um
neutrdo, do ndcleo de um atomo. Isso sé ocorre no interior das estrelas, na camada
mais externa da atmosfera onde chocam particulas césmicas com muita energia ou
nos aceleradores de particulas onde as energias das particulas sao suficientemente
elevadas. Para extrair ou introduzir um eletrdo num 4tomo neutro é necessdria uma
energia muito menor.

Sempre que dois objetos diferentes entram em contacto préximo, ha eletrdes de um
dos objetos que passam para o outro. O objeto que for mais susceptivel de perder
eletrdes fica entdo eletrizado com carga positiva (n protdes em excesso) e o objeto
que tiver menos tendéncia para perder os seus eletrdes fica com carga da mesma
intensidade, mas negativa (n eletrdes em excesso). Por exemplo, a figura 1.2 mostra
uma barra que perdeu eletrdes apds ter sido esfregada com um pano e esses eletrdes
passaram para o pano.

Os diferentes materiais podem ser ordenados numa série triboelétrica (tabela 1.1),
em que os materiais no topo da série sdo mais susceptiveis de ficar com carga
positiva e os materiais no fim da série t€ém maior tendéncia para ficar com carga
negativa.
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Vidro N

/&

Figura 1.2.: Barra de vidro eletrizada por friccdo com um pano de seda.

Tabela 1.1.: Série triboelétrica (fonte: Hecht, Physics, pag. 591).

Pele de Coelho
Vidro

La

Chumbo

Seda
Aluminio
Papel
Algodao
Madeira
Ambar
Niquel, Cobre
Borracha
Estanho, Prata
Acetato
Esferovite
Vinil (PVC)

Quando a barra de vidro da figura 1.2 € friccionada com seda, alguns eletrdes pas-
sam do vidro para a seda, porque o vidro estd acima da seda na tabela triboelétrica.
Como os eletrdes transportam carga negativa, o vidro fica com carga positiva e a
seda com carga negativa, com o mesmo valor absoluto da carga no vidro. Se a
mesma barra de vidro fosse esfregada com uma pele de coelho, que estd acima
do vidro na série triboelétrica, a passagem de eletrdes seria da pele para o vidro,
ficando a barra de vidro com carga negativa e a pele com carga positiva.
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1.3. Lei de Coulomb

Entre as experiéncias de eletrostatica realizadas por Franklin, conta-se uma na qual
introduziu pequenas bolinhas de cortica dentro de uma taca metdlica que tinha
sido previamente isolada da mesa onde se encontrava e carregada eletricamente.
Franklin observou que as bolinhas de cortica ndo sentem a acao da forga elétrica
dentro da taca, ao contrdrio do que acontece fora dela, onde h4 forcas elétricas que
atraem a cortica da taca.

Priestley conseguiu explicar esse feno-
meno da forma seguinte: considere-se
uma esfera metdlica carregada, como
mostra a figura 1.3, e uma particula com
carga g colocada num ponto qualquer den-
tro da esfera. Um conjunto continuo de
retas que passam pela particula interseta
a esfera, nos dois lados opostos a parti-
cula, formando duas regides com dreas
A, € Ay, que sdo diretamente proporcio-
nais aos quadrados das distancias r, e ry,
desde P até os dois lados da esfera.

Figura 1.3.: Forcas no interior de

An 12 uma esfera carregada.

— == 1.2)

Ab r b
A mobilidade das cargas no metal e as forcas repulsivas entre cargas do mesmo
sinal, faz com que as cargas se distribuam uniformemente na superficie. Assim
sendo, os valores absolutos das cargas nas duas regides opostas da esfera, |g,| e
lgn |, sdo diretamente proporcionais as areas das duas regides e a equagao anterior
implica:

lgal 12 Igal  lgvl
ol T2 T m R (4
b a b

As duas regides nos lados opostos de g produzem sobre a particula duas forcas
opostas F, e ﬁb. Se o mddulo da forga elétrica produzida por cada regido €
proporcional ao valor absoluto da carga na regido, dividida pelo quadrado da
distancia até a particula, entdo essas duas forcas tém o mesmo mdédulo e anulam-se.

Qualquer outra regido na superficie da esfera tem sempre uma respetiva regiao
no lado oposto da carga ¢ e as forca resultante dessas duas regides sobre a carga
g também € nula. Conclui-se entdo que a forga elétrica nula em qualquer ponto
do interior da esfera condutora é consequéncia de que a forga elétrica produzida
por uma particula com carga ¢, sobre outra particula com carga g, é diretamente
proporcional a |g; | e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre as
cargas. A lei de acao e reagdo também implica que o médulo da forga elétrica de
g» sobre g seja o mesmo, ou seja, a forga elétrica entre as particulas deverd ser
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também proporcional a |g2|. Resumindo, a expressdo do médulo da forga entre
duas particulas com cargas ¢; € g2 €

_ klqillga]
=2
12

Fio (1.4)

onde r15 € a distincia entre as cargas e k € uma constante, chamada constante de
Coulomb. Esta expressdo da forga elétrica chama-se lei de Coulomb :

A forga elétrica entre duas cargas pontuais é diretamente proporcional
ao produto das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da
distdncia entre elas.

A expressdo vetorial para a for¢a que a particula g; produz sobre a particula ¢, € a
seguinte:

k
Fio = 3 2| (1.5)

O vetor Fi5 € a for¢a que a particula 1 exerce sobre a particula 2. O versor 75 é
um vetor de médulo unitério, no sentido do ponto 1 ao ponto 2, r12 € a distancia
entre as particulas, e g1 e go sdo os valores das suas cargas (ver figura 1.4).

Fa
Figura 1.4.: Forca entre cargas pontuais do mesmo sinal.

Na equacio (1.5), a forca Fy5 tem a mesma dire¢do do versor 712, que é ao longo
da linha que passa pelas duas particulas. O produto ¢; g2 tem sinal positivo se as
cargas sdo do mesmo sinal, ou negativo se fossem de sinal contrario. Ou seja, se
as cargas tém o mesmo sinal a forca ﬁlg € no mesmo sentido do versor 715 (forca
repulsiva) e se os sinais das cargas sao diferentes, o sentido da forga é oposto a 715
(forca atrativa). O médulo da forca € diretamente proporcional as grandezas das
cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distincia entre elas.

Observe-se que os dois indices (12) no vetor ﬁlg indicam a origem ou a causa,
seguido pelo destino ou receptor, neste caso a for¢a produzida pela particula 1, que
atua sobre a particula 2. A lei de acdo e reacdo indica que ﬁzl = —ﬁlg, mas os
modulos dessas duas forgas sdo iguais: Fa; = Fio.

A lei de Coulomb € vdlida unicamente para um sistema de duas cargas pontuais, ou
seja, duas particulas com carga concentrada numa regido muito pequena do espaco.
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Para calcular as forcas elétricas entre corpos com cargas distribuidas numa regido
do espago ndo € necessario dividir cada uma dessas regides em varias regides
pequenas que possam ser aproximadas a cargas pontuais, obter as forcas entre
todas essas cargas pontuais a partir da lei de Coulomb e obter a soma vetorial de
todas essas forgas.

A equacgdo vetorial (1.5) é particularmente ttil em trés dimensdes. Em duas
dimensodes € geralmente mais facil usar a equagdo (1.4) para o médulo da forgca
e desenhar a sua direcdo e sentido num diagrama que permita aplicar relacdes
geométricas.

O valor da constante de Coulomb, no sistema internacional de unidades é

(1.6)

Também pode interpretar-se k como a constante que define a unidade SI de carga:
uma carga de 1 C € uma carga tal que a forca elétrica entre duas cargas de 1 C,
distanciadas de 1 m, é igual a 9 x 10° N.

Exemplo 1.1

Trés particulas com cargas de 3 nC, 5 nC e —8 nC encontram-se nos vértices
de um tridngulo equildtero de 4 mm de lado. Determine a forca total sobre a
particula de carga negativa.

Resolucdo. O primeiro que convém fazer € calcular o valor da constante eletrosta-
tica nas unidades relevantes no problema:

2

N 1
k=9><1090—12n=9><109

03 mN(10% mm?) o, mN- mm? '
1018 nC2 - nC2 '

isto implica que, usando unidades de nC para as cargas, mm para as distancias e o
valor de 9 para a constante k, as forcas calculadas pela lei de Coulomb serdo dadas
em mN.

A seguir escolhe-se um sistema de eixos y
coordenados como se mostra na figura ao
lado. Sobre a particula de carga —8 nC
atuam duas forcas elétricas, produzidas
pelas cargas de 3 nC e 5 nC. Os médulos
das duas forgas sdo

Fo=2X3%8 IN=135mN,
42
_ 9X5X8 N -925mN.

b 42
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As duas forcas sdo atractivas e fazem um angulo de 30° com a vertical. Assim
sendo, as componentes da forca resultante sao

F, = F, sin30° — F, sin30° = 4.5 mN ,
Fy = —F, cos30° — F, cos 30° = —18 V3 mN

e o moédulo da forca resultante é

F=V452+3x18 =31.5 mN

Exemplo 1.2

Quatro cargas pontuais ¢; = —12 nC, g2 = -5 nC, g3 =9nCe g4 = 27 nC
encontram-se nos vértices de um tetraedro regular de aresta d = 21 cm.
Determine a forca resultante sobre a carga g.

Resolucio. Os trés eixos coordenados podem ser ya
escolhidos como mostra a figura ao lado, com a

carga g3 na origem, a carga g no eixodos y e a O
carga ¢; sobre o plano xy. Como tal, as posi¢des
dessas trés cargas sdo

N

}73:0 O3 02
7‘2=df d Yy

d
71:d(cos30°i+sin30°j):5(\/§i+ j) 4 0

A figura mostra que a coordenada y do vetor 74 é a mesma do vetor 71, enquanto
que a coordenada x é um terco da coordenada de 71, ja que num tridngulo equildtero
as bissetrizes interceptam-se a um tergo da altura do tridngulo:

3.1 .
?4=d(%i+§j>+z4k.

Para calcular a altura z,4 do tetraedro, calcula-se o médulo de 74, que deve ser igual
a d; assim sendo,

_ Ned

1 1
dQ(—+—)+zﬁ=d2 = u=—

12 4

A posigdo da particula 4 relativa a cada uma das outras trés particulas obtém-se
subtraindo 74 menos a posi¢do da respectiva particula e os respetivos versores



1.4 Campo elétrico 9

obtém-se dividindo por d, ja que as arestas do tetraedro s@o todas iguais a d:

. (\/§ \/EA)
—?l-f-—k

rig =

As 3 forgas elétricas sobre a particula 4 calculam-se a partir da equagdo (1.5) e a
forca resultante € a soma dessas 3 forcas

kqa

Fi=—5

((h F1a + qaToq + q3734) .
Como a aresta do tetraedro € dada em centimetros, convém usar a constante k nas
unidades seguintes:
2
uN - cm
0=

k=9 nC2

O resultado obtido para a forca sobre a particula 4 é

14 1
;/_ 7—£k> — F=551 400,128

=57.26 uN .
3 w

Fy, =551 (

1.4. Campo elétrico

No exemplo 1.2, se a carga g4 fosse substituida, por exemplo, por outra carga
igual —0.6 g4 a forga resultante F, seria o mesmo vetor calculado no exemplo,
multiplicado por —0.6. Em geral, quaisquer que sejam as cargas que produzem
forcas sobre uma particula com carga ¢, colocada num ponto P do espaco, a forca
elétrica F produzida sobre essa particula € sempre diretamente proporcional ao
valor da carga ¢g. Ou seja,

F=qE|, (1.7)

onde o vetor E chama-se campo elétrico. Um sistema de varias cargas produzem,
em cada ponto do espaco, um campo elétrico E, que pode ser determinado medindo
a forca elétrica F que atua sobre uma pequena carga de prova gg colocada nesse
ponto e dividindo a forga F pelo valor de gg.

Por exemplo, para calcular o campo elétrico produzido por um sistema de n cargas
pontuais (g1, - .., gn), num ponto P, calcula-se a forca exercida por cada uma
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(O]

Figura 1.5.: Sistema de n cargas pontuais.

dessas n cargas sobre uma carga de prova g colocada no ponto P, como mostra a
figura 1.5). A resultante dessas forgas é:

n

L k gi
F=3 =20, (1.8)

2
-1 i

onde cada vector 7; vai desde a carga g; até a carga ¢o e 7; e o versor na diregéo e
sentido desse vetor. O campo obtém-se dividindo pela carga de prova gq:

E—Zn:@f- (1.9)
- 2 [ .

i=1 i

A interpretagdo fisica do campo elétrico

é que cada carga ¢; altera o espago a sua

volta (ver figura 1.6) e essa alteragédo é o

campo elétrico. Essa alteracio do espaco

pode ser detetada através da forca que ou-

tras particulas com carga sentem quando

colocadas nesse espago. ©
O conceito de campo elétrico foi adotado
pelos fisicos do século x1x, para explicar
como as forgas eletrostaticas e gravitacio-
nais podem atuar a distancia, entre duas
particulas que ndo estdo em contacto. O
campo era associado a um meio invisivel
e imaterial chamado éter; o campo seria
como uma onda que se propaga no éter
produzindo forcas em outros corpos.

Figura 1.6.: Campo de uma carga
pontual.

A teoria do éter foi abolida na fisica do século xx, mas o conceito do campo como
alteracdo do espacgo prevalece. Existe evidéncia experimental de que a acdo de
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uma particula sobre outra ndo ocorre instantaneamente, mas propaga-se desde uma
particula até a outra a velocidade da luz. Se, por exemplo, neste instante uma
grande quantidade de carga negativa saisse do Sol, ficando este com carga total
positiva, as forcas produzidas por essas cargas s6 seriam detetadas na Terra 8.5
minutos mais tarde, o tempo que o campo demora a deslocar-se do Sol até a Terra,
a velocidade da luz.

Exemplo 1.3

O valor da for¢a sobre uma carga de prova de 5 nC, num determinado ponto,
¢igual a 2 x 10™* N e tem a direcdio do eixo dos x. Calcule o campo elétrico
nesse ponto. Qual serd a for¢a sobre um eletrdo colocado nesse mesmo ponto?

Resolucdo. A da forga calcula-se o campo elétrico no ponto

F  2x10%N N
=2 T i=Ux10%) =
q0 5nC = l)C

E =
A for¢a sobre um eletrdo no mesmo ponto serd

F=c¢E=(-1.60x10"" C-4x10%i) = =(-6.4x 107" N.

Ql'z

1.5. Linhas de campo elétrico

|
\

Figura 1.7.: Linhas de campo elétrico de duas cargas pontuais.

O campo elétrico pode ser representado por vetores que indicam a direcdo e sentido
do vetor E em vdrios pontos do espago. Outra forma de representar o campo € por
meio de curvas que seguem a dire¢do do campo com uma seta a indicar o sentido;



12 Campo elétrico

em cada ponto de uma dessas linhas de campo, o campo é o vetor tangente no
sentido indicado pela seta. A figura 1.7 mostra as linhas de campo produzidas por
duas cargas pontuais de 4 nC e 9 nC colocadas na origem, e no ponto x = 1, y = 0.

As linhas de campo elétrico tém varias propriedades
e Na vizinhang¢a de uma carga pontual positiva hd linhas que saem em todas

as dire¢des e na vizinhanga de uma carga negativa ha linhas que entram em
todas as dire¢des (ver figura 1.8).

e Duas linhas de campo nunca se cruzam; num ponto de cruzamento o campo
teria duas direcdes diferentes, o que ndo € possivel.

e Nos pontos isolados, onde ndo existem cargas pontuais, mas o campo elétrico
é nulo, existem linhas de campo que partem desse ponto e linhas de campo
que se aproximam desse ponto.

negativa positiva

Figura 1.8.: Campo elétrico de uma carga negativa (esquerda) e de uma carga
positiva (direita).

No exemplo apresentado na figura 1.7, hd linhas a sair em todas dire¢cdes nos pontos
(x,y) =(0,0) e (1,0), onde existem cargas positivas. Existe um tnico ponto onde
o campo total é nulo, no segmento entre as duas cargas onde os médulos dos
campos das duas cargas sdo iguais:

k k r 3
—gl = —Z2 f—— —2 = 2 = = (]10)

ry ry r Vg 2
e como a soma das duas distincias € r; +ro = 1, r; éigual a 0.4 e as coordenadas
do ponto de campo nulo sdo (0.4, 0). As duas linhas de campo ao longo do eixo
dos x, no segmento entre x = 0 e x = 1, aproximam-se assimptoticamente desse

ponto de campo nulo e existem outras duas linhas de campo que partem do ponto
para os dois quadrantes onde y € positivo e onde y é negativo.

Outro exemplo sdo as linhas de campo de um dipolo elétrico, formado por duas
cargas iguais de sinais opostos. As linhas de campo s@o apresentadas no lado
esquerdo da figura 1.9.
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Figura 1.9.: Campo elétrico criado por um dipolo (esquerda) e por um sistema de
7 cargas sobre o segmento de reta entre x = —3 e x = 3 (direita).

Uma distribui¢do continua de cargas pode ser aproximada por uma série de cargas
pontuais. Por exemplo, se existem cargas distribuidas uniformemente no segmento
do eixo dos x entre x = -3 e x = 3, pode-se imaginar um sistema de cargas
pontuais, equidistantes, sobre o segmento entre x = —3 e x = 3. O lado direito da
figura 1.9 mostra as linhas de campo obtidas com 7 cargas pontuais.

Em qualquer sistema de duas cargas cuja soma ndo seja zero, existe um ponto de
campo nulo onde terminam e saem linhas de campo. As linhas de campo elétrico
dao também alguma ideia da grandeza relativa do campo elétrico. O campo é mais
forte onde a densidade de linhas for maior e mais fraco onde as linhas estiverem
mais distanciadas.

1.6. Condutores e Isoladores

Em alguns materiais, como nos metais, o eletrdo mais externo de alguns atomos
consegue libertar-se do 4tomo e deslocar-se livremente pelo material; existe assim
uma “nuvem” densa de eletrdes livres (eletrdes de conducdo), com densidade
constante se o material for homogéneo. Esse tipo de material é designado de
condutor. Um material que ndo seja condutor diz-se isolador; dentro de um
isolador, as cargas elétricas ndo se podem deslocar livremente.

Se um condutor € colocado numa regido onde existe campo elétrico, como a nuvem
eletrénica de condugdo tem carga negativa, desloca-se no sentido oposto as linhas
de campo. O deslocamento dos eletrdes de conducio faz surgir carga negativa num
extremo (excesso de eletrdes) e carga positiva no extremo oposto (falta de eletrdes).
Se a carga total do condutor é nula, o valor absoluto dessas cargas nos extremos sera
igual. Essas cargas de sinais opostos nos extremos opostos do condutor produzem
um campo elétrico interno, no sentido oposto ao campo externo e quando as cargas
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acumuladas nos extremos sejam suficientemente elevadas, dentro do condutor os
dois campos se anulam e o movimento dos eletrdes de condugdo cessa.

A figura 1.10 mostra uma barra com carga
positiva, colocada na proximidade de uma
esfera condutora montada num suporte
isolador; a nuvem eletrénica de condugdo
na esfera aproxima-se da barra, deixando
carga positiva na regido mais afastada da
barra e a mesma quantidade de carga ne-
gativa na regido mais préxima da barra.
Se o suporte ndo fosse isolador, entravam
no condutor eletrdes do suporte e as car-

gas positivas indicadas na figura desapa- Figura 1.10.: Condutor num campo
reciam. elétrico.

Se a barra tivesse carga negativa, em vez de positiva, as posicOes das cargas
positivas e negativas na esfera seriam trocadas. Uma vez acumuladas cargas de
sinais opostos nos extremos da esfera, o campo elétrico total dentro da esfera € nulo;
como tal, as linhas de campo né@o penetram na esfera e os eletrdes de condugao
dentro da esfera ndo sentem qualquer forga elétrica. Nos dois casos (barra com
carga positiva ou negativa), as cargas na superficie da esfera mais préxima da barra
sdo atraidas para a barra e essa atracdo € maior do que a repulsdo sobre as cargas
na superficie mais afastada da barra. Assim, qualquer objeto externo com carga de
qualquer sinal produz sempre uma forga atrativa nos condutores com carga total
nula.

Se a mesma experiéncia € realizada com
uma esfera isoladora (figura 1.11), ndo ha
acumulagdo de cargas nos extremos; as-
sim, o campo no interior da esfera ndo se
anula e todas as moléculas dentro dela
sdo polarizadas, isto é, a sua prépria
nuvem eletrénica desloca-se no seu in-
terior da molécula, no sentido oposto do
campo. No caso apresentado na figura
(barra com carga positiva), a nuvem ele-
trénica das moléculas deixa de estar cen-
trada no mesmo ponto das cargas positi-
vas, passando a estar centrada num ponto
mais préximo da barra; cada dtomo torna-  Figura 1.11.: Isolador num campo

se um pequeno dipolo elétrico, que é um elétrico.

sistema com carga total nula, mas com

as cargas positivas e negativas em pontos

diferentes.

A figura 1.11 mostra também algumas das moléculas da esfera isoladora, polari-
zadas formando dipolos. O lado dos dipolos que estd mais proximo da barra com
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carga tem sempre carga de sinal oposto ao da carga na barra. Como consequéncia,
a forca resultante em cada dipolo € atrativa e a sobreposi¢@o de todas essas forcas
produz uma forga resultante atrativa entre a barra e a esfera. Ou seja, entre um
objeto com carga de qualquer sinal e um material isolador sem carga surge sempre
forca elétrica atrativa.

1.7. Distribuicdes continuas de carga

Para calcular o campo elétrico num ponto P, com vetor posi¢do 7, produzido por
uma carga distribuida continuamente dentro de uma regido do espago, divide-
se essa regido em n sub-regides, com cargas suficientemente pequenas para que
possam ser consideradas cargas pontuais. Seja o vetor posi¢do de cada uma dessas
regides 7’ e a carga nessa regido Ag’. O vetor desde a regiéo i até o ponto P é
F; =¥ —F’ e o versor na direcéo e sentido desse vetor é 7; = (F—=7')/|F = 7’| (ver
figura 1.12).

O

Figura 1.12.: Carga distribuida numa regido e pequena sub-regido com carga Aq’.

Substituindo na expressao (1.9) do campo elétrico devido a um sistema de cargas
pontuais, obtém-se uma expressao aproximada para o campo elétrico:

- “ k Aq’ ; Aq (F=7"
EzZ; = kz e (1.11)
1

A aproximagdo torna-se exata no limite n — oo, de forma a tornar todas as cargas
Agq’ infinitesimalmente pequenas ( dg’) e a soma nesse limite define um integral:

- Ag (F=T7") F=r

E=k =k dg’ . 1.12
Z o | = e (1.12)
i=1 regido

O integral serd integral de linha, de superficie ou de volume, conforme a carga
estiver distribuida numa curva, superficie ou volume, respetivamente.
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1.7.1. Carga distribuida numa curva

No caso de cargas distribuidas ao longo

de um fio (figura 1.13), a carga diferen-

cial dg’ no pedago de fio entre os pontos

nas posicdes 7’ e ¥’ + d7’ é diretamente /\
proporcional ao comprimento ds’ desse As

pedaco de fio:

dg’ = A" ds’, (1.13)

onde A(F’) é uma fungdo que depende
da posicdo no fio, chamada carga linear,
que € igual a carga por unidade de com-
primento do fio.

Figura 1.13.: Fio com carga.

A equagdo vetorial de curva continua € uma expressdo para 7’ em func¢do de um
Unico parametro real u, que determina a posi¢do dos pontos na curva. Cada possivel
valor do parametro u determina a posi¢cdo de um ponto da curva e u pode ser, por
exemplo, um angulo, um comprimento ou um instante de tempo; d7’ é a variagdo
do vetor 7’ devida a o aumento infinitesimal do pardmetro u e é sempre tangente
curva. O comprimento infinitesimal de arco, ds’, é igual ao médulo do vetor d7’.
O integral em (1.12) é um integral de linha ao longo da curva C ao longo do fio:

- >

- Sy r—r ,
Ezk!ﬁv)ﬁtgﬁds. (1.14)

Trata-se de uma aproximagdo, porque o fio ndo € uma curva mas sim um sélido.
A aproximagdo serd mais exata quanto menor for a secc¢io transversal do fio.
Realmente existem muitos percursos possiveis dentro do fio, sendo necessario usar
um percurso médio para calcular o integral de linha.

Exemplo 1.4
Um anel circular de raio a tem carga total O, distribuida uniformemente.
Determine a expressdao do campo elétrico ao longo do eixo do anel.

Resolu¢ao; método 1. A carga linear do anel é

0
A=—.
2ra

Sejam o eixo dos x o eixo do anel, o eixo dos y no plano do anel, tal como mostra
a figura seguinte:
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y
¢

ds

Y

Em coordenadas polares, os pontos sobre o anel sdo os pontos da circunferé€ncia
com equacgio vetorial
F'=acos¢j+asingk,

com 0 < ¢ < 27 (o pardmetro ¢ serd a variavel de integracdo). E claro que o
comprimento diferencial de arco na circunferéncia de raio a € igual a

ds’=a dg,
resultado este que pode ser obtido também calculando o médulo do vetor

d7’ = (~asing j+a cosdk)de .

O vetor desde um ponto qualquer do anel até o ponto P é
F—F'=xi—acosdj—asingk
=7 = [(F =) - (=2 = (22 + a?) ™
e substituindo na equacdo (1.14) obtém-se

k—Q 2f[()ci—a cos¢pj—a sin¢l€) d¢
3/2 :
27 (x2 + a2)® o

Os integrais do seno e do cosseno, entre 0 e 2 5t sdo nulos e, como tal, o campo em

Pé
kQx N

E= e (1.15)

(x2+a
Ou seja, em qualquer ponto do eixo do anel, o campo elétrico aponta na dire¢ao
desse eixo, afastando-se do anel se a carga Q for positiva ou aproximando-se dele
se for negativa.

Resolucao; método 2. A figura seguinte mostra os campos produzidos por dois
segmentos infinitesimais do anel, que se encontram nos lados opostos dum mesmo
diametro do anel.
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As componentes desses dois campos perpendiculares ao eixo do anel anulam-se e
as componentes paralelas ao anel somam-se. Assim sendo, as cargas nesses dois
segmentos podem ser colocadas no mesmo lado do anel, produzindo um campo
duas vezes maior que o campo do primeiro segmento e a proje¢do desse campo ao
longo do eixo do anel € igual a resultante dos dois campos iniciais.

O mesmo procedimento pode ser feito com todos os segmentos do anel e, como
a componente do campo ao longo do eixo serd a mesma independentemente da
posicdo do segmento no anel, todas as cargas do anel podem ser concentradas
numa unica carga pontual Q colocada na posicao do lado direito na figura acima e
o campo total serd a proje¢ao do campo produzido por essa carga pontual ao longo
do eixo.

O quadrado da distancia desde essa carga pontual Q até o ponto P é igual a x2 + a2
e 0 médulo do campo elétrico devido a essa carga é:

kQ

x2+a2°

Ep =

O médulo do campo do anel obtém-se multiplicando pelo cosseno do dngulo 6,
que € igual a x sobre Vx2 + a2

kQx

- (x2 + 612)3/2

e a expressdo vetorial do campo obtém-se multiplicando por 1.

1.7.2. Carga distribuida numa superficie

Quando a carga esta distribuida continuamente numa lamina fina (ver figura 1.14),
o integral do campo pode ser aproximado por um integral de superficie. Nesse caso,
a carga infinitesimal dg’ numa regido da lamina esta relacionada com a carga
superficial o

dg’ = o (') dA’, (1.16)

onde dA’ é o elemento diferencial de drea da regido. E o (') é a carga por unidade
de superficie na posi¢do 7’ sobre a lamina.



1.7 Distribuicdes continuas de carga 19

Assim sendo, a expressio (1.12) para o campo conduz a um integral de superficie
sobre a superficie S da lamina:

_) S Fr ’
E:kﬂa(r )mdA . (1.17)

O integral de superficie para o campo é uma aproximacio ja que as particulas com
carga nao podem ocupar uma superficie sem espessura, mas sim um volume no
espago. A aproximacdo serd mais exacta quanto menor for a espessura da camada
onde estdo as cargas (ver figura 1.14).

Figura 1.14.: Distribui¢@o superficial de carga numa regido de area A.

O integral € um integral duplo, em ordem aos dois pardmetros que sejam usados
para definir a superficie S parametricamente. A equacdo vetorial da uma expressao
para o vetor posi¢do 7’ em fungdo de dois parAmetros reais u € v. O elemento

diferencial de superficie dA’ é igual a drea da superficie descrita pelo vetor 7’
quando u aumenta para # + du e v aumenta para v + dv.

No préximo capitulo mostra-se como resolver integrais de superficie, determinando
o elemento diferencial de superficie para a partir da equagdo vetorial paramétrica.
O estudo neste capitulo limita-se unicamente a os casos de superficies planas, em
que a expressdo de dA € mais simples.

Quando a superficie € plana, definem-se dois dos eixos cartesianos, por exemplo x
e y, sobre a superficie e o elemento diferencial de drea é dA” = dx’ dy’; por vezes
€ mais 1til usar coordenas polares r e 6, como no caso do exemplo seguinte.

Exemplo 1.5

Determine a expressdo do campo elétrico ao longo do eixo de um disco
plano de raio a e com carga total Q, distribuida uniformemente sobre a sua
superficie do disco.

Resolucdo. Como a carga esta distribuida uniformemente sobre a drea do disco,
ma?, a carga superficial é constante e igual a:

_ 0

na?’
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Os pontos do disco definem-se facilmente em coordenadas polares, escolhendo os
eixos x e y sobre o disco, com origem no centro deste, tal como mostra a figura
seguinte

Em funcdo das coordenadas polares na figura, o disco € formado pelos pontos com
r’ e 6’ nos intervalos 0 < v’ < ae0 < 6’ < 2m. A drea infinitesimal dA € a drea
da regido delimitada pelos aumentos diferenciais dr’ e d6’ dos dois pardmetros.
Como dR e df sdo muito pequenos, dA é aproximadamente um retdngulo de
lados dr’ e r’df’:

dA=r"dr d¢’. (1.18)

O vetor posi¢dao de um ponto P sobre o eixo do disco, a uma distancia z, é
F=zk
e a posi¢cdo de um ponto qualquer dentro do disco é
F'=r"cos®'i+r' sinf j.
Substituindo na Equacgdo (1.17) obtém-se

T

Lk
Ezn—a%f

2
0

le%—r’ cos@'1—r’ sin@’jr,dr,dg, .
0

(r/2 + Z2)3/2

Calculando primeiro os integrais em §’, tem-se que os integrais do seno e o cosseno,
entre 0 e 2 7, sd30 nulos e o integral do termo que ndo depende de 6’ é igual a 2,
logo

2kQ ¢ zr'k ,

A distancia z € constante dentro do integral e a primitiva é

z <r12 + Z2>_1/2
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Assim sendo, o resultado final é

Y 2kQ Z ~
E = k. 1.19
a? (|Z| Va2+z2) (19

A fragdo z/|z] € igual a 1 ou —1 consoante z for positiva ou negativa, respetiva-
mente.

1.7.3. Carga distribuida num volume

No caso mais geral, a carga encontra-se distribuida dentro de um volume. A carga
infinitesimal dentro de uma sub-regido com volume infinitesimal é

dg’ = p(7") dx"dy"dz’, (1.20)

onde p(F’) é a carga volimica no ponto na posi¢do 7’, ou seja, a carga por
unidade de volume.

A equacido (1.12) conduz a um integral triplo

=

E-= kﬂfp( )|rf rf,lgdx’dy’dz’ (1.21)

onde V € aregido onde ha carga.

Esse integral triplo costuma ser dificil de calcular analiticamente; os casos em que
é possivel obter um resultado analitico acontecem quando existe alguma simetria
na forma como a carga esté distribuida no espago. Nesses casos, existem outros
métodos mais simples de determinar a expressdo do campo sem ser preciso calcular
o integral triplo na equag@o anterior. Esses métodos serdo estudados nos 3 préximos
capitulos. Como tal, neste capitulo néo serd dado nenhum exemplo de utilizagdo
dessa equacao.
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Perguntas

1. Uma barra com carga positiva é co- E. 34x 102N

locada perto de uma folha de papel
com carga nula. A forca que a barra
exerce sobre o papel € entdo:

A. Atrativa.
B. Repulsiva.
C. Nula.
D

. Atrativa ou repulsiva, conforme
a barra seja condutora ou isola-
dora.

E. Atrativa se o papel estiver seco
ou nula se estiver himido.

. O que distingue um condutor elétrico
de um isolador é:

A. Ter mais eletrdes do que protdes.
B. Ter mais protdes do que eletrdes.

C. Ter mais eletrdes do que o isola-
dor.

D. Ter moléculas que se deformam
mais facilmente.

E. Ter alguns eletrdes livres.

. Colocam-se trés cargas no eixo dos
x:

g1 =—6.0pC,em x = -2.0 m,

go = +4.0 pC, em x = 0,

gz = —6.0 pC,em x = +2.0 m.
Determine a intensidade da forca elé-
trica resultante sobre gs.

A. 24x1072N
B. 1.7x1072N
C.0

D. 27x 102N

. Trés esferas idénticas e condutoras,

isoladas, uma delas com carga Q e
as outras duas sem carga, colocam-se
em contacto, cada uma delas tocando
as outras duas e a seguir separam-se.
Qual das seguintes afrimagdes é cor-
reta?

A. Todas as esferas ficam sem carga.

B. Cada uma delas fica com carga
0.

C. Duas delas ficam com carga Q/2
e outra com carga —Q/2.

D. Cada uma delas fica com carga
0/3.

E. Uma delas fica com carga Q e ou-
tra com carga —Q.

. Uma esfera metalica montada num

suporte isolador liga-se a terra com
um fio condutor e a seguir aproxima-
se uma barra de plédstico com carga
positiva. A ligacdo da esfera a terra é
retirada e a seguir afasta-se a barra de
plastico. Com que carga fica a esfera
metdlica?

A. Nula.

B. Positiva.
C. Negativa.
D

. Diferente de zero, mas ndo é pos-
sivel saber o sinal.

o

Positiva num extremo e negativa
no extremo oposto.
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Problemas

1. A soma dos valores de duas cargas pontuais g1 € g2 € g1 + g2 = 10 pC. Quando
estdo afastadas 3 m entre si, 0 médulo da forca exercida por cada uma delas
sobre a outra € 24 mN. Determine os valores de g; € g2, se: (a) Ambas cargas
sdo positivas. (b) Uma das cargas € positiva e a outra negativa.

2. O campo elétrico na atmosfera terrestre tem intensidade de aproximadamente
150 N/C e aponta na direcdo e sentido do centro da Terra. Calcule a razio entre
o peso de um eletrdo e o médulo da forga elétrica oposta exercida pelo campo
elétrico da atmosfera (a massa do eletrdio é 9.109 x 103! kg e admita que a
aceleracdo da gravidade € 9.8 m/s?).

3. Trés cargas pontuais estdo ligadas por dois fios isoladores de 2.65 cm cada (ver
figura). Calcule a tensdo em cada fio.

© © ©
3.2nC 51nC 7.4nC

4. Um sistema de trés cargas pontuais estd em equilibrio (a forca eletrostatica
sobre cada carga € zero). Sabendo que duas das cargas sdo g e 2q, separadas
por uma distancia d, calcule o valor e a posi¢do da terceira carga.

5. Mostre que o campo elétrico sobre o eixo de um anel com carga distribuida
uniformemente é maximo nos pontos x = +a/ V2e x = —a/ V2, onde x é
medido desde a superficie do disco. Faca um grafico do médulo do campo em
funcao de x.

6. Calcule a forca elétrica que actua sobre cada uma das cargas representadas na
figura e o campo elétrico no ponto P.

7nC

lcm

-5nC v3cm anC
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7.

10.

11.

12.

A figura mostra algumas linhas de campo elétrico de um sistema de duas
particulas com carga. O ponto P encontra-se a 4 cm da carga ¢; € a 3 cm da
carga gs.

(a) Qual é o sinal das cargas?
(b) Qual € arelagdo (g1/g2) entre elas?
(c) Complete o desenho das linhas de campo.

(d) Se ga = —4.5 nC, calcule a forca entre as duas cargas.

Um fio ndo-condutor no plano xy, forma um circulo de raio a com centro na
origem. O fio tem carga linear ndo-uniforme A = Ay sin 6, onde 6 € o angulo
em coordenadas polares. Calcule o campo elétrico na origem.

Um ntcleo de hélio (também chamado particula alfa) é formado por dois
protdes e dois neutrdes. A forca eletrostitica entre os protdes é repulsiva e
muito forte, pois a distancia entre eles é muito pequena (aproximadamente
107'% m). A estabilidade do nicleo é devida a existéncia de uma outra forca
entre protdes e neutrdes, chamada forca forte. Para ter uma ideia da ordem de
grandeza da forga forte, calcule a forca eletrostatica entre os dois protdes no
nucleo de hélio.

Usando o resultado do Exemplo 1.5 para o campo de um disco plano, calcule
o campo elétrico produzido por um plano infinito, com carga superficial o
constante.

Um disco de 8 cm de raio, tem uma carga superficial © = ar?, onde r € a
distAncia desde o centro, e ¢ uma constante igual a 4 uC/m*. Calcule a carga
total do disco, e o campo elétrico ao longo do eixo.

Um fio fino tem carga linear uniforme A e forma um arco circular que subtende
um angulo de 2, conforme indicado na figura. Mostre que o médulo do campo
elétrico no ponto O é dado pela expressdo E = 2k A sina)/R.

N

/
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13. Um fio retilineo tem uma carga linear A constante. Determine a expressao
do campo elétrico em qualquer ponto P em fun¢do da distancia ao fio, r e 0s
angulos 6 e 65 definidos na figura. Calcule o valor limite do campo quando o
fio for infinito. (Sugestdo: defina o eixo x na direc¢do do fio, com origem em O
e 0 eixo y na perpendicular que passa por P.)
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Respostas

Perguntas: 1. A.2. E.3. E. 4. D. 5. C.

Problemas

1.

10.

11.

13.

(a) 6 uC,e 4 uC (b) 12 uC, e -2 uC.

2. A forca elétrica é 2.7 x 10'? vezes maior que o peso.
3.
4

. A terceira carga € —0.343 g, e encontra-se entre as outras duas cargas, a uma

A tensdo no fio do lado esquerdo é 285 uN e no fio do lado direito 560 uN.

distincia 0.414 d da carga q.

Com origem na carga g; = —5 nC, eixo dos x na direcdo de g = 9 nC, e eixo
dos y na direcdo de g3 = 7 nC, as forgas sdo:

Fi = (1.35i+3.15)) mN

F> = (-0.121-0.71 j) mN

F3 = (-1.231—-2.44 j) mN

O campo em P é: (—0.5457— 0.135 j) N/uC
(a) Negativo. (b) g1/g2 = 16/9. (d) 66 uN.

= kA
E=-t7%0
a
230.4 N.
E = 2mk o, perpendicular ao plano.

L T2 2432
257pC. E = “(x+

5 \Vx2+64

L kA
E=—((sinfy —sin 1)1+ (cos Oy + cos b))
r

- |x|) i (xemcme E em N/C).

2k,

O campo do fio infinito é: E= J-

r
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ff .
Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Gauss € considerado um dos maiores matematicos da histéria. Nasceu em 1777 em
Brunswick, Alemanha, e desde cedo mostrou grande habilidade para a matemaética.
Sdo muitas as suas contribui¢des nos campos da teoria dos niimeros, dos nimeros
complexos, da geometria e da dlgebra. A sua tese de doutoramento foi a primeira
demonstragcao do teorema fundamental da dlgebra. No dominio da astronomia,
Gauss interessou- -se pelo estudo das 6rbitas planetdrias e pela determinacio da
forma da Terra, e foi diretor do observatorio astronémico da Universidade de Got-
tingen. Desenvolveu um método para calcular, com grande precisdo, os parametros
de uma orbita planetdria a partir de apenas trés observagdes da posicao do planeta.
A partir de 1831, e em conjunto com o fisico Wilhelm Weber, desenvolveu o
estudo tedrico e experimental do eletromagnetismo. A contribui¢do de Gauss para
a determinag@o do campo magnético terrestre é reconhecida na unidade de campo
magnético que leva o seu nome.
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2.1. Fluxo elétrico

No caso das distribui¢cdes continuas de carga com simetria plana, esférica ou
cilindrica, € possivel determinar a expressdao do campo elétrico aplicando a lei de
Gauss. Para enunciar a lei de Gauss vai-se introduzir primeiro o conceito de fluxo
elétrico.

No caso particular de uma superficie perpendicular as linhas de campo elétrico
e quando o médulo do campo € constante em todos os pontos dessa superficie,
define-se o fluxo elétrico igual ao produto do médulo do campo e da drea da
superficie

Y=EA. 2.1)

A figura 2.1 mostra dois exemplos em que o campo € perpendicular a superficie.
Se a superficie é perpendicular as linhas de campo, mas o médulo do campo
ndo é constante em toda a superficie, divide-se a superficie em sub-regides com
area suficientemente pequena para que o médulo do campo possa ser considerado
aproximadamente constante em cada sub-regido; o fluxo total através da superficie
¢é igual a soma dos fluxos em todas as sub-regides:

n
¥~ Z E; AA; . (2.2)
i=1

™ 7

Figura 2.1.: Superficies perpendiculares as linhas de campo.

Define-se o fluxo elétrico por analogia com um fluido. No escoamento de um
fluido, as linhas de campo s@o tangentes a velocidade do fluido em cada ponto e o
fluxo do campo de velocidades € igual ao volume de fluido que passa através da
superficie, por unidade de tempo.

S O volume delimitado pelas linhas de
campo que passam por uma curva fe-
chada, por exemplo, a fronteira da super-

S ficie S1 na figura 2.2, chama-se tubo de
fluxo. Se o fluido € incompressivel e ndo
existem no tubo pontos onde entra ou sai
fluido, entdo o fluxo é o0 mesmo em todas

S as secgdes transversais do tubo, indepen-
dentemente da curvatura ou inclinag¢ao
dessas seccdes. Na figura 2.2, o fluxo é

Figura 2.2.: Tubo de fluxo. igual através de S1, S e S3.
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Na equacio (2.2), se numa sub-regido i as linhas de campo nao sdo perpendiculares
a superficie mas estdo inclinadas um angulo 8; em relagdo ao versor 7; normal a
superficie, como mostra a figura 2.3, o fluxo através da drea AA; € igual ao fluxo
através da projecdo dessa drea no plano perpendicular as linhas de campo, ou seja
através da superficie a tracejado na figura 2.3. Isto é devido a que a superficie A; e
a superficie a tracejado fazem parte do mesmo tubo de fluxo, formado pelas linhas
de campo que passam pela fronteira das duas superficies.

Figura 2.3.: Versor normal 7; a uma superficie e projecao da superficie no plano
perpendicular as linhas de campo.

A drea da superficie a tracejado € AA; cos 8; e, como essa superficie é perpendi-
cular as linhas de campo, pode aplicar"se a expressao (2.1) para calcular o fluxo:
AY; = E; cos 8; AA;. Assim sendo, o fluxo total numa superficie qualquer que
ndo seja perpendicular as linhas de campo é:

n
¥~ Z E; cos 0; AA; . (2.3)

i=1

Costuma definir-se o vetor Agi, na direcdo e sentido do versor 7;, normal a
superficie, e com médulo igual a drea da superficie, AA;. Assim sendo, o produto
E; cos 6; AA; é igual ao produto escalar E;-AA;. A aproximacao (2.3) torna-se
exata no limite em que as sub regloes sdo 1nﬁn1te51malmente pequenas, o somatdrio
converte-se num integral e E; - AA; escreve-se E” - dA’, em que a plica indica que
os vetores sdo calculados sobre os pontos da superficie, como mostra a figura 2.4.

Concluindo, o fluxo dum campo elétrico E através de uma superficie S € dado pela
expressao:

P = ﬂ E' - dA'|. (2.4)
S

O integral € um integral duplo, porque dA’ depende das diferenciais dos dois
parametros que sejam usados para definir a superficie.
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Figura 2.4.: Campo elétrico e vetor infinitesimal de drea numa superficie.

Em cada ponto da superficie existem dois sentidos opostos em que é possivel
definir o vetor dA’, normal a superficie, como mostra a figura 2.5. O sentido
escolhido determina o sentido do fluxo calculado com o integral. Os fluxos nos
dois sentidos opostos sdo iguais em valor absoluto, mas com diferentes opostos.
No caso de uma superficie fechada, € habitual definir o vetor dA’ apontando para
fora da superficie, de maneira que se o fluxo calculado for positivo serd para fora
da superficie e se for negativo serd para dentro dela.

1]

Figura 2.5.: Uma superficie tem dois versores normais; nas superficies fechadas
escolhe-se o versor que aponta para fora.

Para encontrar o valor do integral na equagéo (2.4), é conveniente usar uma repre-
senta¢do paramétrica da superficie S com dois parimetros u’ e v’:

S={F"(u',v"); u’ ev’ parAmetros reais} . 2.5)

Por exemplo, se a superficie fosse o plano z” = 3 x” — 2 y’, uma possivel equacgio
paramétrica é: ¥’ = x'i+y’ j+ (3x’ —2y’) k, em fungdo dos parAmetros x’ e y’.

Os dois parAmetros reais que definem uma superficie correspondem aos pontos
numa regido num plano. Por exemplo, na figura 2.6 os dois parametros sdo as
proprias varidveis x” e y’, e os possiveis valores dos pardmetros correspondem ao
retdngulo S’ no plano xy. Os aumentos infinitesimais dx’ e dy’, no retdngulo S’,
sdo projetados sobre a superficie S, formando uma pequena regido na superficie S,
com drea dA’. No limite infinitesimal, dA’ € a drea do paralelepipedo formado
pelos vetores:
or’ or’

de, = X dx' s dfy’ = ay’ dy/ ; (26)
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Figura 2.6.: Superficie com dominio no retdngulo S’ do plano xy.

sendo a derivada parcial 97’/0x’ um vetor que determina o aumento da fungdo 7/,
devido a um aumento unitério da varidvel x’. De igual forma, 97’/0y’ determina
o aumento de 7’ devido ao aumento unitdrio de y’. O produto vetorial dos vetores
(2.6) é um vetor de dire¢do normal a superficie, 7, e de médulo igual a area do
paralelepipedo; assim sendo, dA’, é igual ao produto vetorial entre esses dois
vetores:

dA’ =
ox’ % oy’

i (ar or )dx'dy' . 2.7)

A ordem dos dois vetores no produto vetorial (2.7) determina o lado da superficie
para onde aponta dA’. Na ordem em que foram multiplicados os vetores na
equacdo (2.7), o vetor dA’ aponta para o lado de cima da superficie. Os parametros
x" e y’ usados em (2.7) podem ser qualquer outros dois parimetros reais.

Exemplo 2.1 z
Determine o fluxo elétrico através da su-

perficie ACDE, representada na figura, se

0 campo eléctrico for: 40 cm
@E =Coj, A 30cm
(b) E = C1 sin(Cy x) 1,

o8]

30cm C

(Co=3N/C,C; =20N/CeCy =5m™). F 2
50 cm

Resoluc¢ao. (a) Como o campo € constante e na dire¢do do eixo dos y, o fluxo
através de ACDE ¢ igual ao fluxo através de ABFE na direcdo positiva do eixo y, e
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calcula-se facilmente usando a Equacgdo (2.1)

N - m? N - m?
=0.36

Yagre = 3 X 0.4x0.3

(b) Neste caso ndo é necessdrio escrever a equagdo do plano e usar a equagdo (2.6),
porque os dois vetores (2.6) podem ser obtidos mais facilmente. Como o campo de-
pende de x, convém escolher x” como um dos pardmetros que definem a superficie.
O segundo pardmetro tera de ser z’, porque no plano xy varios pontos diferentes
do plano ACDE s@o projetados num tnico ponto.

O aumento infinitesimal dz’ do pardmetro z’ faz deslocar a proje¢do no plano
ACDE no vetor
dr) = kdz’.

Enquanto x” aumenta desde F até E, o ponto correspondente no plano desloca-se
desde D até E:
(401 -30)) cm .

Como FE = 40 cm, o deslocamento correspondente ao aumento dx é

df;:(i-%j) dx’

e usando a equagdo (2.7) obtém-se
e 7 L3 ’ ’ 3. ~ ’ ’
dA = kX(l—Z]) dx"dz’ = (Zl+ ]) dx"dz’ .

O fluxo através de ACDE ¢ (ignorando, por enquanto, as unidades)

0,4 0,3 3
Wacor = C1 [ [ sin(Gon)i- (Zi+ j) dz’ dx’ ;
0 0
Como o produto escalar de 7 consigo proprio é 1 e com j € zero:

N -m?

C

0,4
I e ~
PacoE = - Oj SIn(Cox) dy = 5o (1 - c0s0.4.Cy) = 1.27

Observe-se que neste caso as linhas de campo elétrico sdo perpendiculares ao plano
¥z, mas os fluxo no retdngulo ACDE ndo € igual ao fluxo no quadrado BCDF. No
quadrado BCDF (x = 0) o campo elétrico é nulo e, portanto, o fluxo é nulo. As
linhas de campo que passam pelo quadrado BCDF e pelo retangulo ACDE nao
constituem um tubo de fluxo, porque entre esses dois planos devem existir cargas
pontuais (fontes do campo).
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Exemplo 2.2

Determine o fluxo elétrico através da superficie esférica de raio R (unidades
SI) e centro na origem, quando a expressao do campo elétrico for (unidades
SI):

(@) E =2k,

b E =27k

Resolucdo. Em coordenadas esféricas (ver Apéndice A) o vetor posi¢do dos pontos
na esfera de raio R e centro na origem é:

F"=RF,
onde 7 é o versor radial:
f:sin¢cosei+sin¢sin0j+cosq)l; (2.8)
e os angulos variam nos intervalos 0 < § <2me0 < ¢ < .

Por tratar-se de uma superficie fechada, o vetor diferencial de 4rea define-se
apontando para fora da superficie

i’ dF’ | J k
= X d¢df = R* | cos¢pcos cosgsing —sing| dgdo

dA’
d¢ do —sin¢sinf sin¢cos 0

= R? (sin2¢cosei+ sin’ ¢ sin @ j + sin¢cos¢l€) d¢ dé .

Ou seja, o vetor diferencial de drea na esfera de raio R é

dA’ = R? sing #d¢do. (2.9)

(a) O fluxo é
2n

Py = HE dA’ = 2 R? ffsims cospdpdd =0.
S 00

o resultado nulo indica que o fluxo que entra pela metade da esferaem z < 0 é
igual ao fluxo que sai pela outra metade em z > 0

(b) Na superficie esférica, a componente z’ do vetor de posicdo 7’ € igual a
7=7"-k=Rcos¢
como tal, o campo elétrico nessa superficie € igual a 2 R cos ¢ k e o fluxo elétrico é

2n w

Vs = jjﬁ' dA’ =2 R? jjsin¢cos2¢d¢d0=4nR3 (_
S 00

cos’¢\" 8RS
3 ), 3

O resultado positivo indica que hd fluxo a sair da esfera. Nas duas metades da
esfera, em z > 0 e z > 0, o campo elétrico aponta para fora da esfera.
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2.2. Lei de Gauss

O campo elétrico produzido por uma distribui¢do de cargas € a sobreposi¢ao dos
campos produzidos por muitas cargas pontuais. Convém entdo analisar o fluxo
elétrico produzido pelo campo de uma tnica carga pontual ¢g. Em relacdio a uma
superficie S fechada, a carga g pode estar ou fora ou dentro dessa superficie
(figura 2.7).

q

Figura 2.7.: Carga pontual dentro ou fora de uma superficie fechada.

Se a carga estiver fora de S, as linhas de campo tangentes a superficie definem um
tubo de fluxo. A superficie S é dividida em duas partes S; e Sz, nos dois lados da
curva por onde passam as linhas de campo tangentes a S (ver lado esquerdo da
figura 2.7). O fluxo elétrico através das duas superficies S; e So € igual, porque
fazem parte do mesmo tubo de fluxo, mas t€m sinais opostos, ja que um dos
versores 1 ou 2 aponta no sentido das linhas de campo e o outro no sentido oposto.
Ou seja, se g > 0, entra fluxo por Sy e sai 0 mesmo fluxo por S1; se g < 0, entra
fluxo por S e sai 0 mesmo fluxo por Sz. Conclui-se que o fluxo elétrico devido a
uma carga pontual é nulo em qualquer superficie fechada, se a carga estiver fora da
superficie.

Se g estiver no interior da superficie S, serd atravessada por todas as linhas de
campo. O fluxo total através de S € igual ao fluxo através de uma superficie esférica
com centro na carga, porque essa esfera e S estdo no mesmo tubo de fluxo (ver
figura 2.8).

Se o raio da superficie esférica € R, o campo elétrico num ponto qualquer dessa
superficie é:
- kq .
"= F r (210)
e o vetor diferencial de drea é o mesmo vetor (2.9) do exemplo 2.2.

O fluxo total através da superficie fechada S € igual ao fluxo na superficie esférica,
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Figura 2.8.: Fluxo produzido por uma carga pontual através de uma superficie
fechada.

que é
2w 1

srfszfjﬂdj'qujjsmqsdwe:mkq .11
S 00

Independentemente do tamanho o forma da superficie S, o fluxo total através dela
éigual a4 mk g, se a carga pontual g estiver no interior de S. O fluxo é para fora
(positivo), se a carga € positiva, ou para dentro (negativo) se a carga é negativa.

Uma distribuicio de carga pode ser dividida em varias cargas pontuais qi, g2, - - -,
qn, € o fluxo total através de uma superficie fechada S serd igual a soma dos n
fluxos produzidos por cada uma das cargas pontuais. As cargas que se encontram
no exterior de S ndo produzem fluxo total e cada carga ¢; que esteja dentro de S
produz fluxo 4 mkq;. Assim sendo, o fluxo total através da superficie fechada S é:

2.12)

@SE’- dA’ = 470k ging
S

onde gi, € a carga total no interior da superficie S. Esta equag@o chama-se lei de
Gauss:

O fluxo elétrico através de qualquer superficie fechada é igual ao
valor da carga total no interior da superficie, multiplicado por 4 k.

O lado direito na lei de Gauss também costuma ser escrito gint/€g, onde €y é
chamada permitividade do vazio e € igual a

1
=—. 2.13
€0 4k ( )
A equacdo (2.11) pode ser usada também para calcular o fluxo produzido por uma
carga pontual, através de uma superficie qualquer que nao tem de ser fechada;
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basta substituir os limites dos integrais pelos pelas expressdes necessdrias para
delimitar a superficie S:

y/squﬂsinqsdgsde:kqg, (2.14)
S

onde Q é o resultado do integral duplo e é o valor do angulo sélido, com vértice
na carga pontual e delimitado pela superficie S. No caso das superficies fechadas
em torno do vértice, o dngulo sélido tem o seu valor maximo possivel, 4 .

A lei de Gauss € qtil para descobrir a carga total dentro de uma regido do espago
onde existe campo elétrico. No exemplo 2.2, os valores dos fluxos calculados na
superficie esférica de raio R permitem determinar a carga total no interior da esfera.
Na alinea (a) conclui-se que a carga no interior da esfera € nula, e na alinea (b) a
carga no interior da esfera é:

s 2R?

-2 = 2.1
dnk 3k (2.15)

dint =
A lei de Gauss € também muito util para calcular o campo elétrico devido a
distribui¢des simétricas de carga. A método de usar a lei de Gauss para calcular
o campo elétrico consiste em descobrir uma superficie fechada imaginaria —
superficie gaussiana — que passa pelo ponto onde se quer calcular o campo, de
forma a que a componente normal & superficie seja sempre constante ou nula. Se
existir superficie gaussiana, o fluxo nessa superficie € dado pela equacao (2.1) e
substituido na lei de Gauss (equacdo (2.12)), dando o resultado:

_ 4ﬂ7kqint

A ) (2.16)

onde A ¢ a area total da parte da superficie onde o campo nao € nulo e tem médulo
constante E.

Nao obstante, existem superficies gaussianas apenas quando as linhas de campo
elétrico t€m simetria plana, esférica ou cilindrica. A lei de Gauss, juntamente com
o principio de sobreposi¢do, permite também calcular o campo em sistemas que
ndo tenham simetria, mas que possam ser obtidos por sobreposi¢do de sistemas
com simetria (ver problema 8).

Em alguns casos, pode obter-se uma expressao aproximada para o campo, substi-
tuindo a distribuicdo de carga por uma distribui¢do idealizada com alguma simetria.
Por exemplo, um fio com carga distribuida uniformemente (figura 2.9) pode ser
idealizado por um fio infinito e um plano com carga distribuida uniformemente
pode ser idealizado por um plano infinito. A expressdo obtida para o fio infinito ou
o plano infinito serd uma boa aproximacao nas regides proximas do centro do fio
ou do plano e se a distancia até o fio ou plano for muito menor que o comprimento
do fio ou as arestas do plano.

Os exemplos seguintes mostram sistemas em que as linhas de campo elétrico t€ém
simetria esférica, plana ou cilindrica, que permitem obter o campo elétrico a partir
da equagdo (2.16).
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Figura 2.9.: Linhas de campo de um fio retilineo com carga distribuida uniforme-
mente.

Exemplo 2.3
Uma esfera macica de raio R tem carga total Q e carga volimica constante.
Determine o campo elétrico no interior e no exterior da esfera.

Resolucdo. A carga volimica constante
implica distribuicdo uniforme de carga
em todas os pontos da esfera e simetria
esférica: em cada ponto, dentro ou fora
do espaco, a linha de campo elétrico que 20
passa por esse ponto debe ter dire¢do ra-

dial, como mostra a figura ao lado. Assim

sendo, qualquer esfera concéntrica com a

esfera macica € uma superficie gaussiana,

porque em todos os seus pontos 0 campo

é perpendicular e com o mesmo médulo

devido a simetria.

O raio r da esfera gaussiana pode ser menor ou maior do que o raio da esfera
macica, R, como nas duas esferas a tracejado na figura. Em diferentes esferas
gaussianas o médulo do campo pode ter diferentes valores, ou seja, E depende
unicamente de r.

o=

S

A 4rea da superficie gaussiana é a drea da esfera de raio r, igual a 4 2. Substi-
tuindo na equacio (2.16), obtém-se

— k {int
r2

E (2.17)

No exterior da esfera (r > R), a carga no interior da superficie gaussiana de raio r
é igual a carga total da esfera: gy = Q; como tal, o campo elétricoem r > R é

_ ko

E=-=
r2

(2.18)
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No interior da esfera (r < R), a carga no interior da esfera gaussiana aumenta
proporcionalmente ao volume, ou seja, é diretamente proporcional a 7> e a constante
de proporcionalidade deve conduzir a ¢, = Q quando r = R. Assim sendo, a
expressdo da carga interna parar < R é

r3 E
Gint = O rER
e a expressdo do campo é EQ I
I R |
kQr !
|
A figura ao lado mostra o grafico do mé- !
dulo do campo em fungéo de r. 0 R r
Exemplo 2.4

Determine a expressdo do campo elétrico devido a um plano infinito com
carga superficial constante .

Resolucao. O campo elétrico deve ser
perpendicular ao plano, em sentidos opos-

tos nos dois lados do plano, porque qual-

quer translagc@o ou rotag¢do do plano nio

pode alterar a geometria das linhas de

campo (simetria plana). Qualquer super-

ficie cilindrica com tampas paralelas ao

plano, a mesma distancia em cada lado do |
plano, é uma superficie gaussiana (figura T
ao lado)

A carga no interior da superficie gaussiana é o A, onde A ¢ a drea de cada uma das
tampas do cilindro, iguais a drea da parte do plano atravessada pelo cilindro.

Nao existe fluxo nas paredes laterais do cilindro, porque sao tangentes as linhas de
campo. Como tal, a drea da parte da superficie gaussiana onde hé fluxo é a soma
das areas das duas tampas, 2 A. Substituindo na equagdo (2.16), a expressdo do
campo é

E=2nko=-2|. (2.20)
260

Ou seja, o médulo do campo € constante e diretamente proporcional a carga
superficial.

Exemplo 2.5
Determine a expressdo do campo elétrico de um fio retilineo infinito com
carga linear uniforme A.
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Resolucdo. O campo elétrico ndo se deve alterar se o fio roda ou se desloca ao longo
do seu eixo. Assim sendo, as linhas de campo devem ser retas perpendiculares ao
fio (ver figura) e o médulo do campo € igual nos pontos & mesma distincia R do
fio (simetria cilindrica).

b— L —f
S
T
R S
i— I
Vistalateral Vistafronta

Qualquer cilindro circular S com eixo no fio, como o que aparece na figura acima,
€ uma superficie gaussiana. A carga no interior de S é A L, onde L ¢ a altura do
cilindro.

Ha fluxo elétrico unicamente na superficie curva do cilindro, que tem drea 2t R L,
onde R € o raio do cilindro. Substituindo na equag¢do (2.16), obtém-se a expressao
do médulo do campo

L 2k .
E=""CR

A 2.21)

onde R é o versor na direcdo perpendicular ao fio, afastando-se dele.

2.3. Condutores em equilibrio eletrostatico

Um condutor € um material que tem alguns eletrdes livres que podem deslocar-
se livremente, chamados eletroes de condu¢ao. Quando as cargas livres nao se
encontram em movimento, diz-se que o condutor estd em equilibrio eletrostatico.
Para que o condutor esteja em equilibrio eletrostatico € preciso que o campo
elétrico, em qualquer ponto do condutor, seja nulo. Se assim ndo fosse, as cargas
livres seriam aceleradas pelo campo e o condutor ndo estaria em equilibrio.

Imaginemos um condutor em equilibrio eletrostitico. Quando se introduz um
campo elétrico externo, os eletrdes de conducio sio acelerados no sentido oposto,
ficando um excesso de eletrdes num extremo do condutor e um excesso de protdes
no extremo oposto (Figura 2.10). Os eletrdes e os protdes em excesso produzem
um campo elétrico que, dentro do condutor, € oposto ao campo externo, fazendo
com que o campo total no interior diminua. Enquanto existir campo elétrico dentro
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do condutor, o movimento de cargas continuard e o campo total diminuira até ser
zero. Nesse instante o condutor atinge o equilibrio eletrostatico e o campo em
qualquer ponto interno € nulo. Num condutor tipico o tempo necessdrio para atingir
o equilibrio é muito pequeno, da ordem dos 107!? segundos, como veremos no
problema 9 do Capitulo 6.

o
T

Figura 2.10.: Efeito de um campo externo num condutor isolado.

2.3.1. Carga por inducéao

O fenémeno de inducdo de cargas nos extremos de um condutor, dentro de um
campo elétrico, pode ser usado para carregar metais (Figura 2.11). Por exemplo, se
deslocarmos um objeto com carga positiva perto de uma peca metdlica isolada, a
parte do metal que estiver mais perto do objeto carregado acumulard uma carga
negativa, enquanto no lado oposto (mais distante) ficard uma carga positiva da
mesma ordem de grandeza. Se nesse momento o extremo mais distante do condutor
isolado for ligado a outro condutor sem carga, as cargas positivas passam para o
segundo condutor. Desligando os dois condutores, antes de retirar o objeto usado
para induzir as cargas, os dois condutores ficam com cargas iguais e de sinais
0postos.

Figura 2.11.: Procedimento para carregar dois condutores com cargas iguais mas
de sinais opostos.
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2.3.2. Carga e campo num condutor em equilibrio

Como ja vimos, o campo elétrico dentro de um condutor em equilibrio tem que
ser necessariamente nulo. O fluxo elétrico em qualquer superficie fechada no
interior do condutor serd nulo, pois o campo é nulo em qualquer ponto do condutor.
No entanto, a lei de Gauss garante que ndo existe carga dentro de uma superficie
fechada onde o fluxo elétrico seja nulo. Isto implica que nao pode existir carga em
qualquer ponto interno do condutor. Ndo considerdimos os pontos na superficie
do condutor, ja que qualquer superficie fechada, que tenha no seu interior pontos
da superficie do condutor, sai fora do condutor. Assim, os Unicos pontos onde
pode existir carga num condutor em equilibrio eletrostatico € na sua superficie;
qualquer excesso de carga num condutor isolado devera estar distribuida sobre a
sua superficie (lado esquerdo da figura 2.12).

Y<0

A

Figura 2.12.: Condutor isolado com carga. A esquerda, fluxo em superficies
interna e externa e a direita, linhas de campo.

O campo elétrico dentro do condutor em equilibrio é zero. Na superficie do con-
dutor, se o campo tivesse uma componente ao longo da superficie, esta aceleraria
os eletrdes de conducio ao longo da superficie, e o condutor ndo estaria em equi-
librio. A componente do campo elétrico normal a superficie terd uma tendéncia
a “puxar para fora” os eletrdes da superficie, ou a atrair eletrées do exterior, mas,
como o condutor esta isolado, isso serd impossivel e o condutor permanecerd em
equilibrio. Concluimos assim, que o campo elétrico na superficie de um condutor
em equilibrio eletrostatico é sempre perpendicular a superficie (lado direito da
figura 2.12).

Para calcular o campo elétrico na superficie de um condutor em equilibrio, ima-
ginemos um pequeno cilindro de bases paralelas a superficie, como se mostra na
Figura 2.13. Se o cilindro for suficientemente pequeno, serd aproximadamente
uma superficie gaussiana.

S6 existe fluxo elétrico na base do cilindro no exterior do condutor, € o fluxo total
através da superficie gaussiana é

¥ ~ EAA = dnkAq, (2.22)
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onde AA € a drea da parte da superficie no interior do cilindro, e Ag € a carga que
ela contém. No limite AA — 0 a equacao anterior € exacta e
Agq

E =4rk lim — . 22
ki S 229

O limite na equacdo anterior € igual a carga superficial. Assim, 0 campo num ponto
da superficie do condutor é

-

E = dnkoi = Zil, (2.24)
€0

onde o ¢ a carga superficial e i o versor normal para fora do condutor.

Figura 2.13.: Pequena superficie gaussiana na superficie de um condutor isolado.

O campo na superficie do condutor é o dobro do campo de uma superficie plana
infinita (ver Equacgdo 2.20). Podiamos ter pensado que, estando muito perto da
superficie do condutor, seria uma boa aproximacao admitir que a superficie era
muito extensa, mas como vimos nao € assim.

No caso de uma superficie plana infinita, o campo num ponto da superficie ¢ devido
s0 a carga nesse ponto, pois, por simetria, o campo total produzido pelos outros
pontos no plano € zero. No condutor fechado, o campo num ponto da superficie é o
resultado da sobreposicao dos campos produzidos pelo préprio ponto mais o campo
produzido pelos restantes pontos da superficie. O campo do préprio ponto deverd
ser o mesmo que no caso do plano infinito e, portanto, serd igual a 2rko nos dois
lados da superficie e em sentidos opostos. O campo que falta para completar o
campo total é o campo devido ao resto da superficie. Como o campo total € nulo no
interior e igual a 4rko no exterior, o campo produzido pela superficie, sem incluir
o ponto P, € igual a 2wko nos dois lados da superficie e com o mesmo sentido.

O campo 27ko produzido pela superficie, sem incluir o ponto P, actua sobre a
carga local no ponto P, produzindo uma forca para fora da superficie:

dF = 2nko?dA . (2.25)

Esta forga é sempre neste sentido independentemente do sinal da carga superfi-
cial .
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Perguntas

1. Um plano com 2500 cm? de 4reatem 4. Uma esfera de raio 1 m tem carga dis-

uma carga total de 20 nC, distribuida
uniformemente. O médulo do campo
elétrico perto do plano é, aproxima-
damente:

A. 18.1 mN/C D. 452 N/C
B. 4.52kN/C E. 0.452 N/C
C. 1.81 N/C

. Uma esfera condutora de 3 cm de
raio, isolada e com carga posi-
tiva, produz um campo de médulo
36 uN/nC, num ponto que se encon-
tra a 1 cm da superficie da esfera.
Calcule a carga total da esfera.

A.3.6nC C. 1.6nC E. 1.2nC
B. 04nC D. 64nC

. Num sistema de coordenadas carte-
sianas (x, y, z) (em metros), existe
uma carga pontual de 2 nC em (1,
0, 0), uma carga pontual de -4 nC
em (0, 2, 0) e uma carga pontual de
3nCem (0, 0, 4). Determine o fluxo
elétrico (em unidades SI) através de
uma esfera de raio 3 m, com centro
na origem.

A. 36x
B. 2n

C. -m2n E.

D. 108x —1ddm

tribuida de forma desconhecida. O
fluxo do campo elétrico criado pela
esfera através de uma superficie es-
férica de raio 4 m, concéntrica com
ela, é 11.3 x 10* N-m?/C. Qual é o
fluxo do campo elétrico através de
uma superficie esférica de raio 2 m
concéntrica com a esfera?

45.2 x 10* N-m?/C
22.6 x 10* N-m?/C
11.3 x 10* N-m?/C
56.5 x 103 N-m?/C
28.2 x 103 N-m?/C

mo 0w

. Se numa superficie fechada o campo

elétrico aponta para dentro da super-
ficie em todos os pontos, o que pode
concluir-se?

A. Existe carga positiva dentro da
superficie.

B. Existe carga negativa dentro da
superficie.

C. Nio existe nenhuma carga dentro
da superficie.

D. O campo é necessariamente per-
pendicular a superficie.

E. O campo € necessariamente para-
lelo a superficie.
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Problemas

1. Calcule o fluxo do campo elétrico E=xi+ y j através da superficie
S={z=2x+3y, 0<x<2 -1<y<1)

(As distancias sdo dadas em cm, e o campo em N/C.)

2. Calcule o fluxo produzido pelo campo elétrico E = Cy sin(Cox)(371+ 4 IAc),
através do tridngulo com vértices nos pontos (0, 0, 0), (2 cm, 0, 0) e (0, 3 cm,
0). Os valores das constantes sio C; = 20 N/C e C, = 5m™".

3. Calcule o fluxo associado a um campo vetorial F=ev(i- x j), através do
tridngulo com vértices (2,0,0), (0,4,0) e (0,0,3).

4. Uma esfera condutora, com massa igual a 25 g e carga de 50 uC, encontra-se
pendurada por um fio isolado, de 7 cm de comprimento, colado a um plano
vertical. O plano vertical tem uma carga superficial constante o = 17 pC/cm?
e pode ser considerado infinito. Calcule o dngulo 6 que o fio faz com o plano
vertical.

5. O campo elétrico numa dada regido do espaco é

Calcule a carga total dentro de uma esfera de 6 cm de raio e centro na origem.
(O raio é dado em cm e o campo em N/C.)

6. (a) Se uma bola de sabdo for carregada eletricamente, o seu didmetro vai
aumentar, diminuir ou permanecer igual?
(b)Se colocarmos a bola de sabdo num campo elétrico uniforme, o que acontece
com a sua forma?

7. Considere o protdo como uma pequena esfera sélida de raio 10™'° m, com carga
distribuida uniformemente no seu interior. Calcule o campo elétrico na sua
superficie e num ponto a 0.5 x 10715 m do centro.

8. A figura representa o corte transversal de um cilindro s6lido, muito comprido,
de raio @ = 6 cm e carga voliimica constante p = 25 nC/m? e com uma cavidade
cilindrica de raio b = 2 cm. Calcule o campo elétrico no ponto P.
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ylem

@

6 x/cm

Sugestdo: para calcular o campo, usando a lei de Gauss, € possivel considerar
0 sistema como a sobreposi¢do de um cilindro macico, de raio a e centro na
origem, com carga volimica p (parte a da figura) e um cilindro, de raio b e
centro no ponto (0,2), com carga volimica —p (parte b da figura).

(@ y (b) y

b

9. Calcule o campo elétrico produzido pela distribui¢do de carga (em unidades SI):

0.05
o3

p) =3 1’
0 0.l<r

" 0<r<0.1

10. No atomo de hidrogénio, o eletrdo encontra-se
em movimento muito rdpido a volta do nicleo.
O resultado médio no tempo € uma distribui-
¢do continua de carga (nuvem eletrénica) com
carga volimica

e _
p(r) = —— e72r/a0
7ra0

onde e ¢ a carga elementar, @y uma constante
aproximadamente igual a 5.3 X 107! m,er a
distancia desde o nicleo.

(a) Mostre que a carga total da nuvem eletrénica € igual a carga do eletrdo, —e.

(b) Calcule o campo elétrico produzido pela nuvem eletrénica.
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11.

12.

13.

14.

(c) Calcule o campo total do atomo de hidrogénio. (Sugestdo: o campo do
nucleo € igual ao campo de uma particula pontual de carga e, na origem.)

Calcule, em unidades SI, a carga total dentro do paralelepipedo representado na
figura, sabendo que o campo elétrico no paralelepipedo é E = 24 x i (paralelo
ao eixo dos x).

Considere uma esfera condutora de raio b, com carga total igual a zero. A esfera
tem uma cavidade esférica de raio a centrada no seu interior. Coloca-se ma
carga pontual ¢ no centro da cavidade.

(a) Use a lei de Gauss e as propriedades dos condutores em equilibrio para
calcular o campo elétrico em cada uma das regides r < a,a <r < be
b<r.

(b) Desenhe as linhas de campo elétrico nesta situagdo.

(c) Descreva a distribui¢do de carga na superficie externa da esfera. Como
seria alterada esta distribuicdo de carga se a carga pontual na cavidade fosse
deslocada do centro? Desenhe as linhas de campo elétrico nesse caso.

Uma esfera de raio a, tem uma carga total g distribuida de tal forma que a carga
volimica é p = Ar, onde A € uma constante e r a distancia ao centro da esfera.

(a) Calcule o valor da constante A em funcdo da carga q.

(b) Calcule o campo elétrico no interior e no exterior da esfera, e faca o grafico
do médulo do campo E em fungéo de r.

A carga volumica no interior de um cilindro muito comprido de raio b é

p(r)={0 r<a

po a<r<b

onde r € a distincia ao eixo do cilindro e py € uma constante. Calcule o campo
elétrico em qualquer ponto do espago, em func¢io dos pardmetros pg, a e b.
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Respostas

Perguntas: 1. B.2. D. 3. C. 4. C. 5. B.

Problemas

1.

10.

11.

12.

13.

14.

AN

8 N - cm?/C, no sentido negativo do eixo z.

7.99 N - cm?/C.

(3/16)(5e™* + 7), no sentido desde o tridngulo até a origem.
62.97°.

154 nC.

(a) Aumenta, devido a repulsdo electrostatica entre as cargas na superficie.
(b) O campo induz cargas positivas e negativas na bola; as forcas sobre essas
cargas deformam a bola, tornando-a num elipséide com o eixo maior na
direccdo do campo.

1.44 x 10?1 N/C e 7.21 x 10%° N/C.

(=56.967 + 1.66 j) N/C.
1-— -3r

1.88x10° —o—, r<0.1
E(r) = .80 % 10° r (r em m, E em N/C).
= r>0.1
;
k 2 2 1
B E(r) = ——5 +ke(—5 + — + = )e 27/
r az apr v
2 2 1
() E(r) = ke(= + — + 55 )e72r/a0
a() aopr r
1.146 pC.
kq/r2 , r<a
(a) E, =40, a<r<b
kqg/r®>, r>b.

(c) o = q/4mb?, uniforme; a carga superficial aumenta na regido mais préxima
da carga pontual e diminui na regido oposta.

(a) g/ma’.

b E, = quQ/a4, r<a
kq/r?, r>a.
0, r<a

E(r)y=1{2nk po(r®> —a®)/r, a<r <b (nadiregdo radial).

2nk po(b® —a®)/r, r>b






3. Potencial elétrico

Alessandro Volta (1745-1827)

Alessandro Volta nasceu em Como, Itdlia. Em 1780, Volta mostrou que a origem
da corrente eléctrica, descoberta por Luigi Galvani, ndo estava nos seres vivos mas
sim no contacto entre dois metais diferentes num meio ionizado. Volta contrariava
assim as afirmacdes de Galvani apoiadas em experi€ncias com 6rgdos de animais
e eletricidade. Decorrente destas suas investigagdes construiu as primeiras pilhas
quimicas no final do século xvir, marcando o inicio do estudo da eletricidade e
dos circuitos elétricos. Estes estudos foram as bases do rdpido desenvolvimento da
teoria eletromagnética nas décadas seguintes. Volta também descobriu e isolou o
gds metano e inventou o eletréforo, aparelho que permite produzir cargas eletros-
taticas por atrito. Em 1801 fez uma demonstracio da pilha quimica a Napoledo,
que o condecorou com o titulo de conde. Foi diretor da Faculdade de Filosofia da
Universidade de Padua.

3.1. Trabalho e energia

Depois de termos estudado o campo elétrico nos capitulos anteriores, interessa-nos
agora determinar o efeito que este campo terd sobre o movimento de particulas
com carga. O problema fundamental da mecénica consiste na determinagdo da
trajetoria dos objetos, conhecidas as forcas que sobre eles actuam, ou o problema
inverso, o do cdlculo das for¢as que actuam a partir da observacao do movimento
do objeto. A trajetéria de uma particula define-se por meio do vetor posi¢do, 7,
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em fun¢do do tempo (Figura 3.1). A relagdo entre forca e trajetéria € dada pela
segunda lei de Newton:
S dv() A%

F=m T =m w2 3.1

Se a forca for constante, ou s6 depender do tempo, esta equacdo serd facil de
integrar. No entanto, no caso de campos de forga, Fé funcdo da posicdo e a
forma usual de resolver a equacdo de movimento consiste em calcular primeiro
a velocidade em func¢do da posi¢cdo. Comecamos por integrar os dois lados da
equagdo, em funcdo do deslocamento vetorial d7, ao longo de um percurso qualquer
entre os pontos A e B:

¢ ¢ av

jF-dr:ij-dr. (3.2)

A A
O termo no integral do lado direito da equacgd@o pode ser escrito s6 em fungdo da

Ar B
A r(t)
E
@)

Figura 3.1.: Forc¢a resultante e deslocamento de uma particula.

velocidade:

a7 CARAF L 1,
o i g = =g den)s (3-3)

v

B B 1 1
jﬁ-df’:mf\_f-df;:émv%—imvi, (3.4)
A A
e define o trabalho entre os pontos A e B:
B
Wag = fﬁ- a7 . (3.5)
A
Sabendo que a energia cinética ¢ definida por
L 5
Ey = imv s (3.6)

e considerando as Equacdes (3.4) e (3.5) obtemos o chamado teorema do trabalho
e da energia:

| Was = Ec(B) - E(A) |. 3.7
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Ts

A

Figura 3.2.: Trés possiveis percursos de integracdo entre dois pontos A e B.

O trabalho feito por uma forga sobre uma particula, ao longo de uma trajetéria, é
igual ao aumento da energia cinética da particula.

Uma forca diz-se conservativa, se o trabalho que realiza entre os pontos A e B é o
mesmo, independentemente da trajetéria entre os pontos (Figura 3.2). Neste caso é
possivel definir uma funcéo £, em cada ponto do espaco: comegamos por definir
arbitrariamente E,(A) num ponto A; o valor de E,(B), em qualquer outro ponto B,
define-se a partir do trabalho feito pela for¢a, entre os pontos A e B:

Ep(A) — Ey(B) = Wag |. (3.8)

Desta forma a defini¢do de E,(B) € consistente, ja que o trabalho ndo depende do
percurso de integracdo. A funcdo Ej, € a energia potencial associada a for¢a con-
servativa. Combinando as Equagdes (3.4) e (3.8), obtém-se a lei da conservacao
da energia mecanica:

Ex(A) + Ey(A) = Ex(B) + E,(B) |. (3.9

A unidade usada para medir a energia, no sistema SI, € o joule (1 J = 1 N - m).

3.2. Diferenca de potencial eletrostatico

Vamos agora demonstrar que o campo elétrico ¢ um campo conservativo, isto é, o
trabalho realizado por um campo elétrico sobre uma carga pontual é independente
do percurso. Comecamos por considerar o campo elétrico mais simples, o campo
produzido por uma carga pontual, e depois generalizaremos o resultado para
campos mais complicados. O campo E produzido por uma carga pontual g, na
origem, €

E-AF= k—g(f-m. (3.10)
r

Considerando o dngulo # que o deslocamento A7 forma com o versor 7 (Figura 3.3),
F - AF = |AF] cos 8 é aproximadamente igual a Ar. Assim, no limite As — 0,
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7+ A¥ = dr e o trabalho feito pela for¢a elétrica sobre uma carga de prova gg é

B

Wag =QOJE' dr = kqoq
A

dr 1 1
— =kqog(— - —). (3.11)
r ra rs

> —w

Este resultado ndo depende da trajetéria, mas somente da posicdo dos pontos
A e B, o que implica que o campo elétrico produzido por uma carga pontual é
conservativo. Uma distribui¢do de cargas mais complexa pode ser simplificada se
considerarmos que € igual a soma de pequenas cargas pontuais, sendo o resultado
anterior vdlido para a forga produzida por cada carga, e portanto, para a forga total.
Por conseguinte, o campo elétrico produzido por qualquer distribui¢do de carga é
um campo conservativo!'.

Figura 3.3.: Percurso entre dois pontos A e B separados na vizinhanca de uma
carga pontual.

Como o campo elétrico é conservativo, podemos definir a energia potencial elétrica
de uma particula pontual com carga gq. Aplicando a Equagdo (3.8), obtemos

B
Ey(A) ~ Ep(B) = qo [ E- dF. (3.12)
A

Definimos potencial elétrico como a energia potencial elétrica por unidade de
carga:
Ep
V=—. (3.13)
q0
Assim, independentemente da carga de prova, a diferenca de potencial elétrico

entre os pontos A e B é

B
VA—VBsz-dF . (3.14)
A

IComo veremos no Capitulo 10, as cargas elétricas ndo sdo as tnicas fontes do campo elétrico; outra
fonte do campo elétrico € a indugdo eletromagnética e, nesse caso, 0 campo nao € conservativo.
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A unidade SI de potencial elétrico é o volt (V), em homenagem ao fisico italiano
Alessandro Volta. Sendo o potencial definido como uma energia por unidade de
carga, a relac@o entre o volt, o joule e o coulomb é

J N-m

1V=1==1———. 3.15

C c (3.15)
Outra unidade de energia usada frequentemente € o eletrao-volt (eV) definido
como a energia adquirida por uma carga elementar e ao passar através de uma
regido onde existe uma diferenca de potencial de 1 V:

1eV=16%x10"YC-V=16x10"117J. (3.16)

No caso de uma particula pontual com carga g na origem, o potencial elétrico,
considerando a Equacgdo (3.11), é dado por

V= % . (3.17)

De notar que nesta equacido podiamos somar qualquer constante arbitraria, sem
contrariar a Equacdo (3.11), mas normalmente considera-se que V = 0 parar — oo
e, por isso, ndo incluimos a constante.

Para deslocar uma carga de prova g desde o ponto A até o ponto B, sem aceleracio,
¢ preciso aplicar uma forca externa igual e oposta a forga elétrica. O trabalho feito
pela forca externa €, nestas condicdes:

Wag (externo) = —Wap(elétrico) = goVB — qoVa . (3.18)

Se o ponto inicial A se encontrar a uma distancia infinita, o potencial Vj serd zero,
por defini¢cdo, e Vg serd igual ao trabalho que a forca externa tem de fazer para
trazer a carga go = 1 desde o infinito até ao ponto B. O potencial elétrico V(7)
€ igual ao trabalho que deve ser feito para trazer uma unidade de carga positiva,
desde o infinito até a posicéo 7.

O potencial V() constitui um campo escalar. Em cada ponto do espago existe um
valor numérico (escalar) do potencial.

3.3. Gradiente do potencial

A Equacao (3.14) define o potencial elétrico associado a um determinado campo
elétrico. O problema inverso, que abordaremos agora, é como calcular o campo
elétrico dado um determinado potencial elétrico.

A diferenca de potencial AV = Vi —Vj entre dois pontos A e B é dada pelo integral
de linha do campo elétrico, desde A até B, multiplicado por —1. Como o integral
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Ar

A

Figura 3.4.: Percurso entre dois pontos separados pelo deslocamento AF.

pode ser calculado ao longo de qualquer percurso desde A até B, podemos usar o
segmento de reta entre A e B (Figura 3.4). Quando os dois pontos se encontram
muito perto um do outro, e admitindo que o campo E é constante, podemos calcular
o integral facilmente:

AV ~ —E - AV, (3.19)

onde A7 € o deslocamento desde A até B, com mddulo igual ao deslocamento
escalar As.

A aproximacdo torna-se exacta no limite As — 0:

AV =
im —=-E-t, 3.20

As—0 As ( )
onde f é o versor tangencial, na dire¢iio e sentido do deslocamento de d7. Este
limite constitui a defini¢do da derivada direccional de uma funcio de vérias va-
ridveis, neste caso V, na direciio definida pelo versor ¢. Temos entfio, o resultado
importante

Vg4 (3.21)

ds

A derivada do potencial elétrico, em qualquer direcfio 7, é igual a menos a compo-
nente do campo elétrico nessa direcéo.

Assng| , ©

|

|

|

|

|

|

i
A Ascosg, C

Figura 3.5.: Projecdes do deslocamento As nos eixos x e y.
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Por simplicidade, considere-se que os pontos A e B estdo num plano paralelo ao
plano xy. As projecdes do deslocamento sobre os eixos x € y sdo Ascosfy e
As cos @y, onde 6 e 6y, sdo os Angulos que o versor 7 faz com os versores i ¢ J,
respetivamente (Figura 3.5). O aumento do potencial (AV') desde A até B € igual a
soma dos aumentos do potencial desde A até C, e desde C até B.

No limite As — 0, se V for uma fun¢ao continua, o aumento de V, desde C até
B, pode ser aproximado pelo aumento desde A até D (Figura 3.5). Os aumentos de
V, por unidade de deslocamento, nas diregdes AC e AD, sdo as derivadas parciais
de V em ordem a x e a y, respetivamente. Assim, temos

oV oV
AV ~ Ascos,— + Ascos by, — . (3.22)
ox dy

Tendo em conta que: cos 6y = i-7, cos@y = j-7, entdo a derivada na diregdo de 7 é

dv — lim AV (6V ov ) : (3.23)

ds  as=0 As ox Gy

O célculo anterior pode ser facilmente generalizado ao caso de trés dimensdes, e

obtemos o resultado:
dv

< = (VV) i (3.24)

onde o vetor gradiente do potencial VV ¢é definido como:

> 6V 8V av -
Vv —j+—k]. 3.25
T ox! ay * 0z (3:25)

O resultado obtido € valido para qualquer campo escalar: a derivada direccio-
nal de um campo escalar (fungdo de vdrias varidveis) continuo € igual ao produto
escalar entre o seu gradiente e o versor que define a dire¢cdo. A Equacéo (3.25)
define o gradiente em coordenadas cartesianas, mas, como o produto escalar € inde-
pendente do sistema de coordenadas, a Equacdo (3.24) permite definir o gradiente
em qualquer sistema de coordenadas.

No caso particular do potencial eletrostético, como vimos (Equagéo 3.21), a deri-
vada direccional é também igual ao produto escalar entre —E e o versor 7; obtemos,
assim, a relacdo que permite calcular o campo elétrico a partir do potencial:

E=-VV|. (3.26)

O valor méaximo do produto escalar E-ié igual ao médulo de E, e obtém-se quando
o versor f tiver a dire¢do do campo elétrico. Assim, dado um potencial V, o campo
elétrico serd na dire¢do em que o potencial diminuir mais rapidamente, e o médulo
do campo serd igual ao valor absoluto da derivada nessa dire¢do.
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As linhas de campo elétrico estdo sempre orientadas desde pontos de maior poten-
cial para pontos de menor potencial. Uma vez que uma linha de campo passe por
um ponto com um determinado potencial, ndo pode voltar a passar por pontos com
um potencial igual ou superior. Esta € a razdo pela qual as linhas de campo elétrico
nunca podem ser fechadas.

Em coordenadas cartesianas, e considerando a Equacio (3.26), as trés componentes
do campo elétrico, em func¢do do potencial, sdo

ov ov ov
Ex=—— Ey=—— E, =—-——. 27
x =g YT ey © = s (3.27)

A partir destas equagdes € facil ver que as derivadas cruzadas do campo elétrico
devem ser iguais:

0E, OE,  OE, OE,  OE, OE,

_ 9% = 2% = 3.28
ay ox 0z 0x dy 0z (3:28)

A igualdade entre as derivadas cruzadas do campo elétrico é consequéncia direta
da sua natureza conservativa; assim, uma forma rapida de descobrir se um campo
vetorial qualquer € conservativo ou ndo, consiste em verificar a igualdade das suas
derivadas cruzadas.

Exemplo 3.1
O campo elétrico numa regido do espago tem a forma

E E
Ex=z(x—y), Ey=—z(x+y), Ez=0,

onde A e E s@o duas constantes. Calcule o potencial num ponto qualquer
dentro da regido. (Admita V = 0 na origem.)

Antes de calcular o potencial, convém verificar que o campo € conservativo, isto €,

0E, OE, E Oy _ 0E; _OE; _9E, _
dy  ox A’ 9z  Ox dy 9z
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Existem duas formas de calcular o potencial eletros-
7 tatico. A primeira consiste em calcular o integral de
linha do campo; como o potencial é zero na origem, O,
o potencial num ponto qualquer P é dado pelo integral

xy.2)
P
Vo=~ [ E-dF.
>
0
y
Usando o percurso representado na figura ao lado,

(x0,0) (xy,0) composto por trés segmentos de reta paralelos aos
eixos, o integral de linha do campo € igual a:

X y z
b= —OfEx(x’O’m dx - Ony<x,y,0> dy - OjEz(x,y,m dz ;

calculando os integrais, obtém-se

£

2A(y2+2xy—x2) .

sz—%[fxdx—f(x+y)dy] =
0 0

O segundo método para calcular o potencial elétrico consiste em escrever as trés

coordenadas do campo em fung¢ao do potencial:
ov E ov E ov
— ==(y-x), — == , — =0, 3.29
ax = a0 Y 3y 27X +Y) oz (3.29)

e resolver o sistema de equagdes diferenciais. A terceira equagdo implica que V
nio depende de z: V = V(x,y). Integrando a primeira equacdo em ordem a x
obtemos

E E 2
Vi) =2 [(r-nde= 20x-5) +50).

onde g(y) é qualquer fungdo arbitrria que s6 depende de y. A derivada parcial de
V(x,y) em ordem a y é, entdo:

ov E dg

— ==X+ =,

dy A dy
e igualando a segunda equacdo no sistema de equacdes (3.29), obtemos

E 5
=—y“+(Cy,
8 2Ay 1

onde C; é uma constante arbitraria.

O potencial € pois
E
Vix,y) = ﬁ(y2 +2xy — ) +Cy.

O valor da constante deve ser zero, se queremos que V seja nulo na origem.
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Exemplo 3.2

Encontre as coordenadas esféricas do gradiente. Use o resultado para demons-
trar que se o potencial depende unicamente da distancia a origem, V = f(r)
(sistemas com simetria esférica), o campo elétrico é E=- f'r.

Usando a Equacao (3.24), vemos que as trés coordenadas esféricas do gradiente

s dv dv dv
(E)f’ (E)é’ (E)(;S’
onde os versores 7, fe (;3 definem a dire¢do em que cada coordenada (r, 6, ¢)
aumenta (ver Apéndice A). Assim, o gradiente € igual a
dv, . dvy dvy .
VV (ds) r+(a)A9+(a)A .
O deslocamento ds, na dire¢io radial, é igual a dr. Na direcdo ¢, em que
unicamente ¢ aumenta, o deslocamento ds é um arco de circulo de raio r e
angulo igual a d¢ e, portanto, ds = r d¢. Na direcio 6, em que unicamente 6
aumenta, o deslocamento infinitesimal é também um arco de circulo de raio r sin ¢
e angulo igual a d6: ds = rsin ¢ d6. Substituindo na equagdo anterior, obtemos
as coordenadas esféricas do gradiente:

_av 1oV . 1 avé

vV ad
“ar T 7es  remooe

O potencial com simetria esférica V = f(r) depende apenas de r e, portanto, as
suas derivadas parciais em ordem a ¢ e 6 s@o nulas; a derivada em ordem a r € uma
derivada ordindria, f’. Nesse caso, o gradiente do potencial sera

VV = fF,
e, pela Equacdo (3.26), obtemos
E=—f'F. (3.30)

As linhas de campo elétrico sdo na direcao radial, mantendo a simetria esférica.

3.4. Superficies equipotenciais

Os pontos do espago nos quais o potencial tem o mesmo valor formam uma
superficie continua chamada equipotencial. Em cada ponto do espago o potencial
V tem um certo valor e, se o campo elétrico € diferente de zero, existe uma tinica
superficie equipotencial que passa pelo ponto.
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Considere-se um deslocamento na direcao tangente a superficie equipotencial num
ponto P (Figura 3.6). A derivada do potencial nessa dire¢do € nula, pois o potencial
ndo varia nessa direcdo:
dv
—=0;
ds
logo E-i=0e portanto as linhas de campo elétrico sdo perpendiculares as super-
ficies equipotenciais; as linhas apontardo para o lado da superficie equipotencial
com menor potencial.

(3.31)

Figura 3.6.: Uma superficie equipotencial e 5 linhas de campo.

O potencial V(x,y), sobre o plano xy, pode ser visualizado mais facilmente por
meio de um grafico onde o valor de V € representado no eixo z num sistema de
eixos xyz (Figura 3.7). O potencial aparece como uma superficie geografica com
montanhas e vales. As curvas correspondentes a um determinado nivel s@o as
equipotenciais, e as linhas de campo sdo as trajetdrias que a d4gua seguiria ao descer
pelas montanhas.

Vix.y)

Figura 3.7.: Potencial no plano xy, representado num grafico a 3 dimensdes.
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Os pontos criticos do potencial V (x,y,z) — onde a derivada em qualquer diregdo é
nula — podem ser maximos, minimos ou pontos de sela. Em todos estes pontos o
campo elétrico é igual a zero.

Nos pontos maximos, o potencial diminui em qualquer dire¢@o e, portanto, as
linhas de campo saem em todas as dire¢des, existindo uma distribuicdo de carga
positiva na vizinhanga do ponto (ponto P na Figura 3.7).

o

Figura 3.8.: Equipotenciais e campo de um dipolo elétrico.

Nos pontos minimos, o potencial aumenta em todas as dire¢des, e as linhas de
campo apontam na direcdo do ponto, existindo uma distribui¢do de carga negativa
na regido (ponto Q na Figura 3.7). Um exemplo € o potencial de um dipolo elétrico
(Figura 3.8); cada carga pontual € um ponto critico onde V. — coou V — —oo,
consoante a carga seja positiva ou negativa, respetivamente.

O terceiro tipo de pontos criticos, pontos de sela, sdo pontos onde o potencial
aumenta em algumas dire¢des e diminui noutras, por exemplo, o ponto S na
Figura 3.7. Nos pontos de sela existe um cruzamento de curvas equipotenciais e o
campo elétrico € nulo; no Capitulo 1 j4 vimos que nesses pontos entram e saem
linhas de campo elétrico.

Dois outros exemplos de pontos de sela sdo apresentados na Figura 3.9. O primeiro
exemplo corresponde ao potencial de um sistema de duas cargas iguais; existe
um ponto de sela no ponto equidistante as duas cargas, onde as duas superficies
equipotenciais se cruzam. O segundo exemplo € o potencial de trés cargas idénticas
localizadas nos vértices de um tridngulo equildtero; existem quatro pontos de sela
onde o campo elétrico é nulo; trés dos pontos de sela sdo 6bvios na Figura 3.9. O
quarto ponto € o ponto equidistante as trés cargas, onde também existe interse¢cdo
de duas superficies equipotenciais (como as duas superficies se cruzam em diregdes
fora do plano xy ndo aparecem na figura). Sobre o plano xy o potencial no ponto
equidistante as trés cargas é, como mostra a figura, menor que em qualquer outro
ponto na sua vizinhanga, o que nao implica que o ponto seja um minimo, ji que na
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S ‘

Figura 3.9.: A esquerda, equipotenciais de duas cargas iguais e a direita equipo-
tenciais de trés cargas iguais.

direcdo z o potencial diminui.

Podem também existir regides do espago onde o campo € nulo, sendo o potencial
constante em toda a regido. Nesse caso temos um volume equipotencial; um
exemplo € o volume dentro de um condutor em equilibrio eletrostético.

Exemplo 3.3
Encontre o campo elétrico e as superficies equipotenciais correspondentes ao
potencial V(x,y,z) = az,coma =4 V/m.

A equacdo das superficies equipotenciais € az = constante, a qual representa planos
paralelos ao plano xy. Por exemplo, as superficies equipotenciaiscomV =0V, 1V
e 2V, sao os planos z = 0, z = 25 cm e z = 50 cm representados na Figura 3.10.
O campo elétrico € uniforme:

E:—W:—a—vléz—zu%\//m.
0z
X
E <
oV 1V
50 cm

0 ’ 25cm

y

Figura 3.10.: Equipotenciais de um campo uniforme.
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3.5. Calculo do potencial elétrico

Para calcular o potencial produzido por uma distribui¢do de carga, podemos dividir
o volume em n pequenos elementos com carga Ag; (Figura 3.11). O potencial
calcula-se como a sobreposi¢do dos potenciais produzidos por cada elemento,
considerado como uma carga pontual. O potencial devido a cada pequeno elemento
¢ dado, aproximadamente, pela Equagdo (3.17). A aproximagdo serd exacta no
limite n — oo (Ag; — 0), e o resultado obtido é

_ - kAql
V_ZT, (3.32)

onde Ag; é a carga dentro do elemento nimero i, e 7; € 0 vetor que une o ponto
onde se encontra a carga Ag; ao ponto onde se pretende calcular o campo.

P

o

Figura 3.11.: Distribui¢do continua de carga dividida em pequenas regides.

Como ja vimos no caso do campo elétrico (Seccdo 1.7), a carga pode estar dis-
tribuida num volume com carga volimica p, sobre uma superficie com carga
superficial o, ou ao longo de uma curva com carga linear A.

No caso de uma carga distribuida dentro de um volume, o potencial ¢ um integral
de volume:
GO
V=k av’, 3.33
i o

onde 7’ varia dentro da regiéio de integragéo.

Se a carga estiver distribuida sobre uma superficie, o potencial serd um integral de

superficie:
o-(r’)
V= kﬂl = d (3.34)

Finalmente, se a carga estiver distribuida sobre uma curva, o potencial serd calcu-
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lado através de um integral de linha:

V= kf lﬂ(m (3.35)

—»,l

Os integrais que definem o potencial sdo semelhantes aos integrais usados para
calcular o campo (Capitulo 1). No entanto, € preciso calcular um integral e ndo trés
(para as trés componentes) como no caso do campo elétrico. Para calcular o campo
elétrico de distribuicdes de carga é mais fécil calcular primeiro o potencial por
integracdo, e obter o campo a partir do gradiente do potencial. Quando for possivel
calcular o campo elétrico usando a lei de Gauss, é mais conveniente calcular o
potencial a partir do campo, através da Equagdo (3.14), usando qualquer percurso
de integracdo.

Exemplo 3.4
Calcule o potencial e o campo elétrico devidos a uma esfera condutora de raio
a, com carga Q.

Como a esfera é condutora, a carga distribuir-se-4 na superficie. Vamos calcular o
potencial a partir da carga superficial, por meio do integral duplo da Equagdo (3.34).
Por simetria, a carga superficial deve ser constante:

Q

dmwa?’

Podemos escolher o eixo z na dire¢do do ponto P onde se pretende calcular o
potencial, e usar coordenadas esféricas (Figura 3.12).

z

P

Figura 3.12.: Coordenadas esféricas.

O ponto P encontra-se na posi¢do 7 = r k e o vetor 7/, que define qualquer ponto
sobre a superficie da esfera, tem mddulo constante igual a a e forma um angulo ¢
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com o vetor 7, de maneira que
|7—7'|=(a2+r2—2arcos¢’)1/2. (3.36)
Em coordenadas esféricas, o elemento diferencial de superficie sobre a esfera é
dA’ = a%sing’ do’ d¢’ ,
e o integral do potencial é

kQ

4ma?

T 27

JJ a®sing’(a® +r? —2arcos¢’) V2 de’ d¢’ ;
00

o integral em 0’ é igual a 2 i, logo obtemos
kQ | -
V= TQ fsin(f)(a2 +r2=2arcos¢’) V2 dg’ .
0

A primitiva calcula-se facilmente, ja que a derivada do termo entre parénteses é
iguala2ar sing’:

k =k
V= Q a?+r?2-2arcos¢’ :—Q(a+r—|a—r|).
2ar #'=0 2ar
Se o ponto P estiver no interior da esfera [a — r| = a — r, e o potencial é constante:
kQ

V=—.
a

Para pontos no exterior da esfera |a — r| = r — a, e o potencial é

_ ko

r

Vv

No interior da esfera, como o potencial é constante, o campo elétrico é nulo
(Figura 3.13). No exterior da esfera, como o potencial sé depende de r, podemos
usar o resultado do Exemplo 3.2 para calcular o campo:

LAV . kO .
E__Er_ r?
\Y E
K Y.
a | al |
|
|
|
|
|
|
|
l |
a r a r

Figura 3.13.: Potencial e campo elétrico de uma esfera condutora.
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O exemplo anterior podia também ser resolvido por outro método: calcula-se
primeiro o campo por meio da lei de Gauss e a partir do campo obtém-se o
potencial. O exemplo seguinte ilustra esse método.

Exemplo 3.5
Calcule o potencial produzido por um cilindro muito comprido, de raio R,
com carga volimica p constante.

Neste caso calcularemos primeiro o campo elétrico e a partir dele o potencial.
As linhas de campo elétrico tém que sair na dire¢do radial (simetria cilindrica) e
qualquer cilindro co-axial ao cilindro carregado constitui uma superficie gaussiana
(Figura 3.14).

Figura 3.14.: Cilindro muito comprido e superficie gaussiana.

O fluxo através da superficie gaussiana é
¢ =2nrLE

onde L e r sdo o comprimento e o raio do cilindro gaussiano, respetivamente. A
carga no interior da superficie gaussiana é

aR?’Lp, r<R
dint = 9
nar“Lp, s<R.
Usando a lei de Gauss obtemos o campo elétrico:

2nkpR? |
P= il el r, r>R
= r
2nkpr 7, r<R.

Se escolhermos V = 0 sobre o eixo do cilindro, r = 0, o potencial sera

V(s)=—frlf-df’.
0
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Se o percurso de integracdo for o segmento de reta desde o eixo até ao ponto P,
como o campo é radial, E - d7 = E dr, e o integral de linha serd

jEdr
0

Para pontos no interior do cilindro, r < R, obtemos

2nkpR*Inr, s>R
7rkpr2 s r<R.

N
Vz—jEdrz—nkprz,
0

enquanto que para pontos no exterior do cilindro, r > R, o resultado é
R r

V= —jEdr - fEdr = —nkpR? — 2nkpR*(Inr —InR) .
0 R

Assim, o potencial em qualquer ponto é

—7rkpr2 s r<R

V() = (3.37)

—2nkpR?1n r>R.

().

Neste exemplo, se tive-se sido escolhido V = 0 em r — oo o integral do campo
elétrico seria divergente, uma vez que o campo elétrico em r — oo nao € nulo (o
cilindro é infinito). Em sistemas fisicos mais realistas, sem cargas no infinito, ndo
existe esse problema e pode admitir-se sempre potencial nulo no infinito.

3.6. Potencial e carga nos condutores

O campo elétrico na superficie de um condutor em equilibrio € perpendicular a
superficie, como ja vimos no Capitulo 2. Como qualquer superficie perpendicular
ao campo elétrico € necessariamente uma equipotencial, concluimos que a super-
ficie do condutor é sempre uma superficie equipotencial. Dentro do condutor o
campo elétrico € nulo, o que implica um potencial constante dentro do condutor
(Figura 3.15).

Como também ja vimos no Capitulo 2, num condutor em equilibrio, qualquer
excesso de carga distribui-se sempre sobre a superficie; ndo obstante, a distribui¢do
de carga ndo pode ser uniforme como veremos ja a seguir. Consideremos primeiro
trés condutores diferentes com a mesma carga superficial o, como se mostra na
Figura 3.16. Um dos condutores é plano, o outro convexo e o tltimo é concavo.
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-

Figura 3.15.: Equipotenciais e campo de um condutor com carga negativa (a
esquerda) e de um condutor sem carga, dentro de um campo externo
(a direita).

Nos trés casos a separacdo das linhas de campo sobre a superficie deve ser a mesma,
e o campo € igual nos trés casos quando a distancia d a partir da superficie for igual
a zero. A medida que d aumenta, como as linhas de campo sio perpendiculares 2
superficie do condutor, a separagdo das linhas vai ser maior no caso do condutor
convexo, € menor no caso do condutor cdncavo; no caso do condutor concavo, as
linhas de campo acabam por se afastar a medida que d aumenta. Como o campo
elétrico € inversamente proporcional a distancia entre as linhas de campo, o campo
produzido pelos trés condutores ¢ o representado na Figura 3.16.

E

plano convexo cbncavo

Figura 3.16.: Trés condutores com a mesma carga superficial e o campo produzido
em func¢do da distincia a superficie.

O potencial de cada um dos condutores na Figura 3.16 obtém-se integrando o
campo elétrico desde a superficie (d = 0) até o infinito (onde V = 0). Na figura, os
valores dos trés potenciais correspondem as dreas abaixo das trés curvas do campo
elétrico. Vemos, claramente, que o condutor cdncavo se encontra a um potencial
maior que o condutor plano, e estes dois condutores estdo a um potencial maior
que o condutor convexo.

Em pontos diferentes da superficie de um condutor, o potencial é sempre 0 mesmo.
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Portanto, a carga superficial ndo pode ser a mesma nos pontos onde o condutor
€ concavo, convexo ou plano. A carga superficial tem que ser maior nas regides
convexas, menor nas regides planas e ainda menor nas regides concavas. Desta
forma obtém-se 0 mesmo valor para o integral do campo elétrico, como se mostra
na Figura 3.17.

Figura 3.17.: Campo elétrico em trés regides de um automovel carregado, em
funcdo da distancia desde a superficie.

Nas regides convexas, quanto menor for o raio da curvatura, maior serd a carga
superficial, e nas regides concavas quanto maior for o raio da curvatura, maior
serd a carga superficial. Este efeito é aproveitado nos para-raios. Durante uma
tempestade as nuvens acumulam cargas elevadas que, por sua vez, induzem cargas
nos objetos que se encontram nas proximidades. Quando o campo € suficientemente
forte ocorre uma descarga elétrica entre a nuvem e o ponto onde o campo for
mais elevado. Uma vez que o campo serd mais forte onde houver maior carga
induzida, ou seja, nos objetos mais pontiagudos e mais préximos das nuvens (0s
para-raios), as descargas elétricas atingirdo o para-raios, sendo conduzidas até a
terra € minimizando os estragos.

Perguntas

1. O potencial produzido por um sis- D. O trabalho total necessario para
tema de duas cargas pontuais, Q € ¢, trazer as cargas Q e g até as suas
€ nulo num ponto P (arbitrando po- posicdes € nulo.
tencial nulo a uma distancia infinita E. O trabalho necessrio para trazer

das cargas). Isso implica que: uma carga desde o infinito até o

A. A forga sobre uma carga de prova ponto P é nulo.

no ponto P € nula. 2. Uma carga de 4 uC encontra-se den-

B. Qe g tém o mesmo sinal. tro de um campo elétrico com moé-

C. O campo elétrico é nulo no ponto dulo igual a 4x10° N/C. Qual é o tra-
P balho necessdrio para deslocar essa
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carga uma distancia de 20 cm numa
direcdo a 60° com o campo elétrico?

A. 0.28] D. 28]
B. 160 mJ E. 16J
C. 0.681]

. O potencial elétrico de um sistema,
em fun¢do da distancia ao longo de
uma dire¢do dada é representado pelo
gréfico:

\%

0 r

Qual das cinco fungdes no grafico
a seguir representa melhor a compo-
nente do campo ao longo da mesma
direcdo?

E 1
2
3
o
0 r
5
A E. 5
B. 2 D
Problemas

4. Quatro cargas pontuais, com valores

+2 g e —q, encontram-se nos vértices
de um quadrado, como mostra a fi-
gura. O que é que possivel afirmar
acerca do potencial (V) e do médulo
do campo (E) no centro do quadrado
P)?

+2q -q

-q +2q

A.E+0, V>0 D. E#0,V<0
B.E=0,V=0 E. E#0,V#0
C.E=0,V>0

5. Perto de uma carga pontual existe um

ponto onde o potencial elétrico pro-
duzido pela carga é 3 V (arbitrando
potencial nulo no infinito) e 0 m6-
dulo do campo elétrico da carga é
200 N/C. Calcule a distancia desde a
carga até ao ponto.

A. 3m D. 0.67 cm
B. 3cm E. 6.7 cm
C. 1.5cm

1. Quando um eletrdo € acelerado, a partir do repouso, através de uma diferenca

de potencial de 220 V, fica com uma energia cinética de 220 eV. Calcule a

velocidade final do eletréo.
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2. Num tubo de raios x os eletrdes sdo acelerados por meio de um campo elétrico.
Os eletrdes sao libertados do repouso, deslocam-se no vacuo através de uma
regido onde existe uma diferenca de potencial de 4 kV, e chocam com um alvo
emitindo radiagao x.

(a) Calcule a energia e a velocidade com que chocam os eletrdes no alvo.

(b) Se a variagdo de potencial se estender por uma distincia de 8 dm, calcule o
valor médio do campo elétrico nessa regido.
3. Trace as linhas de campo elétrico e as superficies equipotenciais nas proximida-

des e nos pontos afastados do condutor representado na figura, admitindo que
existe carga positiva nele.

4. A figura representa as linhas de campo eletrostético de duas particulas carrega-
das e separadas por uma distancia de 7 cm.

(a) Calcule a distancia do ponto P as particulas.

(b) Sabendo que a carga da particula no lado direito é de —8 nC, calcule o
potencial no ponto P (arbitre V = 0 no infinito).

Vi

5. Duas superficies condutoras esféricas e concéntricas t€ém raios de 5 cm e 7 cm.
A superficie menor tem carga total de 3 nC e a carga total na superficie maior é
—2nC. Qual ¢ a diferenca de potencial entre as duas superficies?

6. O potencial sobre o plano xy é

Ve ax b
T (x2 4 y2)3/2 + (x2 + y2)1/2

Determine a expressdao do campo elétrico em qualquer ponto do plano xy.
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7. Demonstre que o campo vetorial A7, em que A é uma constante e 7 o vetor
posicao, € conservativo. Calcule o potencial correspondente a esse campo.

8. A trés figuras seguintes representam as superficies equipotenciais de trés siste-
mas de duas cargas pontuais g; € go. Em todos os casos g; = 3 nC, e a distancia
entre as duas cargas é 6 cm. Nas figuras (a) e (b) a distancia entre o ponto P e a
carga ¢; € igual a 2 cm. Determine o valor de g5 nos trés casos.

(@) (b) (©)
P X9
O
o)

9. A figura mostra as superficies equipotenciais de uma carga pontual no interior
de um campo elétrico uniforme E.y. A grandes distancias da carga pontual as
superficies sdo planos paralelos distanciados 8 cm.

(a) Calcule o médulo e a dire¢ao do campo externo Ecxt.
(b) Diga se a carga pontual € positiva ou negativa. Justifique.
(c) Qual € a direcao da forga sobre a carga pontual?

(d) Sabendo que a distincia entre a carga pontual e o ponto P € 9 cm, calcule o
valor da carga pontual.

MOV

sV

60V

45V 8cm

30V P

15V

10. Um dipolo elétrico é formado por uma carga +¢ na posi¢do (a/2) 7 e uma carga
—q na posigdo —(a/2) 1.

(a) Encontre a expressdo do potencial V em qualquer ponto (x7+ yj+ z k).

(b) Determine a expressao do campo elétrico em qualquer ponto a partir do
gradiente do potencial: E=-VV.
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11. No dipolo do exemplo anterior, um ponto P sobre o plano do dipolo (plano xy)
tem coordenadas polares 7 e #, como se mostra na figura.

(a) Determine a expressdo do potencial elétrico no ponto P em funcdo das
coordenadas polares.

(b) Para um valor fixo do angulo 6 e para r > a/2, mostre que uma boa
aproximacao para o potencial é
k pcos6
y ~ kpoost
r
onde p = g a é o momento dipolar. (Sugestdo: use a aproximagio r? +
a?/4 ~ r? e a expansio do binémio de Newton.)

y

1
-q

<20

12. Um disco de raio R tem carga superficial o uniforme. Determine o potencial e
0 campo elétrico num ponto qualquer P sobre o eixo do disco.

13. O campo elétrico numa regido do espaco € igual a
E=C [(x -Di+xj+ xl%] ey
onde C = 5 V/cm, e as coordenadas x, y e z sdo medidas em centimetros.
(a) Demonstre que o campo E é conservativo.

(b) Determine a expressdo do potencial eletrostético.

(c¢) Determine a carga total dentro do cubo definido por 0 < x < 2 cm,
0<y<2cme0<z<2cm. (Sugestdo: calcule o fluxo elétrico nas seis
fases do cubo e aplique a lei de Gauss.)

14. Determine a expressdo do campo elétrico associado ao potencial
Vro.6) = Lcoso+ 2
r,0,¢9) = p cos 2

onde a e b sdo constantes e (7,6, ¢) sdo as coordenadas esféricas.

15. Calcule as coordenadas cilindricas do gradiente do potencial. Use o resultado
para encontrar o campo elétrico correspondente ao potencial

sin 6

V(R,0,2) =

exp(-z?)
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16. Determine as condi¢des que devem cumprir as componentes esféricas de um
campo vetorial para ser campo conservativo.

Respostas

Perguntas: 1. E. 2. B.3. D. 4. C. 5. C.
Problemas
1. 8.80x 10°% m/s.

2. (a)E =6.4x10716J,v = 37.5 Mm/s. (b) 5 kV/m.
4. (a)4.2cme 2.8 cm. (b) —2858.56 V.
5. 154.3 V.
6. E.— 2ax?—ay?+bx3+bxy? B = y(3ax+bx®+by?)
CoTx T (x2 + y2)5/2 =y T (x2 + y2)5/2 >
E; ndo pode ser calculado com a informagado dada.
7. V =—-Ar?/2.
8. (a) 12nC. (¢) -3 nC.
(b) —48 nC.
9. (a)187.5 V/m, para baixo. (c¢) para cima.
(b) negativa. (d) -0.169 nC.
k k
10. @V = el - d .
Vix—a/2)2+y2+z2  J(x+a/2)?+y% + 72
by B = kql(x—a/2)i+yj+zk] kql(x+a/2)i+yj+zk]
[(x—a/2)2+y2+ 222 [(x+a/2)% +y2 + 2232
k k
1. @V = d - q .
Vr2+a2/d—ar cos® A[r2+a2/4+ar cosé
_ r
12. V=2nko(NrZ+Ro—r) ,E = 23'5/(0'(1 - —)f.
Vr2 + R?

13. (b) Arbitrando V = 0 no infinito, V = C x e 772,
(©)g=€C(TeS-15e*+9e2-1)=-0.174 fC.

(Qr—:+r%)f+ a sin6 0.

o511

14.

r3 sin ¢

> ov ~ 10V . 0V .
15. VW= —R+ —— —
5 \% 3R +R696+8zk’
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16.

-

OE,
06

2z sinf -

sinf .~ cos@ -
( R 0

R2 ©  R2

a— (rsin ¢Eyp),
or

0E,
9¢

k) exp(~z2).

a—(r sin¢g Eg).

0 0
E;(r E¢), EE(V E¢) = a¢



4. Equacoes fundamentais da
eletrostatica

George Green (1793-1841)

Nao existem retratos deste fisico e matematico inglés. Uma vez que passou a
maior parte da sua vida a trabalhar no moinho de seu pai em Notingham, e que s6
frequentou dois anos do ensino elementar, ndo € claro como aprendeu a matematica.
Com 30 anos, Green tornou-se membro da Subscription Library, Notingham,
instituicdo fundada em 1816 e que tinha como objetivo ser um ponto de reunido
de ndo-académicos para discutir os avancos da ci€ncia. Aos 35 anos publicou
a primeira e mais importante obra sobre a aplicagdo da andlise matemadtica a
teoria da eletricidade e a0 magnetismo. Esta obra, de tiragem bastante reduzida, foi
financiada pelo autor e por alguns membros da Subscription Library. Foi a primeira
pessoa a usar o termo potencial na teoria do campo e introduziu varios teoremas
de andlise vetorial que permitiram calcular o potencial eletrostitico. Com 40 anos
ingressou na Universidade de Cambridge como estudante de licenciatura. Seis
anos depois, saiu de Cambridge e voltou a Notingham para tomar conta dos
seus filhos e trabalhar no seu moinho. Posteriormente William Thomson (Lord
Kelvin), descobriu o trabalho de Green e conseguiu que fosse publicado num jornal
importante (1850 e 1854). Nessa altura, outros cientistas, entre eles Gauss, e de
forma independente, tinham chegado a alguns dos resultados obtidos por Green.
O trabalho de Green teve grande influéncia em Thomson, Stokes e Maxwell.
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Para calcular a interac¢do eletrostética entre objetos com carga, introduzimos no
Capitulo 1 o campo elétrico como mediador da forga elétrica. Os trés primeiros
capitulos tém apresentado diferentes métodos para calcular o campo elétrico de
uma distribui¢do de carga. Vimos que em alguns casos simples podemos aproveitar
a lei de Gauss para calcular o campo, mas, em geral, a lei de Gauss ndo € til, e
o unico método geral consiste em calcular o integral que define o campo, ou o
potencial, em fun¢do da carga volimica. Veremos as limita¢cdes desse método e
introduziremos as equagdes mais fundamentais da eletrostitica que permitem o
célculo do campo elétrico em situagdes praticas.

4.1. Limitacoes da lei de Coulomb

O potencial devido a uma carga distribuida dentro de um volume, com carga
volimica p(¥’), é dado pelo integral

V(i) =k Hf % av’ . 4.1)

O integral tem de ser calculado sobre todo o espaco onde exista carga e, portanto,
é preciso conhecer a carga volimica em todos os pontos 7’ onde p # 0, e ndo
s6 nos pontos 7 onde nos interessa calcular o campo. Em problemas praticos s6
temos informacdo acerca de uma determinada regido, e esperamos poder calcular o
campo pelo menos dentro dessa regido.

Figura 4.1.: Campo elétrico de uma carga pontual livre
e de uma carga pontual dentro de uma caixa metélica.

Considere-se, por exemplo, uma carga pontual g dentro de uma caixa metdlica como
mostra a Figura 4.1. Para calcular o campo elétrico A tnica carga existente dentro
da caixa € a carga ¢, mas as linhas de campo dentro da caixa ndo correspondem as
linhas de campo de uma carga pontual pois, como ja vimos, as linhas de campo
devem ser perpendiculares 2 superficie metalica. E claro que neste problema
existem outras cargas induzidas na superficie metdlica, as quais ndo podemos
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calcular facilmente; além disso podem existir outras cargas no exterior da caixa
metélica. Existe um método que permite calcular o campo elétrico no interior
da caixa, sem precisar de qualquer informacao sobre o que se passa no exterior,
nem da carga induzida, sendo apenas necessdrio conhecer algumas condi¢cdes na
fronteira.

4.2. Divergéncia

Uma funcéo associada a qualquer campo vetorial é a chamada divergéncia, defi-
nida como o fluxo por unidade de volume num ponto. Consideremos um campo
vetorial qualquer F e as suas coordenadas cartesianas:

F(?) = Fe(R)i+ Fy () j+ F.(D k . (42)

Consideremos também o paralelepipedo da Figura 4.2 de arestas Ax, Ay e Az
definido pelas condigoes:

|x = xol < Ax, [y —yol <Ay, |z —zol < Az. (4.3)

Queremos calcular o fluxo do campo F através da superficie fechada do parale-

zZ
Ay
AX e ©
2 o} o Az
e Ty
i
Xo Yo y

Figura 4.2.: Paralelepipedo com as suas 6 faces numeradas
a semelhancga de um dado.

lepipedo. Para facilitar o calculo, numeremos as seis faces de forma que a soma
dos nimeros em faces opostas seja sempre 7, como se fosse um dado (ver Fi-
gura 4.2). Por exemplo, a face nimero 1 € formada por todos os pontos (x, y,
z) com x = (xo + Ax) constante e (y,z) variando nos intervalos definidos pela
Equagio (4.3); o versor normal 2 superficie 1 é o versor 1 = i, logo, sobre a face 1
temos

F.i= Fyx(xg + Ax,y,2) , 4.4
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e o fluxo através dessa face é

zo+Az Yo+Ay
wi=[[(F-Dda= [ [ Fao+Avyodyds. @5
Sy

20 Yo

S
0000Se 0 campo F' é continuo, podemos usar o teorema do valor médio:

Yo+Ay
Fx(x0 + Ax,y,2)dy = Fx(xo + Ax,y,,2)Ay , 4.6)
Yo

onde yg < y; < yo + Ay. Usando novamente o teorema do valor médio para
calcular o integral em z, obtemos o seguinte valor para o fluxo:

\Pl = Fx(x() + Ax,yle)AyAZ 5 (47)

em que zg < 71 < zo + Az. E facil verificar que utilizando o mesmo raciocinio
obtemos para as outras cinco faces do paralelepipedo os seguintes resultados:

W2 = Fy(X2,y0 + Ay, z2)AxAz,

Y3 = F;(X3,y3,20 + Az)AxAy ,

Wy = —F;(¥4.Y4.20)AxAy (4.8)
W5 = —Fy (X5, y0,25)AxAz ,

We = —Fx(x0,6:26)AyAz .

De notar que os valores médios que aparecem nestas equacdes nao sao necessaria-
mente iguais; por exemplo y; ey, pertencem ambos ao intervalo (yo, yo +Ay), mas
ndo tém que ser iguais. Como todos os valores médios X; pertencem ao intervalo
(x0,x0 + Ax), no limite Ax — 0 todos eles se tornam iguais a xg, isto €,

lim x; = xq .

Ax—0 ! 0
De igual forma, os valores médios y; e Z; tornar-se-do iguais a yg e zo. O fluxo total,
AY, através do paralelepipedo é igual a soma dos seis fluxos ;. A divergéncia do
campo F' no ponto 7 € igual a AY por unidade de volume quando este tende para
0 (AV — 0, AV = AxAyAz). Assim, a divergéncia € igual a

5 AY F +A - F
divE = lim Y _ gy Fr(o+ Ax.yo.20) = Fi(X0.y0.20)

AV—0 AV Ax—0 Ax
F,(xg,y0 + Ay, z0) — Fy (x0,Y0,2
+ lim y(x0,¥0 + Ay, z0) — Fy (x0,0 o)+ 49)
Ay—0 Ay

. F;(x0,y0,20 + Az) — F;(x0,Y0,20)
+ lim .
Az—0 Az
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Cada um dos limites, do lado direito da equagdo anterior, corresponde a defini¢do
de derivada parcial. Portanto, num ponto qualquer 7, a divergéncia do campo F é
. =» OF, O0F, 0F,
divF = —= 4 2 4+ =%
ox 90y 0z
Esta expressdo apresenta alguma semelhanca com a defini¢do do gradiente de
um campo escalar; poderemos usar uma notagdo semelhante para o gradiente e a
divergéncia se definirmos o operador nabla:
0 0 0

Ve —it+—j+—k. 4.11
6xl+6yj+az ( )

(4.10)

S
Assim, a divergéncia de um campo vetorial F' € igual ao produto escalar entre o
operador nabla e o campo:

.0 R OF

Y, 2 4.12
ox Oy Tz | (“412)

e o gradiente de um campo escalar V € obtido aplicando o operador nabla ao campo

escalar: v v av
VV=—i i k

Loy k. 4.1
ox +6yj+6z (“413)

4.3. Teorema da divergéncia

A divergéncia definida na sec¢fo anterior € util para calcular fluxos através de
superficies fechadas. Consideremos uma superficie fechada S que delimita uma
regido R. Imaginemos agora que a regido R ¢ dividida em varios paralelepipedos
(Figura 4.3), com volumes infinitesimais AV; (existird algum erro perto da fronteira,
ja que os paralelepipedos ndo coincidem com a superficie S, mas este erro serd
nulo no limite em que os paralelepipedos sejam infinitesimais).

Figura 4.3.: Uma regido aproximada por paralelepipedos.
Quanto menor forem os paralelepipedos, melhor serd a aproximagao.

Se somarmos os fluxos do campo F através de dois paralelepipedos vizinhos,
o resultado serd igual ao fluxo através de um paralelepipedo maior que contenha os
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dois iniciais, pois os fluxos na parede comum sdo iguais e de sinais opostos. Assim,
a soma dos fluxos através de todos os paralelepipedos serd igual ao fluxo através

da fronteira S: .
Sfjﬁﬁ-ﬁdAzz AY, (4.14)
S i=1

onde AY; € o fluxo através do paralelepipedo nimero i. Como AV; — 0, podemos
usar a defini¢do da divergéncia, Equacao (4.9), e obtemos a expressao:

AY; =V - F: AV . (4.15)

Substituindo AY; na Equacgdo (4.14), a série obtida € o integral de volume da
divergéncia de F:
(JF-ada=|[[v-Fav|. (4.16)
S R

Este resultado é chamado teorema da divergéncia. O integral de volume no lado
direito pode parecer mais complicado que o integral de superficie, mas geralmente
até é mais simples, ja que é mais fécil calcular a divergéncia de um campo do que
calcular o versor normal em todos os pontos da superficie.

4.4. Rotacional

=

C

Figura 4.4.: Definicdo da direccao positiva de uma curva fechada
pela regra da mao direita.

Associado a qualquer campo vetorial F existe um outro campo vetorial importante
chamado rotacional. Antes de definir o rotacional, é preciso definir a direc¢ao
positiva de uma curva fechada que, por defini¢do, € a fronteira de uma superficie
aberta. Como vimos no Capitulo 3, em cada ponto da superficie aberta existem dois
versores normais, nos dois lados da superficie; se a superficie for orientavel um
dos lados define-se como o lado positivo e o versor normal correspondente define
a direccdo positival. Uma vez definido o lado positivo da superficie, a direc¢ao

1Um exemplo de superficie ndo-orientdvel, com um tnico lado, é o anel de Mobius, construido com
uma tira de papel a qual é dada uma tor¢do de meia volta antes de se juntar os dois extremos
formando um anel.
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positiva da sua fronteira C serd definida pela regra da méo direita: apontando com
o dedo polegar da mao direita na direc¢do do versor normal positivo, os outros
dedos apontam na direcg¢do positiva da curva C, como se mostra na Figura 4.4.

N

Fo

Figura 4.5.: Pequeno percurso fechado, C, com versor normal 7.

Consideremos um ponto arbitrdrio com vetor posi¢do 7o = xol + yoJ + 2o k, e
uma curva fechada C, que passa pelo ponto e que envolve uma pequena drea AA
(Figura 4.5). O integral de linha

gSﬁ- a7, (4.17)
C

sera diferente para diferentes direc¢des do versor 71, e diminuird com a drea AA.
Se o versor 7 tiver a mesma direc¢do do campo, o integral € nulo, ja que o campo
é perpendicular ao percurso. Vamos admitir que em qualquer ponto 7y existe um
vetor rotF, chamado rotacional do campo, que verifica a seguinte propriedade:

P N S
(rOtF) n= Aglilomc F - dr N (418)

para qualquer direcg@o 7, e qualquer curva fechada C, orientada na direc¢do do
versor 7 e que passa pelo ponto 7.

Para demonstrar a Equacao (4.18) vamos calcular as coordenadas cartesianas do
vetor rotacional. Para encontrar as componentes do rotacional de um campo conti-
nuo, vamos calcular o integral de linha do campo F a0 longo dos trés retingulos
representados na Figura 4.6, perpendiculares aos trés eixos de coordenadas. Se o
retdngulo C; for percorrido no sentido indicado na figura, o versor normal serd 1.
Podemos dividir o retingulo C; em quatro segmentos retos e paralelos aos eixos y
ez
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z z z
Ay
A AX
V4
Az Ay
f f f Cs
S 0] S C S AX
y y y
X X X
Figura 4.6.: Trés percursos retangulares com a mesma origem,
orientados nas direc¢des perpendiculares aos trés eixos
Yo+Ay Zo+Az
gSF- dr = f Fy(x0,y,20) dy + j F.(x0,y0 + Ay,z)dz+
@ Yo “ (4.19)
Yo 20
+ j Fy(x0,y,20 + Az) dy + f F(x0,y0,2) dz .
Yo+Ay Zo+Az

Se o campo é continuo, usando o teorema do valor médio, temos

P F - dF = Fy (0,51, 20)Ay + F (x0,y0 + Ay, T Az
Cy (4.20)

= Fy(x0,Y9,20 + AZ)Ay — F;(x0,¥0,22)Az .

A drea do retdngulo C; € AA = AyAz. No limite, Ay —» 0 e Az — 0, os
valores médios y; tornam-se iguais a yg, € os valores médios z; iguais a zo; logo,
dividindo por AA, obtemos a componente x do vetor rotacional:

- _OF, (ro) _OFy (o)
oz

(rotF), = Jim = gSF 4.21)

Assim, demonstramos que a componente x do vetor rotacional existe e que se
obtém a partir das derivadas parciais de F. De igual forma, podemos obter as
componentes y e z do rotacional se calcularmos os integrais de linha ao longo de
Cy e Cg, definidos na Figura 4.6, e dividirmos por AA. O resultado é

OF, OF, +(an an)AJr(aaI;y aaf;x) i (4.22)

o) &

rotﬁ = ( 02 ox

Esta expressdo tem exactamente a forma do produto vetorial entre dois vetores,
onde o primeiro vetor é o operador nabla e o segundo vetor é o campo F. Em
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conclusdo, o rotacional do campo Fé igual a VxF. Algumas propriedades da
divergéncia e do rotacional sdo apresentadas no Apéndice A.

Outro operador importante é o operador laplaciano, V2, obtido no célculo da
divergéncia do gradiente de um campo escalar:

g, = = 82 9% ¥

A obtencao do rotacional foi feita usando retdngulos, mas esta serd extendida a
qualquer curva, na préxima seccdo, conduzindo ao chamado teorema de Stokes ou
de Green.

Exemplo 4.1
Demonstre que se um campo escalar f(r) depender apenas da distancia a
origem r, o seu Laplaciano é

d

2
— ).

% _ld 2/_1
V() = 5GP = -

dr

Como f s6 depende da distancia a origem, usando o resultado obtido no Exem-
plo 3.2 temos que:

Vf=f'F,
e aplicando a propriedade distributiva da divergéncia de um produto (Apéndice A):
V2f=€-(§f)=€-(f—7)=F-€(f—)+f—§-?. (4.24)
r r r

A divergéncia de 7 calcula-se facilmente em coordenadas cartesianas:

>, 0x 0y dz
V.i= 24+ 24 2-3.
"7 ox dy " dz 3

Para calcular o gradiente de f’/r usamos, mais uma vez, o resultado do Exem-

plo 3.2:
N fl d fl . fl/ fl .
V() =)= )

— — — =,

r/ " dr\r roor?
e substituindo na Equagéo (4.24) obtemos o laplaciano de f:
2, _ g1 f/
V2f= 742 (4.25)

m
Este tltimo resultado, multiplicado por 2, corresponde a derivada de um produto:

1d
r2 dr

Vif = %(r2 fraorf) = r2f". (4.26)
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Podiamos também ter factorizado r, no denominador de (4.25), obtendo assim uma
expressdo com a forma da segunda derivada de um produto:
d2

1 1
Vi = S f" 4 2f) = -5 () 4.27)

4.5. Teorema de Stokes

Tal como a divergéncia permite calcular integrais de superficie de forma mais
simples, o rotacional facilita o cdlculo de integrais de linha em percursos fecha-
dos. Comegamos por escolher uma superficie cuja fronteira seja o percurso fechado
C; esta superficie pode ser dividida em pequenos elementos retangulares R; com
dreas infinitesimais AA; (Figura 4.7). Cada percurso retangular é percorrido no
mesmo sentido (sentido antihordrio, na Figura 4.7); somando o integral de linha
de F em dois percursos vizinhos, o resultado é o integral de linha ao longo do
retangulo maior que delimita os dois retangulos, ja que, no lado comum dos dois
retdngulos, o integral de linha é calculado duas vezes, em sentidos contrarios, sendo
o resultado nesse lado nulo. Somando os integrais de linhas de F em todos os
percursos retangulares, o resultado é uma boa aproximacao ao integral de linha em
C:

Fodi=3 gﬁﬁ-d?. (4.28)

Figura 4.7.: A superficie delimitada por uma curva fechada,
aproximada por retdngulos.

Como a drea de cada retangulo é muito pequena, usando a defini¢cio do rotacional
(Equagdo 4.18), o integral de linha em cada percurso retangular é

g{jﬁ- A7 = (V x F) - i AA; (4.29)
R;

e a série na equacgdo anterior constitui um integral de superficie:

gﬁﬁ- a7 = ﬂ(ﬁ x F)- dA|. (4.30)
C S
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A superficie S pode ser qualquer superficie delimitada por C. O resultado anterior
¢ o chamado teorema de Stokes.

4.6. Equacao de Poisson

Para calcular o rotacional do campo elétrico, comecemos por considerar o teorema
de Stokes:

gSE- d?:ﬂ(?xﬁ)- da . 4.31)
C S

O integral no percurso fechado C, pode ser calculado como a soma do integral
desde A até B, ao longo da curva C; e o integral desde B até A ao longo da curva
C, (Figura 4.8); o integral desde B até A é sempre igual e de sinal oposto ao
integral desde A até B ao longo do mesmo percurso e, portanto, obtemos

B B
gSE- a7 = jﬁ(cl)- dR(Cy) —jﬁ(cg)- AR (Cy) . (4.32)
C A A
B
C
G

Figura 4.8.: Um percurso fechado C dividido em dois
percursos abertos Cq e Cos.

Como o campo elétrico é conservativo, o integral de linha entre os pontos A e B
€ igual ao longo dos percursos C; e Ca. Assim, o integral ao longo do percurso
fechado C € zero:
PE-ar=0. (4.33)
C

Substituindo este resultado na Equagao (4.31), verificamos que o fluxo do rotacional
do campo elétrico através de qualquer superficie S, orientada em qualquer direcgio,
¢é nulo. Para que este resultado seja valido € necessario que o rotacional do campo
elétrico seja nulo:

VXE=0]|. (4.34)
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Em funcdo das componentes cartesianas do rotacional, esta equacdo é exactamente
igual ao sistema de trés condicdes que ja encontrdmos no capitulo anterior, para os
campos conservativos (Equagao 3.28).

Como vimos no Capitulo 2, a lei de Gauss relaciona o fluxo do campo elétrico
através de qualquer superficie fechada, com a carga no seu interior. Usando o
teorema da divergéncia podemos calcular o fluxo como um integral de volume da
divergéncia do campo, e podemos escrever a lei de Gauss numa outra forma, mais
conveniente para o clculo do campo elétrico em geral. Consideremos uma regido
R, limitada por uma superficie fechada S. A lei de Gauss diz que

@S (E - ) dA = dnk Agin - (4.35)
S

Usando o teorema da divergéncia e a relagdo entre a carga interna e a carga

volumica, obtemos
Hf V.EdV = 4k fﬂ pdV . (4.36)
R R

Os dois integrais de volume podem ser calculados como o produto do valor médio
da fung¢@o integrada pelo volume total AV:

V-EAV =4nkp AV . (4.37)

No limite AV — 0, o interior da superficie S aproxima-se a um ponto e os valores

médios E e 0 s@o os valores de Ee p nesse ponto; portanto, em qualquer ponto:

V-E=drkp|. (4.38)

Esta é a forma diferencial da lei de Gauss. Conhecida a carga volimica p dentro
de uma regido, obtém-se a divergéncia do campo em qualquer ponto da regido (ou
ao contrdrio). No entanto, a divergéncia de um campo vetorial ndo € suficiente para
definir o campo; € preciso conhecer também o rotacional e algumas condi¢des na
fronteira da regido.

As Equacdes (4.34) e (4.38) sdo as equagdes bdsicas da eletrostética, e permitem
calcular o campo elétrico numa regido onde se conheca a carga volimica p. Estas
equacdes vetoriais podem ser reduzidas a uma tnica equacao escalar, em func¢do
do potencial eletrostatico V introduzido no capitulo anterior:

E=-VV. (4.39)

Com esta definicao, a Equacdo (4.34) ¢ trivial, ja que o rotacional do gradiente de
qualquer campo escalar é sempre nulo (Apéndice A). A Equagdo (4.38), em fung@o
do potencial V e usando o operador Laplaciano, toma a seguinte forma:

vy = -2

€0

(4.40)
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Esta equagdo é chamada equacao de Poisson. Existem, em geral, muitas solugdes
desta equacgdo diferencial, para uma determinada carga volimica p dentro de uma
regido. Para obter uma solug@o tinica € preciso impor alguma condi¢@o na fronteira,
como por exemplo o valor do potencial ao longo da fronteira. Um caso particular é
quando a regido de interesse € todo o espaco, e a condicdo fronteira é V = 0 no
infinito; nesse caso, a solugdo é a Equacio (4.1), que é também obtida a partir da
lei de Coulomb.

A equagdo de Poisson permite-nos estudar também sistemas mais complicados nos
quais a lei de Coulomb n@o ajuda muito. No entanto, para estudar a resolugdo da
equacdo de Poisson € preciso entrar no campo das equacdes diferenciais parciais, o
qual se encontra além dos objetivos deste livro. No capitulo sobre ondas eletromag-
néticas (Capitulo 13) veremos alguns exemplos simples de resolucdo das equacdes
de campo.

Exemplo 4.2

O potencial numa regido do espago é V = 5x* — 6z, onde as distAncias sdo
medidas em metros e o potencial em volts. Calcule a carga total dentro de
uma esfera com centro na origem e raio 3 m.

A carga volimica calcula-se a partir da equacao de Poisson (Equacao 4.40):

82 2 62 4 9
P =—€p (@ + (IF + @ (5x - 6Z) = —6060x . (44])

Para calcular a carga total dentro da esfera é preciso integrar p dentro do seu volume.
O integral serd mais facil de calcular em coordenadas esféricas (Figura 4.9), em
que x € igual a r sin ¢ cos 6; logo a carga volimica em coordenadas esféricas é

p = —60egr? sin® ¢ cos? 6 .
O elemento diferencial de volume dV, em coordenadas esféricas, é
dV =r?sing¢drdode ,

e a carga total obtém-se integrando a carga volumica dentro da esfera:

T 2r 3
0 = —60e, j f fr‘* sin® ¢ cos? 6 dr df d¢p = —38887eg = —108 nC .
000
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Figura 4.9.: Coordenadas esféricas.

Problemas

1. Demonstre que para quaisquer campo escalar f e campo vetorial F:

(a) Vx (Vf) =0.

(b) V- (VxF)=0.

> 2 - —

(c) VX (Vx F)=V(V-F)-V2F.

2. Se f é um campo escalar e F um campo vetorial, demonstre que a divergéncia
e o rotacional do produto fF sdo, respetivamente:

V-(fF)=F-Vf+fV-F e Vx(fF)=VfxF+fVxF.
3. Demonstre que a divergéncia e o rotacional do produto vetorial de dois campos
vetoriais F' e G sdo, respetivamente:
V- (FxG)=G-(VXF)-F-(VxG),
VX (FxG)=F(V -G) -GV -F)+ (G- -V)F - (F-V)G.
4. As figuras representam as linhas de campo de quatro campos vetoriais. Em cada

caso diga se o rotacional do campo no ponto P é zero ou diferente de zero e
determine se a divergéncia do campo no ponto P € positiva, negativa ou nula.

(@ (b) (c (d)

N YA ——
AN I\ T
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5. Represente as linhas de campo dos campos F = 7 e G = k X 7, onde 7 é o vetor
posicdo, xi+ yJ+ z k. Demonstre que em qualquer ponto a divergéncia e o
rotacional dos campos F e G sdo:

(a) V.7=3.
(b) Vx7=0.
(c) V-(kx#) =0
d) Vx(kxF) =2k.
6. O potencial dentrodocubo 1 < x <2, 1<y <2,1<z7<2¢

bxy

V=ax’z+
)

onde a e b sdo constantes. Calcule a carga total dentro do cubo.

7. Diga quais dos seguintes campos podem ser campos eletrostaticos. Nos ca-
sos afirmativos, calcule a carga volimica que produz o campo e a energia
eletrostatica volimica (a e b sdo constantes):

(a) (3aby13—10bx3y2)i+(3abx13—5bx4y)j+9abxy12f<.
b) (18aby3—20bx3y2)i+(18abxz3—1Obx4y)j+6abxyz212.
(¢c) asin(ax+bz2)i+2bzsin(ax+bz?) k.

8. Dado o potencial

Vo(@x/a-1), x<0
Vx)=4-Vo(x/a-1)?%, 0<x<2a
Vo(B=2x/a), x>2a

onde V|, e a sdo constantes positivas, determine:
(a) O médulo do campo elétrico.

(b) A carga volimica em qualquer ponto.

(c) Represente os graficos das duas fungdes.

9. Considere o cubo definido no Problema 13 do Capitulo 3. Calcule novamente a
carga dentro do cubo usando a equagdo de Poisson.
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Respostas
4. @VXxF=0,V-F<0. (c)VXxF#0,V-F>0
BWVXF#0,V-F=0. @) VxF=0,V-F=0
960 7
6. Q=—7(361+§b)

7. (@p=€eobx(18ayz—-5x>-30xy?),
u= 62—0[9a2 PP +y?) +2502 x4 y2 (x* +4x%y2)+
+3ab®>x®>yz3 (27ayz - 10x3 — 20 x y?)].
(©)p=c¢€ol(@®>+4b?>z%)cos(ax+bz?)+2bsin(ax+bz?)],

U= 6—0[a2 +4b%*72 - (@®> +4b* %) cos(ax +2b 7%)].

4
2V0/a, x<0
8. (WE(x)=32Vy|lx—a|/a®, 0<x<2a
2W/a , x>2a.
0, x<0
(D) p(x) =42 Vpeo/a®, 0<x<2a
0, x>2a.

9. g=€6C(7Te®-15e*+9e2-1)=-0.174 fC.
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Michael Faraday (1791-1867)

Michael Faraday nasceu perto de Londres. Aos 14 anos deixou a escola e comecou
a trabalhar. Durante oito anos foi aprendiz num encadernador, beneficiando da
tolerincia de seu patrdo que lhe permitia ler os livros que encadernava. Em
1810 fez-se membro da City Philosophical Society, reunindo-se a um grupo de
jovens que discutiam temas cientificos. Em 1812, Humphry Davy ao fazer uma
apresentacdo publica ganhou a admiracdo do jovem Faraday. Este, escreveu-lhe
uma carta acabando por se tornar seu assistente um ano mais tarde. S0 muitas as
contribui¢des de Faraday para fisica e para a quimica sendo provavelmente o maior
fisico experimental de todos os tempos. Faraday introduziu os conceitos de campo
e de linhas de campo e descobriu a indugdo eletromagnética e o diamagnetismo.
Construiu o primeiro gerador de corrente. Seguindo o trabalho de Davy, estudou a
eletrdlise estabelecendo as bases da eletroquimica. Sendo um cientista tao ecléctico,
a biografia de Faraday abre este capitulo pela importancia do seu trabalho no estudo
dos condensadores e dos dielétricos.
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5.1. Capacidade elétrica

No Capitulo 3 vimos que a carga num condutor isolado distribui-se sobre a superfi-
cie; a diferenga de potencial entre o condutor e pontos muito afastados € igual em
todo o condutor, e aumenta com o aumento da carga superficial. Se a mesma carga
for introduzida em dois condutores diferentes, o que tiver uma maior superficie
terd menor carga superficial e, portanto, menor potencial. Para aumentar a carga
dos dois condutores serd necessdrio mais energia no caso do condutor que estd a
maior potencial, j4 que nesse caso a for¢a repulsiva sobre a carga a ser introduzida
¢ maior. Assim, quanto maior for um condutor mais facilmente se introduzirdo as
cargas.

No Exemplo 3.4 vimos que o potencial na superficie de uma esfera condutora de
raio a € kQ/a; assim, para uma carga acumulada Q serd mais facil aumentar a
carga quanto maior for o raio da esfera. Generalizando, a capacidade de acumular
carga, de qualquer condutor, € diretamente proporcional ao seu tamanho. Define-se
a capacidade elétrica como a relag@o entre a carga acumulada e o potencial na
superficie de um condutor e representa-se pela letra C:

C=—=|. 5.1

A unidade de capacidade, no sistema internacional de unidades, € o farad (F):

_1c

1F=—.
1V

(5.2)
Quanto maior for a capacidade de um condutor, mais facil serd acumular carga
na sua superficie. No entanto, a carga na superficie ndo pode aumentar indefini-
damente, pois quando a carga for muito elevada as forcas entre os eletrdes serdo
tao fortes que se produzird uma descarga brusca do condutor através de faiscas.
A descarga elétrica acontece a um certo valor do potencial, préprio do material
que rodeia o condutor. Num condutor a carga maxima a qual aparece o potencial
de rutura é, segundo a Equagdo (5.1), diretamente proporcional a capacidade
e, portanto, a capacidade é também uma medida da carga maxima que pode ser
acumulada num condutor.

5.2. Condensadores

Uma das invengdes mais importantes na fisica do século xvm foi a chamada gar-
rafa de Leiden, a qual consiste num condutor isolado dentro de uma garrafa de
vidro. Ao introduzir um condutor carregado dentro de uma garrafa de vidro, o seu
potencial diminui e consequentemente a sua capacidade aumenta. Uma versao



5.2 Condensadores 93

melhorada da garrafa de Leiden foi obtida cobrindo o interior e o exterior da gar-
rafa com duas 1aminas metdlicas separadas pelas paredes da garrafa, com a lamina
interna em contacto com o condutor central. Desta forma consegue reduzir-se
bastante o potencial do condutor e aumentar a sua capacidade. Em geral chama-se

Figura 5.1.: Condensadores de placas paralelas, cilindrico e esférico.

condensador a qualquer dispositivo com duas armaduras metélicas que podem
manter-se a potenciais diferentes. Os trés tipos mais comuns de condensadores sdo
o condensador de placas planas paralelas, o condensador cilindrico e o condensador
esférico (Figura 5.1). Quando as duas armaduras se encontram a diferentes poten-
ciais V; e Vs, existem linhas de campo elétrico a sair da 1amina a maior potencial e
a entrar na outra lamina. Isto significa que as duas laminas tém cargas de sinais
opostos; se a carga total for zero, as cargas das duas laminas terdo o mesmo valor
absoluto:

Q= 10:11=102|. (5.3)

A carga armazenada no condensador € Q. A capacidade de um condensador
define-se de forma andloga a capacidade de um condutor:

Q
C=—, 5.4
AV (54
onde AV = |V} — V,| é a diferenca de potencial entre as placas e Q é a carga

armazenada no condensador.

Para calcular a capacidade de um condensador, admite-se que existe uma carga Q
armazenada e calcula-se a diferenca de potencial correspondente, usando algum
dos métodos introduzidos no Capitulo 3. Veremos a seguir os trés tipos mais
comuns de condensadores.

5.2.1. Condensador de placas planas paralelas

Um condensador de placas planas paralelas € formado por duas placas metélicas
com uma forma qualquer, paralelas e de area A (Figura 5.2). Na regido central
do condensador, as linhas de campo sdo aproximadamente paralelas e o campo
produzido por cada placa pode ser aproximado pelo campo de um plano infinito
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Figura 5.2.: Campo elétrico num condensador plano.

com carga, E = 2nko. Os campos das duas placas tém o mesmo sentido, de
maneira que o campo total no centro do condensador é dado por

E =4rnko . (5.5)

Para calcular a diferenca de potencial AV, usamos um percurso perpendicular as
placas, seguindo o sentido do campo: do ponto com maior potencial A, até ao
ponto com menor potencial B:

B
AV = Vp - Vg = jEds = 4rkoL, (5.6)
A

onde L ¢ a distancia entre as placas. A capacidade é

_e__9
AV AgkoL’

(5.7)

se admitirmos que a carga superficial € uniforme, temos que o = Q/A e a capaci-
dade do condensador de placas planas paralelas é

C=—|. (5.8)

Exemplo 5.1

Um condensador varidvel € constituido por
duas placas planas paralelas com forma de se-
tor circular de angulo 80° e raio 5 cm, que
podem rodar a volta de um eixo comum, como
mostra a figura. Se a distancia entre as placas
€ 0.5 cm, calcule a capacidade maxima e a ca-
pacidade quando uma das placas roda 30° a
partir da posicdo onde a capacidade é maxima.
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A capacidade médxima obtém-se quando as duas placas estdo uma em frente da
outra, de forma que a carga se distribui ao longo de toda a superficie das placas. O
angulo de 80° € igual a 471/9 radianos, assim, a drea dos setores de circulo é

5 4m/9

A= fjdA ffrdi”dé’-50_7r(:rr12

A capacidade é dada pela expressdo obtida para o condensador de placas planas
paralelas:

A
Cmix = kL
0.0057/9 m?

Cax =

~ 3.1 pF.
47(9x 10° N - m? - C-2)(0.005 m) P
Quando uma das placas roda 30°, a drea na qual a carga se distribui, corresponde
apenas a drea da parte das placas que se encontra em frente uma da outra, ou
seja, um setor circular de angulo 50°. Portanto a drea € 5/8 da drea das placas
e a capacidade, sendo diretamente proporcional a drea, serd 5/8 da capacidade
maxima: 5
C= ngéx =19pF.

5.2.2. Condensador esférico

Este tipo de condensador é formado por duas esferas condutoras concéntricas, com raios
ae b (a < b). O campo elétrico entre as duas esferas € radial (Figura 5.3) e cal-
cula-se facilmente usando a lei de Gauss:

E= kg 7L (5.9)
r

Figura 5.3.: Campo elétrico de um condensador esférico.

Ao longo de um percurso radial de » = a até r = b, o campo € paralelo a dse a
diferenca de potencial entre as esferas Ae B é

b 11
AV = Va - Vg = fEdr - kQ(Z - l—)); (5.10)
a
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o que demonstra que AV € diretamente proporcional a Q e que a capacidade é dada
pela seguinte equacao:

ab

CCre-a|

(5.11)

Exemplo 5.2

Um condensador esférico tem uma esfera externa de raio 2 cm. Para calcular o
raio da esfera interna, ligaram-se as duas esferas a uma diferenga de potencial
de 3 V e observou- -se que a carga armazenada era 12 pC. Calcule o raio da
esfera interna.

A capacidade do condensador € igual a

Q0 12x1072C
C=—=———"—=4pF.
AV 3V P
Por outro lado, a partir da Equagdo (5.11), temos que:

0.02a
4x1072= —————
9% 10°2(0.02 - a)

onde a é medido em centimetros. Resolvendo esta equacao para a, obtemos

a=129cm.

5.2.3. Condensador cilindrico

Figura 5.4.: Campo elétrico num condensador cilindrico; vista de lateral e frontal.

Um condensador cilindrico é formado por duas armaduras cilindricas coaxiais de
raios a e b (Figura 5.4). O campo elétrico entre as armaduras ndo é exactamente
na direcdo radial. No entanto, se 0 comprimento dos cilindros (L) for maior que a
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distancia entre as armaduras, poderemos admitir que as linhas de campo na regido
central do condensador s@o paralelas e radiais, de maneira que um cilindro de raio
r (a <r < b)ecomprimento ! < L é uma superficie gaussiana. A carga dentro do
cilindro gaussiano é

l
Gint = QZ , (5.12)
e, usando a lei de Gauss, obtemos o campo elétrico:
2k
g- k@ (5.13)
Lr

A diferenca de potencial obtém-se integrando o campo elétrico ao longo da dire-
c¢do radial, para facilitar o célculo:

b
AV = fEdr = ? In(b/a), (5.14)

o qual conduz a capacidade

L

5.3. Energia eletrostatica

Para obter um sistema de n cargas pontuais g1, ¢ . .. g, Nas posi¢oes 71, ra ... Fy,
podemos comegar por colocar a carga g; em 7;. A seguir, para trazer a segunda
carga até & posig¢io 7, precisamos de realizar um trabalho

k
Wiy = —1192 (5.16)

ri2

onde 715 € a posicdo da particula 2 relativamente & particula 1 (Fio = Fo — F1). Para
trazer a terceira carga até a terceira posi¢do, é agora preciso efetuar um trabalho

kqiq3 + kqaqs3
r13 r23

Wis + Wo3 = (5.17)

Ao trabalho total necessdrio para trazer as n cargas até as suas posicdes respetivas
chama- -se energia eletrostatica do sistema, e ¢ igual a
n n n n
U=y Y MLy
21 joiv i 24 =
Jj#i

(5.18)

O factor 1/2 € incluido para que ndo se contabilize duas vezes o mesmo par, por
exemplo, o par de particulas 3 e 5 aparecem duas vezes, quando (i, j) forem iguais
a(3,5)e(s,3).
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No caso de uma distribuiciio continua de carga, dentro de uma regido R, a equacdo
anterior pode ser usada no limite quando a distribui¢io de carga é dividida em
muitos elementos pequenos. As cargas pontuais g; € ¢; serdo substituidas por
cargas pdv e pdv’ nas vizinhangas de 7 e 7/, respetivamente (usaremos v para o
volume, para distingui-lo do potencial). Substituindo cada soma na Equacdo (5.18)
por um integral triplo obtemos

(") p(”) ,
2 jjfjfj p|r _p»,l vdv’. (5.19)

Apesar de ser uma expressdo complicada, pelo elevado nimero de integrais, vemos
que os trés integrais do volume v’ correspondem exactamente a Equacgéo (4.1),
para o potencial na posicéo 7 e, portanto:

1
U= fi o(H)V () dv . (5.20)

Esta € a energia eletrostética total dentro da regido R. O integrando corresponde,
entdo, 4 energia volimica eletrostatica no ponto 7, representada pela letra u:

1
u= ipV . (5.21)

De notar que a condic@o j # i na Equacgdo (5.18) servia para excluir a energia
de auto-interagdo das cargas que, no caso de cargas pontuais, € infinita. Na
Equacido (5.20) ja ndo € excluida a interag@o da distribuicdo de carga consigo
propria.

O campo elétrico foi introduzido no Capitulo 1 como uma forma de explicar a
interacdo entre cargas e, até agora, o campo tem sido interpretado como uma forgca
por unidade de carga. No entanto, no Capitulo 13 veremos que pode existir campo
elétrico mesmo quando ndo existem cargas e o campo tem existéncia propria,
independentemente das forgas. Por essa razdo, convém escrever também a energia
eletrosttica de uma distribui¢do de carga em fun¢do do campo elétrico, para obter
uma expressao que serd vilida mesmo na auséncia de cargas.

Usando a Equacio de Poisson (Equacio 4.40), a carga volimica p pode ser substi-
tuida na Equagdo (5.20) e obtemos

U= —%0 L{JVVQVdv. (5.22)

O produto de um campo escalar e o seu Laplaciano verifica a seguinte identidade:
VV2V =V (VVV)-VV-VV, (5.23)
que conduz ao resultado:

- % ﬂ [VV -9V -V (VIV)]dv. (5.24)
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Em fungdo do campo elétrico, e aplicando o teorema da divergéncia ao dltimo
termo: e €
_€ 5 € 2 2
U= ZIJ EdV+2§f§§VE dA, (5.25)

onde S € a fronteira da regido R. O primeiro integral serd sempre positivo ou zero
e o segundo integral corresponde ao fluxo do campo VE através da superficie
fechada S.

Quando nio existe carga total dentro da superficie S, o nimero de linhas de campo
que entra e sai da superficie é igual, mas as linhas de campo entram por regides
onde o potencial é mais elevado. Obtém-se assim um resultado negativo para o
fluxode VE, e a energia eletrostdtica U no interior da superficie é nula. A energia
eletrostdtica em todo o espago € sempre positiva, ja que o potencial no infinito é
zero, logo o segundo integral € nulo.

A Equagdo (5.25) permite-nos escrever a energia volimica eletrostatica em funcdo
do campo elétrico:

U= 62—0[E2 +V-(VE)|. (5.26)

Se o potencial ou a componente normal do campo sio nulos na fronteira de uma
regido, a energia eletrostitica pode ser calculada integrando o termo €y E2/2 dentro
da regido R.

5.4. Energia armazenada num condensador

Para carregar um condensador é preciso realizar um trabalho. A medida que se in-
troduz a carga nas placas, a carga jd armazenada no condensador opde-se a intro-
ducdo de mais carga. O trabalho para carregar o condensador € igual a energia
eletrostatica armazenada no condensador. Quando o condensador esté carregado,
existe um campo elétrico entre as armaduras e, portanto, uma energia eletrostitica
proporcional ao quadrado do campo, como vimos na sec¢io anterior.

A energia armazenada pode ser calculada por qualquer um dos dois métodos pro-
postos na sec¢do anterior. O primeiro método consiste em calcular a energia
volimica, em funcdo da carga volimica, por meio da Equacdo (5.21). No caso do
condensador, como a carga estd distribuida sobre a superficie das armaduras, p
deve ser substituida pela carga superficial:

1
Ug = EO'V . (5.27)

A energia total obtém-se integrando sobre a superficie das duas armaduras, que € a
Unica regido onde o~ ndo é nula:

U= %ffc’VdA+%ffo-VdA. (5.28)
S1 Sa
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O potencial € constante em cada uma das superficies, de maneira que integrando
resulta:

1 1
U= §QV1 - §QV2 . (5.29)

Obtemos assim a energia armazenada no condensador:

U= %QAV . (5.30)

A equacdo anterior também se pode escrever em fungdo da capacidade do conden-
sador (C = Q/AV):
10?2 1 9
=—-—=—==-C(AV)~. 5.31
5C =3 (AV) (5.31)

Exemplo 5.3
Calcule a energia armazenada num condensador plano de placas paralelas a
partir da energia volimica em fun¢do do campo elétrico.

As linhas de campo elétrico entre as placas sdo quase paralelas na regido central,
mas curvam-se, chegando a sair do condensador, nos extremos das placas. Para
facilitar o calculo desprezaremos a curvatura do campo nos extremos, admitindo
que s6 existe campo no paralelepipedo delimitado pelas duas placas; a componente
normal do campo elétrico na fronteira dessa regido € nula e, consequentemente, a
energia pode ser calculada integrando €y E2/2 dentro da regido. O campo elétrico
entre as placas € constante:

o
E=—
€0

e a energia eletrostitica armazenada no condensador é

U:e—;g E%dv = G;:)L,

onde A ¢é a drea das placas e L a distancia entre elas. A carga voliimica (que
assumimos constante) ¢ Q/A, de maneira que

N B P
U_Q(EUA)Q '

A expressao dentro do paréntese € o inverso da capacidade do condensador e a
energia armazenada é, portanto, U = Q?/(2C), corroborando a Equagio(5.31).
|

No exemplo anterior admitiu-se que o campo elétrico era constante e s6 existia
entre as placas do condensador. O resultado obtido para a energia é aproximado;
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contudo, o resultado € idéntico a energia calculada através da capacidade, ja que no
célculo da capacidade admitimos uma carga superficial uniforme, que é consistente
com a aproximacdo de campo elétrico constante. Um célculo mais preciso da
capacidade do condensador deverd incluir o efeito das bordas, onde o campo ndo é
constante (ver Problema 8).

Exemplo 5.4
Calcule a capacidade do condensador esférico, a partir do cdlculo da energia
armazenada.

As Equacdes 5.31 podem ser usadas também para definir a capacidade de um
condensador: a energia armazenada num condensador é diretamente proporcional
ao quadrado da carga armazenada e a constante de proporcionalidade € igual a
1/(2C). Calculemos pois a energia armazenada no condensador, a qual deve ser
proporcional a Q2.

No condensador esférico, o médulo do campo elétrico entre as esferas € igual a

kQ
E=— (a<r<b).
72
Como no exterior da esfera maior e no interior da esfera menor o campo elétrico é
nulo, a energia eletrostatica dentro do condensador é

2 2
-Gl et [ feh)ana 1L

A constante que multiplica Q2 é 1/(2C). Portanto a capacidade do condensador

esférico é
ab

C=ro-a

5.5. Dielétricos

Qualquer substincia que ndo seja condutora é chamada dielétrico . Nos dielétricos
ndo existem eletrdes livres de condugao; todos os eletrdes estdo ligados aos dtomos
ou as moléculas do dielétrico. Existem dois tipos de moléculas: apolares, nas quais
a nuvem de eletrdes e os nicleos positivos t€m o seu centro de massa no mesmo
ponto, e moléculas polares, em que os centros de massa das cargas positivas e
negativas ndo coincidem, o que faz com que a molécula seja um pequeno dipolo
elétrico.

Nos dielétricos formados por moléculas polares, quando nao existe nenhum campo
elétrico externo, os pequenos dipolos encontram-se orientados aleatoriamente, pelo
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que ndo se observa qualquer efeito de separagdo de cargas a nivel macroscépico.
Quando se introduz um campo elétrico, os dipolos moleculares orientam-se no
sentido oposto ao campo e o corpo todo comporta-se como um grande dipolo
elétrico. No caso de materiais constituidos por moléculas apolares, o campo
externo polariza as moléculas no sentido oposto, produzindo também o mesmo
efeito de um dipolo macroscépico, mas de menor intensidade do que no caso de
moléculas polares.

Se o campo elétrico for muito forte, poderd acontecer que a separagdo entre
eletrdes e niicleos seja muito grande, podendo mesmo libertarem-se alguns eletrdes,
deixando as respetivas moléculas ionizadas. Este fenémeno constitui uma rutura do
dielétrico, que faz com que aparecam cargas livres transformando-se o dielétrico
num condutor; no entanto, as cargas livres desaparecem rapidamente devido a agio
do campo.

Um exemplo tipico de rutura de um dielétrico € um raio. As tempestades dao-se
quando existem campos intensos entre as nuvens e 0s objetos na superficie da Terra.
O ar é um dielétrico que ndo permite a passagem de cargas entre as nuvens € 0S
objetos; quando o campo fica muito intenso, da-se uma rutura de algumas moléculas
do ar e uma descarga elétrica brusca com transferéncia de cargas elétricas. Se o
dielétrico fosse um sdlido, a rutura deixaria fissuras na matéria.

Cada dielétrico é caraterizado por um valor mdximo do campo elétrico que pode
suportar sem rutura, a que se da o nome de rigidez dielétrica (Tabela 5.1).

Tabela 5.1.: Constante dielétrica e rigidez dielétrica de vérias substancias.

Substancia Constante  Rigidez dielétrica
dielétrica, K En4/ kV -mm™!

Agua (20° C) 80 —

Ar 1,000 59 3

Baquelite 4,9 24

Oleo de transformador 2,24 12

Papel 3,7 16

Acrilico 3,4 40

Vidro pirex 5,6 14

Porcelana 7 5,7

Poliestireno 2,55 24

Parafina 2,1-2,5 10

Fonte: Tipler, P.A. Physics, Worth Publishers, New York, 1976, pag. 778.

Outra constante carateristica dos dielétricos € a constante dielétrica. Ao introduzir-
se um dielétrico entre as armaduras de um condensador (Figura 5.5), a sua capaci-
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dade aumenta num factor K, préprio de cada dielétrico e independentemente da
forma ou tamanho do condensador (fendmeno descoberto por Cavendish no século
xvi e estudado por Michael Faraday no século xix). Se a capacidade do conden-
sador na auséncia de dielétrico for Cy, apds a introducdo daquele a capacidade

aumentara até
c-xa) ey

sendo K > 1 a constante dielétrica.

—
K
—
Co C= KCO

Figura 5.5.: Um dielétrico aumenta a capacidade de um condensador num factor
K.

Em virtude do condensador estar isolado, a carga nas armaduras permanece cons-
tante durante a introdu¢do de um dielétrico. Como a capacidade aumenta, a
diferenca de potencial deve, entdo, diminuir:

Q _ O Vo

AV = = = =—. 5.33
C KC K (5.33)
Na constru¢do de um condensador € aconselhdvel usar um dielétrico entre as

armaduras. O dielétrico cumpre trés fungdes:

1. Aumenta a capacidade do condensador;

2. Actua como isolante entre as armaduras, evitando que elas entrem em con-
tacto, e servindo a0 mesmo tempo como suporte;

3. Aumenta o valor médximo do potencial que o condensador pode suportar sem
se queimar (devido ao aumento da rigidez dielétrica).

5.6. Campo elétrico dentro da matéria

J4 vimos que dentro dos condutores em equilibrio eletrostatico o campo elétrico
€ nulo. No vacuo, o campo elétrico é determinado pelas duas equacdes basicas
da eletrostética que estuddmos no capitulo anterior. Dentro de um dielétrico, o
campo elétrico ndo € igual ao que existiria sem dielétrico ja que, como vimos, a
diferenca de potencial entre as armaduras de um condensador diminui ao introduzir
um dielétrico.
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Vamos obter as equagdes bdsicas da eletrostitica dentro de um dielétrico. Conside-
remos o caso simples do condensador de placas planas e paralelas. A capacidade
sem dielétrico é dada pela Equacdo (5.8); ao introduzir um dielétrico de constante
K, a capacidade serd

Ké'oA
c=—=. 5.34
y (5.34)
A diferencga de potencial entre as placas é
Q od
AV ===——, 5.35
C Ké() ( )

onde d ¢é a distancia entre placas e o a carga superficial. Se admitirmos que o
campo E € uniforme, obtemos

AV o

E ==
d KEO

(5.36)

No caso do vacuo ja vimos que, como consequéncia da lei de Gauss, o campo na
superficie dos condutores € o/ €¢; logo nos dielétricos esta lei deverd ser modificada
COMO Veremos a seguir.

Figura 5.6.: Polarizacdo das moléculas de um dielétrico a volta de cargas livres.

Um campo elétrico externo polariza as cargas dentro dos dtomos ou moléculas
de um dielétrico (ver Figura 5.6). A polarizagcdo dos dtomos é sempre na mesma
dire¢do e sentido do campo elétrico externo; o resultado € um campo interno
induzido E; oposto ao campo externo Eo. O campo elétrico total dentro do dielétrico

c
E=Ey+E. (5.37)

O campo induzido € proporcional ao campo externo e, portanto, também proporci-
onal ao campo total:
Ei=-X.E, (5.38)
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onde X, é uma constante positiva chamada susceptibilidade elétrica . Subs-
tituindo E; na Equagdo (5.37), obtemos a relacdo entre o campo, com e sem
dielétrico: 1

E= Ey, 53
1+ X, ° -39

e comparando com a relacdo obtida experimentalmente num condensador, vemos
que a constante dielétrica € igual a

K=1+X,. (5.40)

O campo Ey € produzido por todas as cargas livres (cargas que ndo sio devidas a
polarizag@o), e as cargas induzidas sdo responsaveis pelo campo E;. O campo E é
0 campo que existiria se nao houvesse dielétrico.

Na auséncia do dielétrico o campo elétrico verifica a lei de Gauss, na forma
introduzida no Capitulo 2:
V.E, =P, (5.41)
€0
onde pg € a carga volimica livre e € a permitividade elétrica no vicuo. Resolvendo
a Equacgdo (5.39) em ordem a EO e substituindo na Equag@o (5.41) obtemos

V. [(1+xo)E] =22 (5.42)

€0

Este dltimo resultado pode ser escrito na forma simples

V-D=ppl, (5.43)

onde D é o chamado deslocamento elétrico, e define-se como

Beei] "

A permitividade elétrica e do material é definida na seguinte forma:
€e=(1+Xe)eo =Keg . (5.45)

A permitividade €, assim, uma constante positiva maior que a permitividade do
vacuo. Um condutor perfeito teria uma susceptibilidade e uma permitividade
infinitas. No caso de campos varidveis, a permitividade depende da frequéncia de
oscilagdo do campo elétrico. A polarizagdo dos dtomos ou moléculas ndo acontece
em forma instantinea e, portanto, a oscilagdo das cargas induzidas apresenta um
atraso em relacdo a oscilagdo do campo.

De qualquer forma, a lei de Gauss, na forma que jd conheciamos, continua valida
para o campo dentro do meio dielétrico em fungdo da carga volimica total (livre
mais induzida):
vV E=L . (5.46)
€0
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Esta dltima equacdo designa-se forma microscopica da lei de Gauss; esta forma
ndo € muito util pois as cargas induzidas dependem do campo no dielétrico, e para
calcular o campo no dielétrico seria preciso conhecer as cargas induzidas. Assim,
a forma macroscopica (Equagio 5.43) é mais apropriada, pois permite calcular
o deslocamento eléctrico (conhecidas algumas condi¢des fronteira) a partir da
carga volimica livre; o campo elétrico calcula-se em fun¢do do deslocamento e,

finalmente, a carga volimica induzida.

Perguntas

1. A capacidade elétrica de um condu-
tor isolado:

A. Diminui se o condutor tiver um
dielétrico a sua volta.

B. Nao depende do seu tamanho.
Mede-se em unidades de J/C.

D. E igual ao trabalho necessirio
para deslocar uma carga desde o
infinito até o condutor.

O

E. E independente da carga acumu-
lada no condutor.

2. Qual € a capacidade de um conden-
sador que quando se liga a uma dife-
ren¢a de potencial de 9.0 V armaze-
nar carga equivalente a 1019 eletrdes
na armadura negativa?

A. 14nF  C. 178pF E. 5.6 pF
B. 178nF D. 14 pF

3. Qual € a capacidade de um conden-
sador de placas paralelas circulares,
com 5 cm de raio, separadas de 1 cm?

A. 6.9 pF D. 0.22 nF
B. 22.0 pF E. 0.69 nF
C. 22pF

. Aumentando a carga de um conden-

sador de placas paralelas de 3 u C
para 9 pn C e aumentando a separacdo
entre as placas de 1 mm para 3 mm, a
energia armazenada no condensador
varia de um fator

A9 D. 27
B. 3 E. 1/3
C. 8

. Num sistema de dois condensadores

ligados em paralelo, qual das seguin-
tes afirmagdes é verdadeira?

A. A capacidade equivalente é me-
nor que as capacidades dos dois
condensadores.

B. A carga armazenada nos dois con-
densadores € a mesma.

C. A carga armazenada serd maior
no condensador com maior capa-
cidade.

D. A diferenga de potencial serda
maior no condensador com maior
capacidade.

E. A diferenca de potencial serd
maior no condensador com me-
nor capacidade.
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Problemas

1. Que quantidade de carga deve ser removida de um condensador de 850 pF para
o seu potencial diminuir 5 V?

2. Um condensador de placas planas e paralelas distanciadas 1 cm e de 12 cm? de
area, estd totalmente preenchido por dois dielétricos, cada um com espessura
igual a 0,5 cm e a mesma 4rea das placas. Calcule a capacidade do condensador
sabendo que as constantes dos dielétricos sdo 4,9 e 5,6.

3. Um condensador de placas planas paralelas tem duas placas de drea A separadas
uma distancia x.

(a) Se acarga armazenada é Q, calcule a energia armazenada em func¢do de x.

(b) Calcule o aumento da energia eletrostatica (dU) devido a um aumento
infinitesimal da distancia entre as placas ( dx).

(c) Calcule a forca entre as placas e diga se € atractiva ou repulsiva. (Suges-
tao: o trabalho realizado pela for¢a entre as placas € igual a diminui¢do da
energia eletrostética.)

(d) Mostre que o mddulo da forga calculada na alinea ¢ € igual a Q E/2, onde
E € o campo entre as placas. A forca sobre uma carga Q dentro de um
campo E é QF; porque aparece o factor 1/2 no resultado anterior?

4. Calcule a energia armazenada num condensador cilindrico a partir da energia
volimica, em func¢do do campo elétrico. Mostre que o resultado verifica a
Equacgdo (5.31).

5. (a) Qual € a carga superficial maxima (o ax) que pode existir na superficie de
um condutor isolado, rodeado por ar, sem se produzir uma descarga elétrica?
(b) Qual é o raio minimo (i, ) de uma esfera metdlica para que possa estar ao
potencial de 106 V sem se descarregar? (c) Calcule o potencial méximo que
pode alcancar uma esfera metalica de raio 1 cm.

6. Considere um condensador de placas planas e paralelas, de drea 0,3 m? e distan-
ciadas 0.5 cm. Entre as placas encontra-se uma chapa de acrilico com a mesma
area e espessura igual a 0.5 cm. O condensador é carregado até a diferenca
de potencial ser igual a 12 V e, de seguida, é desligado da fonte usada para o
carregar. Qual € o trabalho necessdrio para retirar a chapa de acrilico de entre
as placas do condensador?

7. No condensador do problema anterior, calcule o potencial de rutura com dielé-
trico e depois de este ser removido.

8. A capacidade de um condensador plano € normalmente calculada desprezando-
se os efeitos das bordas, isto é, supondo o campo interno uniforme e o campo
externo nulo. Quando se consideram os efeitos das bordas, o valor exacto da
capacidade € superior ou inferior a este valor aproximado?
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9.

Quando o nicleo de urdnio (9oU) captura um neutrdo, fissiona-se em dois
outros nucleos, emitindo varios neutrdes que, por sua vez, podem provocar
a fissdo de outros niicleos. Admitindo que os produtos de fissdo sdao nicleos
com cargas iguais a +46e e que, depois da fissdo, os dois nicleos estdo em
repouso e separados por uma distincia igual ao dobro dos respetivos raios
2R ~ 1.3 x 1074 m, calcule:

(a) A energia libertada na fissdo, admitindo que esta € igual a energia potencial
eletrostatica dos fragmentos da fissao.

(b) Quantas fissdes por segundo sdo necessarias para gerar uma poténcia de
1 MW num reactor de uranio?

(c) Por quantos dias funcionaria o reactor da alinea b se tivesse uma mole de
ntcleos de uranio?

Respostas

Perguntas: 1. E. 2. C.3. A. 4. D. 5. C.

Problemas

1.

2.

4.25nC.
5.55 pF.

(a) 0%x/2€0A. (¢) 0?/2¢€0 A, atractiva.
(b) Q2 dx/2e0A.

(kQ%/L) In(b/a).

(a) 2.6 nC/cm?. (c) 30 kV.
(b) 1/3 m.

3.12x 1077 J
Sem dieléctrico, 15 kV; com dieléctrico 200 kV.
Maior.

(a) 3.76 x 10711 J. (c) 261 dias.
(b) 2.66 x 106,



6. Corrente elétrica

Georg Simon Ohm (1789-1854)

Fisico e matemético alemdo, nasceu em Erlangen, na Baviera. Foi professor de
matematica em Coldénia e em Nuremberga. Entre 1825 e 1827, Ohm desenvolveu
a primeira teoria matematica da condug@o elétrica nos circuitos, baseando-se no
estudo da condugdo do calor de Fourier e fabricando os fios metélicos de diferentes
comprimentos e didmetros usados nos seus estudos da condugao elétrica. Este seu
trabalho nao recebeu o merecido reconhecimento na sua época, tendo a famosa lei
de Ohm permanecido desconhecida até 1841 quando recebeu a medalha Copley
da Royal Society britanica. Até essa data os empregos que teve em Colénia e
Nuremberga ndo eram permanentes ndo lhe permitindo manter um nivel de vida
médio. S6 depois de 1852, dois anos antes de morrer, conseguiu uma posi¢ao
estdvel como professor de fisica na Universidade de Munique.
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No ano de 1800 o italiano Alessandro Volta construiu a primeira pilha quimica, a
qual desencadeou uma intensa investigacdo dos fendmenos elétricos e magnéticos.
Pela primeira vez na histdria da ciéncia era possivel produzir um fluxo continuo de
cargas elétricas.

Nos capitulos anteriores estuddmos condutores isolados, em equilibrio eletrostatico,
e, portanto, a potencial constante. Qualquer carga introduzida num condutor isolado
distribui-se rapidamente na sua superficie, regressando o condutor ao seu estado
de equilibrio. Uma pilha mantém um condutor em estado de desequilibrio. A
pilha introduz uma diferencga de potencial nos extremos do condutor; o extremo
que estiver ligado ao elétrodo positivo da pilha, terd um potencial V5 maior do
que o potencial Vg do extremo ligado ao elétrodo negativo. Os eletrdes livres do
condutor deslocar-se-3o na direcao do extremo A com maior potencial, como se
mostra na Figura 6.1.

Para conseguir manter a diferenca de potencial entre os pontos A e B, a pilha deve
extrair os eletrdes livres no ponto A (elétrodo positivo), e injetar eletrdes no ponto
B (elétrodo negativo). Desta forma ndo se acumulam cargas negativas e positivas
em A e em B, respetivamente, e o condutor ndo recupera o estado de equilibrio;
mantém-se um fluxo continuo de carga negativa entrando no condutor pelo extremo
B e saindo por A.

Dispositivo

e A

Figura 6.1.: Pilha ligada a um dispositivo.

O fluxo de carga constitui a corrente elétrica ; a intensidade da corrente através
de uma superficie € igual a carga transferida através da superficie, por unidade de
tempo:

I = lim AQ . 6.1)
At—0 At

A corrente ndo devera ser interpretada como a “derivada” da carga em funcdo do
tempo, o que pode conduzir a confusdes; na equagdo anterior AQ estd distribuida
sobre uma superficie e ndo € simplesmente o aumento de uma fungdo Q devido ao
aumento da varidvel z. O que por vezes acontece é que para uma superficie fixa
¢ possivel encontrar uma relagdo direta entre a carga que atravessa a superficie
a partir de um instante fixo e o intervalo de tempo a partir do instante inicial;
nesse caso, se t representa o intervalo de tempo, Q nao pode ser qualquer funcao,
mas serd necessariamente crescente a partir de zero, e a sua derivada serd igual a
corrente instantdnea. A carga total que atravessa a superficie entre #; e t2 € sempre
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dada pelo integral

[}
0= fldt . (6.2)
51

A unidade de corrente elétrica usada no Sistema Internacional de unidades é o
ampere, representado pela letra A (1 A = 1 C/s). Por exemplo, se a corrente
num condutor fosse 3 A, a carga dos eletrdes que saem do elétrodo negativo e
entram no elétrodo positivo da bateria, durante 5 segundos, seria —15 coulombs.
De igual forma podemos considerar que nos 5 segundos a bateria perdeu +15 C no
elétrodo positivo e recebeu +15 C no elétrodo negativo, ja que, ao perder eletrdes, o
elétrodo negativo fica carregado positivamente. Por convengdo definimos o sentido
da corrente I como o sentido da transferéncia de carga positiva. A corrente num
condutor é sempre dirigida do ponto com maior potencial para o ponto com menor
potencial.

Exemplo 6.1

Numa lampada fluorescente de 3 cm de didmetro, considere que existe um
fluxo de 2 x 10'8 eletrdes por segundo, e um fluxo de 0,5 x 10'® ides (de
carga +e) por segundo. Calcule a corrente.

Figura 6.2.: Movimento de cargas dentro de uma lampada fluorescente.

O gés ionizado dentro da lampada € um condutor com portadores de carga positiva e
negativa (Figura 6.2). Quando existe uma diferenca de potencial entre os terminais
da lampada, os eletrdes deslocam-se para o terminal com maior potencial, enquanto
os i0es se deslocam em sentido contrario. As duas correntes, eletrénica e idnica,
tém assim o mesmo sentido (o deslocamento de ides e eletrdoes deixa um excesso
de carga positiva no ponto B). A corrente total é a soma das correntes eletrénica
(1) e idnica (I;):
I=I+1I.

Calcula-se cada uma das correntes multiplicando o fluxo dos portadores de carga
pela sua carga; neste caso, o valor absoluto da carga dos ides e eletrdes € igual a
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carga elementar:

I, =2x10%.1.6x107"Y A =0.32 A,
L=05%x10"%-1.6x107'2 A =0.08A,
I=032A+0.08A=04A.

O fluxo de eletrdes € maior do que o fluxo de ides uma vez que no condutor que liga
a lampada a fonte existe um fluxo de eletrdes correspondente a corrente total 0,4 A,
ou seja 2.5 X 10'® e~ /s. Em cada segundo entram na lampada 2.5 x 10'8 eletrdes
no ponto B: 2 x 10'® percorrem a 1dmpada e os restantes 0.5 x 10'® recombinam-se
com os 0.5 x 10'® ides que se deslocam desde o ponto A até o ponto B. Em cada
segundo, 0 mesmo nimero (0.5 x 10'®) de d4tomos neutros sdo ionizados no ponto
A. Os 0,5 x 108 eletrdes libertados na ionizagdo de atomos neutros, mais os
2 x 10'® eletrdes que entram na lAmpada em B, saem pelo ponto A. Se o sistema
estiver em equilibrio, existird também um fluxo de 0,5 X 1018 4tomos neutros por
segundo, desde o ponto B até o ponto A; o fluxo total de massa é 2.5x 10'® eletrdes
por segundo, desde o ponto B até o ponto A (2 x 10*® eletrdes de condugio mais
0.5 x 10'8 transportados pelos 4tomos neutros).

6.1. Densidade de corrente

Além dos condutores, existem muitos outros sistemas onde pode existir corrente
eléctrica. Sempre que existam particulas carregadas em movimento existirdo fluxo
de carga e corrente elétrica. Consideremos uma substincia que tem n particulas
portadoras de carga por unidade de volume, todas elas com a mesma carga g
velocidade V. As particulas que passam num intervalo de tempo At, através de uma
superficie S, formam um sélido de base S e altura d = vAf cos 8, onde 6 € o angulo
formado pelo vetor velocidade (V) e a normal (72) & superficie (Figura 6.3).

0

nl/v

i

Figura 6.3.: Velocidade média ¥ das cargas de conduc@o num condutor.

No topo do sélido encontram-se as particulas que passaram no instante inicial
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t9, € na base estdo as particulas que acabam de chegar a S no instante 7y + Ar.
O numero total de portadores de carga dentro do sélido € dado pelo produto do
nimero volimico de particulas () pelo volume do sélido:

N = nAvAtcos@, (6.3)
e a sua carga total é dada por AQ que passa através de S no intervalo At:
AQ = gnAvAt cos6 . 6.4)
Em fung@o do versor 71, normal a superficie, a corrente através de S é
I=pAF-n), (6.5)

onde p = ng € a carga volimica devida as particulas portadoras de carga.

Podemos generalizar o resultado anterior ao caso em que a velocidade e o nimero
volimico de portadores de carga nio sejam constantes, mas variem com a posicao.
Neste caso, para calcular a corrente /, dividimos a superficie em pequenos elemen-
tos (Figura 6.4). Em cada elemento tanto ¥ como 7 variam mas, como a drea é
pequena, obteremos uma boa aproximac¢do se usarmos os seus valores médios e
a Equacio (6.5); deste modo, a corrente d/ através de cada um dos elementos de
superficie de drea dA, é

dl = p7v-dA. (6.6)

Figura 6.4.: Superficie com densidade de corrente e vetor normal varidveis.

Integrando d/ sobre toda a superficie S obtém-se a corrente total:

1=J]pv-dﬁ. 6.7)
S

Define-se a densidade de corrente J como o vetor p¥, no sentido do fluxo da
carga positiva:

T = p¥|. (6.8)

A densidade de corrente € no sentido da velocidade dos portadores de carga, se
a carga destes for positiva, ou no sentido oposto a velocidade se a carga dos
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portadores € negativa. A corrente é o fluxo de carga através de uma superficie e é
igual ao integral de superficie do campo J:

lzﬂf- dA|. (6.9)
S

Num condutor podem existir vérios tipos diferentes de portadores de carga (como
no Exemplo 6.1). Nesses casos existe uma densidade de corrente J associada a
cada “espécie” de portadores, e a densidade de corrente total é a soma de todas
elas. Um caso particular é quando a densidade de corrente € constante e normal a
superficie, ou seja, I = JA.

Se a superficie S na Equagdo (6.9) for uma superficie fechada, o integral de
superficie de T seréd igual a carga total que sai da superficie, por unidade de tempo.
Devido a conservagdo da carga, a carga que sai através da superficie fechada S,
serd igual a diminuic@o da carga interna dentro do volume delimitado por S:

Agins -
- — = J-dA. 6.10
- g;jﬁ (6.10)

A carga interna € igual ao integral da carga voltimica na regido R delimitada por S,
e o termo do lado direito da equagdo anterior pode ser calculado como um integral
de volume, por meio do teorema da divergéncia:

_w%dvzgﬁ.fdv; 6.11)

logo, para que este resultado seja valido em qualquer volume, € necessdrio que as
funcdes dentro dos integrais sejam iguais:

V.- J=-—L]|. (6.12)

Esta equacio é consequéncia direta da conservagao da carga, e € chamada equaciao
de continuidade. Quando a divergéncia da densidade de corrente for zero, a
corrente é estacionaria; nesse caso ndo existe acumulagdo de carga em nenhum
ponto.

Exemplo 6.2

Um fio de cobre de raio 0.0815 cm transporta uma corrente de 1 A. Calcule
a densidade de corrente e a velocidade média dos eletrdes de conducdo. (A
massa atomica do cobre € 63.5, € a sua massa volumica 8.92 g/cm3, e por
cada 4tomo de cobre existe aproximadamente um eletrdo de conducao.)
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Num fio de raio constante, com corrente constante, a densidade de corrente pode
variar ao longo da seccdo transversal e, por isso, podemos apenas calcular a
densidade de corrente média. Admitindo que J € constante e paralela ao eixo do

fio, obtemos
1 1 1A A
]:—:—:—%48—
A ar?2  7(0.0815 cm)? cm?
Por cada 4tomo de cobre existe um eletrdo de condug@o, logo, por cada mole de
dtomos de cobre existem 6,022 x 1023 eletrdes de condu¢do. O nimero de eletrdes

de condugao por grama de cobre é
6.022 x 10%
63.5 g

Multiplicando pela massa volimica do cobre, obtemos o niimero volimico de
eletrdes de condugdo:

~9.48x10%! gt .

n=948x10% g7 .8.92 -8 ~846x 10?2 cm™ |
cm?

A carga volumica do gés de eletrdes de conducéo é

kC
p=ne=135 — .
cm

Finalmente, podemos calcular a velocidade média dos eletrdes de conducio:

J 48 A/em? _3 cm cm
=—=——— " " 236x107° — =12.96 — .
p 13.5kC/cm? % s h

Tal como mostra o exemplo anterior, os eletrdes de conducdo num fio com corrente
elétrica tétm uma velocidade média de poucos centimetros por hora. No entanto, a
nossa experiéncia quotidiana diz-nos que correntes elétricas dentro de fios metdlicos
se propagam de maneira instantdnea. Devemos lembrar que estamos a tratar
com um gés de eletrdes com carga volimica bastante elevada (13.5 kC/cm?® no
Exemplo 6.2) e no instante em que aceleramos o gds num extremo do condutor,
comegam a sair imediatamente cargas negativas no extremo oposto, qualquer que
seja 0 comprimento do fio. E uma situagdo andloga 2 abertura de uma torneira
ligada a uma mangueira; se esta ja estd cheia de 4gua, no momento em que se abre
a torneira comega logo a sair d4gua no extremo oposto da mangueira, mesmo no
caso da velocidade da dgua ser muito pequena.

6.2. Resisténcia e lei de Ohm

Sempre que existe transporte de carga positiva de um ponto A até outro ponto B
(que consideramos equivalente ao transporte de carga negativa de B para A), existe
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uma corrente associada / dirigida de A para B. Se o transporte de cargas é devido a
acdo de um campo elétrico E, existe uma diferenca de potencial AV = Vo —Vg > 0
entre os dois pontos!. Define-se a resisténcia R entre os pontos A e B como

AV

R=—""
1

(6.13)

A unidade de resisténcia no Sistema Internacional, é oohm (1Q =1V/1 A). O
valor da resisténcia R ndo € necessariamente constante. A curva que representa a
corrente / obtida num material, como resultado da aplicacdo de uma diferenca de
potencial AV, € chamada carateristica tensdo-corrente do material. A resisténcia
representa o valor do declive da carateristica em cada ponto. A Figura 6.5 mostra
as curvas carateristicas de trés materiais. Quando a carateristica tensao-corrente
€ uma reta, isto €, quando a resisténcia é independente da corrente, diz-se que os
materiais sdo ohmicos (como por exemplo qualquer metal) e verificam a lei de
Ohm.

(@) AV (b) AV (© AV

Figura 6.5.: Carateristicas tensido-corrente de uma barra metlica (a),
de uma ldmpada incandescente (b) e de um diodo (c).

A lei de Ohm € uma consequéncia da proporcionalidade entre a densidade de
corrente € o campo elétrico e € dada pela expressao:

(6.14)

onde a constante de proporcionalidade o~ € uma constante propria de cada condu-
tor ohmico, e recebe o nome de condutividade .

Nos materiais ohmicos, quando se introduz um campo elétrico, a velocidade média
dos portadores de carga € constante e diretamente proporcional ao valor do campo;
se os portadores de carga fossem livres, seriam acelerados pelo campo. Deve pois
existir um mecanismo oposto a aceleracdo do gas de eletrdes. Este mecanismo

10 campo eletrostético ndo é a tinica causa da corrente. A corrente pode ser o resultado de reagdes
quimicas ou de processos mecanicos.
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nao pode ser explicado, satisfatoriamente, pela fisica classica; o movimento dos
eletrdes dentro do condutor é um fendmeno quantico no qual é patente a natureza
ondulatéria dos eletrdes. O gés de eletrdes ndo é um gas ideal. Aceitaremos a lei
de Ohm simplesmente como uma lei empirica, sem tentar explicar as suas causas.

Em seguida demonstraremos que a proporcionalidade entre a densidade de corrente
e o campo elétrico implica uma resisténcia constante (com respeito a I e AV).
Consideremos um fio de material ohmico e seja A a drea da sec¢do transversal, e L
o comprimento do fio. Se existir uma diferenca de potencial AV entre os extremos
do fio, existird também um campo elétrico E. A densidade de corrente é dada pela
lei de Ohm (Equacdo 6.14) e a corrente no fio serd o produto de J pela drea A:

I=0EA. (6.15)

Se a corrente for constante, a densidade de corrente e o campo elétrico também

serao constantes e, portanto,
AV
E=—. (6.16)
L

Eliminando o campo E nas duas tltimas equagdes e calculando R = AV/I obtemos

R=— =51, 6.17)

onde a resistividade o é definida como o inverso da condutividade. No caso
de condutores com uma forma mais complexa, o cdlculo da resisténcia é mais
complicado, mas o resultado € sempre o produto entre o e uma constante que
depende da forma geométrica?. Assim, a lei de Ohm costuma ser escrita na
forma da Equacdo (6.13), com R constante, ou na forma mais fundamental da
Equacao (6.14).

O transporte de eletrdes através de um metal é um fendmeno quéntico (em con-
sequéncia da elevada densidade da nuvem eletrénica) que ndo pode ser explicado
corretamente por meio de modelos cldssicos. Assim, limitar-nos-emos a relacionar
a condutividade com a mobilidade dos eletrées dentro do metal. Na lei de Ohm,
Equacio (6.14), podemos substituir a defini¢do da densidade de corrente, J = pv,
para obter

= — = — 1
C=E=TF (6.18)

O coeficiente v/E é uma medida da resposta dos portadores de carga ao campo
elétrico, e denomina-se mobilidade elétrica, 1. Temos pois que a condutivi-
dade € diretamente proporcional ao nimero volimico de portadores de carga e a
mobilidade do condutor:

1
O=—=pUe |- (6.19)
©

2 A resistividade o ndo deveri ser confundida com a carga voltimica p.
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Nos materiais ohmicos tanto o nimero volimico de portadores de carga como
a mobilidade sdo constantes. Num metal, o nimero de eletrdes de condugao
ndo ¢ alterado significativamente pela acdo do campo elétrico. Os eletrdes de
condugdo deslocam-se rapidamente em todas as dire¢des; no entanto, em condicdes
de equilibrio a velocidade média do gas de eletrdes € nula. Na presenca de um
campo elétrico, os eletrdes sdo acelerados na dire¢do do campo, mas as colisdes
com a rede i6nica produzem uma distribuicao de velocidades em todas as dire¢des,
com um valor médio diferente de zero; esse valor médio v define a mobilidade

He =V/E.

6.3. Resisténcia e temperatura

A discussao da se¢do anterior € apenas vdlida quando a temperatura € constante.
Quando a temperatura aumenta num metal, embora o nimero de eletrdes de
condugdo permaneca quase constante, o seu nimero volimico diminui, devido
a dilatacdo do metal. Esta variacdo é pequena comparada com a varia¢do da
mobilidade; a temperaturas mais elevadas, as vibracdes da rede idnica sdo mais
bruscas o que dificulta o movimento do gds de eletrdes, diminuindo a mobilidade p.
A diminui¢do da mobilidade conduz a um aumento da resistividade. A dependéncia
da resistividade com a temperatura nos metais ¢ linear, excepto a temperaturas
muito baixas, perto do zero absoluto (Figura 6.6).

€Y (b)
P p

aT

5 saturacdo

T T

Figura 6.6.: Dependéncia da resistividade com a temperatura, num metal (a) e
num semicondutor (b).

O aumento linear da resistividade pode expressar-se por meio da equacio

0= 0(20°C)[1 +a(20°C)(T - 20)] |, (6.20)

onde 0(20°C) é o valor da resistividade a temperatura ambiente de 20°C, a(20°C)
€ uma constante chamada coeficiente de temperatura e 7' a temperatura medida
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em °C. Na Tabela 6.1 encontram-se os valores da resistividade e o coeficiente de
temperatura de alguns metais. De notar que, embora «(20°C) dependa da escolha
arbitrdria de uma temperatura padrao, neste caso 20°C, o produto 0(20°C)a(20°C)
é constante e igual ao declive da reta resistividade-temperatura.

Tabela 6.1.: Resistividade e coeficiente de temperatura de metais a 20°C.

Metal 0(20°C)/nQ - m @(20°C)/°Ct
Aluminio 28 0,0039
Cobre 17 0,0039
Chumbo 220 0,0043
Ferro 100 0,0050
Mercurio 960 0,0009
Niquel-cromo 1000 0,0004
Prata 16 0,0038
Tungsténio 55 0,0045

Fonte: Tipler, P. A. Physics, Worth Publishers, New York, 1976,
pag. 793.

Nos materiais semicondutores, por exemplo o silicio e o germanio, os portadores
de carga sdo positivos e negativos, e o seu nimero volimico aumenta rapidamente
com a temperatura, o que faz com que a resistividade diminua. Para uma deter-
minada temperatura o semicondutor atinge um nivel de saturacdo a partir do qual
o nimero volimico de portadores de carga ndo aumenta mais, e a resistividade
comeca a aumentar (Figura 6.6).

Exemplo 6.3

Considere o fio do Exemplo 6.2, com uma corrente de 1 A. Calcule o campo
elétrico dentro do fio e a diferenca de potencial nos extremos, se 0 compri-
mento do fio for 40 cm, e a temperatura 30°C.

A resistividade no fio calcula-se usando os valores para o cobre (Tabela 6.1)
0(30°C) = 1.7x1078(1+0.0039-10) Q- m ~ 1.766 x 108 Q - m ;

a resisténcia do fio é

0(30°C)L _ 1.766 x 1078 - 0.4

REO°C) = ———= 7(0.000815)2

Q=339 mQ.
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A diferenca de potencial obtém-se a partir da lei de Ohm:
AV =R =3.39mV .

Como a densidade de corrente € constante, o campo elétrico também deve ser
constante e, portanto, pode ser calculado como

E:—:
As 0.4

AV _ 339 mV _ ¢ ys V|
m m

6.4. Supercondutividade

2 4 6 TIK

Figura 6.7.: Resistividade do merctrio em fungdo da temperatura.

Em 1911, o fisico holandés H. Kamerlingh Onnes descobriu que em alguns metais
a resistividade diminufa bruscamente, tornando-se quase nula, a temperaturas muito
baixas perto do zero absoluto. Por exemplo, no mercurio a resisténcia decresce
4 ordens de grandeza quando a temperatura € igual a 4,2 K; esta temperatura é
chamada temperatura critica, 7, (Figura 6.7). A este fendmeno chama-se super-
condutividade, e os materiais que apresentam este comportamento sdo conhecidos
como supercondutores.

Nao hd muito tempo, as aplica¢des praticas da supercondutividade eram bastante
limitadas, devido as temperaturas criticas serem dificeis de obter por serem muito
baixas. Na década de 80 varios novos materiais foram descobertos, nos quais a
temperatura critica € muito mais elevada, sendo possivel obter-se por meio de azoto
liquido. A temperatura critica mais alta pertence a um cristal composto por Hg, Ba,
Ca, Cu e O, obtido em 1993, com uma temperatura critica da ordem dos 135 K.

A supercondutividade € um fenémeno quantico, devido ao acoplamento dos eletrdes
a baixas temperaturas, formando os chamados pares de Cooper, que podem
atravessar o supercondutor sem nenhuma oposi¢do da rede idnica. Os eletrdes t€m
spin de 1/2, podendo agruparem-se em pares com spin 0. A supercondutividade nos
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novos materiais de temperatura critica elevada parece ser devida a um mecanismo
diferente da formacao dos pares de Cooper.

Num fio condutor fechado ndo pode existir corrente ja que se o potencial diminuir
ao longo do fio, terd que voltar a aumentar antes de se chegar a0 mesmo ponto
inicial, e uma corrente implicaria uma queda continua de potencial ao longo do fio.
No entanto, num fio supercondutor fechado pode existir corrente ja que quando a
resisténcia € nula, a corrente pode ser diferente de zero mesmo quando nio existe
diferenca de potencial (Figura 6.8). Um fio supercondutor fechado pode manter
uma corrente por muito tempo, sem a interveng¢do de nenhuma bateria, enquanto a
temperatura for menor que a temperatura critica.

P ——

condutor supercondutor

Figura 6.8.: Um anel condutor néo pode ter corrente, mas um anel supercondutor
sim.

6.5. Energia dissipada hum condutor

Em qualquer condutor onde existe uma corrente /, a corrente estd sempre dirigida
no sentido de maior para menor potencial. Por exemplo, no condutor da Figura 6.9,
o sentido do movimento dos eletrdes implica que o potencial Vi € maior que o
potencial V4. Num intervalo de tempo Af entra no extremo A uma carga

AQ = IAt, (6.21)

com energia eletrostatica Uy = VAAQ, e sai a mesma quantidade de carga, mas
com uma energia Ug = VAQ (Figura 6.9). Como Vg > Vj e AQ ¢é negativa,
concluimos que Up < Uy e, portanto,

AU = Ug - Uy = AVAQ < 0. (6.22)

O mesmo resultado obtém-se no caso de portadores de carga positiva. Os portadores
de carga num condutor com corrente perdem continuamente energia eletrostatica.
A poténcia dissipada no condutor define-se como a energia dissipada por unidade

de tempo e € igual a
P=AVI|. (6.23)
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Figura 6.9.: Cargas livres num condutor com corrente.

O movimento de portadores de carga € uniforme e ndo acelerado. Existe no
sistema um mecanismo que absorve a energia cinética que os portadores de carga
receberiam caso fossem realmente livres de acelerar dentro do campo elétrico. No
caso dos materiais ohmicos, o mecanismo de dissipacdo de energia sdo as colisdes
com a rede i6nica, que transformam a energia elétrica em calor. Este fendmeno de
aquecimento dos condutores com a corrente é chamado efeito Joule. Na ldmpada
fluorescente do Exemplo 6.1, 0 mecanismo sdo também as colisdes, mas desta
vez com atomos; a maior parte da energia dissipada é transformada em luz como
resultado das colisdes.

6.6. Fontes de forca eletromotriz

Uma fonte de tens@o deve fornecer carga positiva pelo terminal a maior potencial, e
receber carga positiva no terminal a menor potencial. Dentro da fonte devem existir
forgas diferentes da forga elétrica, pois a carga positiva desloca-se no sentido de
menor para maior potencial, e em sentido oposto ao campo elétrico. Nas pilhas
quimicas o movimento de cargas ¢ o resultado de reagcdes quimicas, e em outro
tipo de fontes o deslocamento das cargas ¢ devido a forcas mecanicas.

Um exemplo de uma pilha quimica € a bateria de um automével (representada
esquematicamente na Figura 6.10). O eletr6lito dentro da bateria € uma solucio
de 4cido sulfirico (H2SOy4) e dgua (H20O). Na solugdo, as moléculas do 4cido
separam-se em ides positivos H* e em ides negativos SOZ‘. O elétrodo negativo é
composto por chumbo (Pb) e o elétrodo positivo por diéxido de chumbo (PbO-).

Os ides SO?[ atacam o elétrodo negativo, combinando-se com o chumbo para
formar sulfato de chumbo (PbSQOy,):
SOy + Pb — PbSOy4 +2¢™ . (6.24)

Na reacgdo libertam-se dois eletrdes que fazem diminuir o potencial do elétrodo
negativo. Quando algum dispositivo € ligado a bateria, os eletrdes que entram no
elétrodo positivo combinam-se com o diéxido de chumbo e o 4cido sulfirico do
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positivo H negativo
ot
O_

— S0,

2e|
2e| O—H N
Pb
N ’
Pb SO,

Figura 6.10.: Reagdes quimicas dentro de uma bateria de carro.

eletrdlito, para produzir dgua e sulfato de chumbo:

SO3™ + PbOy + 4H* + 2¢” — PbSO, + 2H,0 . (6.25)

Por cada dois eletrdes que circulam no circuito, duas moléculas de dcido sulftrico
do eletrélito da bateria reagem com o metal dos elétrodos, produzindo duas molécu-
las de 4gua e duas moléculas de sulfato de chumbo. A bateria vai descarregando-se
a medida que a concentragdo de dcido no eletrélito diminui.

As reacdes numa bateria de carro sdo reversiveis, sendo possivel recarrega-la com
uma corrente em sentido inverso: eletrdes a entrar no elétrodo negativo e a sair do
elétrodo positivo. Nesta situacdo, as reacdes nos elétrodos positivo e negativo sao
respetivamente:

PbSO4 + 2H,0 — SO?™ + PbOy + 4H* + 2¢™, (6.26)
PbSO, +2e~ — SO2™ + Pb. (6.27)

Ao recarregar a bateria, o sulfato acumulado nos elétrodos desaparece, e a concen-
tracdo de 4cido no eletrdlito aumenta.

A energia fornecida pela fonte, por unidade de carga elétrica transportada através
da fonte, tem unidades de diferenca de potencial e € chamada forca eletromotriz,
ou simplesmente f.e.m., representada pela letra £ e medida em volts.

A carateristica tensdo-corrente de uma fonte €, normalmente, uma reta com declive
negativo (Figura 6.11); o declive tem unidades de resisténcia, e constitui a resis-
téncia interna da fonte. A energia fornecida pela fonte € igual ao produto da f.e.m.
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pela carga total AQ transportada durante o intervalo Atz. A poténcia fornecida é
igual a energia fornecida por unidade de tempo:

: (6.28)

AV

lo |

Figura 6.11.: Carateristica tensdo-corrente de uma fonte de tensao.

A poténcia fornecida ao circuito, VI, € menor que a poténcia total fornecida pela
fonte devido a poténcia dissipada dentro da prépria fonte:

Piiss = (=W =(c—e+rDI=rI?. (6.29)

Problemas

1. Uma aluna preocupada com a elevada conta de eletricidade fez uma estimativa
do consumo elétrico associado a cada um dos dispositivos que usa em casa. A
tabela seguinte mostra os tempos médios de uso didrio e a poténcia média de
cada um dos dispositivos.

(a) Admitindo que o custo de 1 kW-h em Portugal é €0.213, complete a tabela
(1 més =30 dias) e determine o custo total do consumo elétrico mensal.

(b) Qual é o consumo mensal de energia em joules?

(c) Se a aluna dispensar a telenovela didria (1/2 hora, de segunda a sexta), quanto
dinheiro poupara por més?

Dispositivo Poténcia ¢ médio Energia Custo

média diario por més mensal
/W /horas /kW-h €

4 lampadas 60 (cada) 3 (cada)

televisdo 80 4

aquecedor 2000 5

fogdo 1200 1

cilindro 4gua quente 1500 3
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2.

Um fio condutor de 1 m de comprimento tem uma resisténcia de 0,3 Q. O
fio € esticado até o seu comprimento ser 2 m. Qual € a nova resisténcia?

A temperatura num dado momento é 12°C. Quanto deve aumentar a temperatura
para que a resisténcia de um fio de cobre aumente 10 %?

Um disco de 18 cm de raio roda a 33 rotagdes por minuto num gira-discos. A
superficie do disco tem uma carga superficial constante igual a 0.82 nC/cm?.
Calcule a corrente elétrica associada a rotacéo do disco.

A resisténcia de uma lampada incandescente de 60 W e 230 V, a temperatura
ambiente de 20°C, é R = 65 Q. No entanto, as especificacdes do fabricante
(60 W ¢ 230 V) conduzem a um valor muito mais elevado da resisténcia. Justifi-
que, calculando a temperatura do filamento de tungsténio quando a lampada se
encontra acesa.

Uma bateria de automdvel tem uma carga de 50 Ah. Calcule a massa total
de acido sulftirico que reage no eletrdlito, e a massa de sulfato de chumbo
acumulado nos elétrodos, apds a bateria descarregar, ficando com 70 % da carga
maxima.

Uma bateria de automével tem escrito o valor 250 Ah, que corresponde a carga
disponivel quando a bateria estd carregada a 100%.

(a) Depois de algum uso, a bateria descarrega-se até 60%. A que carga corres-
ponde este valor no sistema internacional de unidades?

(D) Para recarregar a bateria, esta foi ligada a um carregador de 12 V. Inicial-
mente a corrente que passou do carregador para a bateria foi 7 A, e ao fim de 6
horas diminuiu até 3 A. Admitindo que a corrente diminuiu linearmente, com
que percentagem da sua carga maxima fica a bateria ao fim das 6 horas?

Um fio condutor de cobre de 1,29 mm de didmetro e isolamento de borracha
pode suportar, com seguranga, uma corrente maxima de 6 A.

(a) Qual € a diferencga de potencial que pode ser aplicada a 40 m deste fio?

(b) Calcule a densidade de corrente e o campo elétrico no fio atravessado por
uma corrente de 6 A.

(c) Calcule a poténcia dissipada no fio quando conduz uma corrente de 6 A.

Um metal tem uma carga voliimica negativa (p.) devida aos eletrdes livres, e
uma carga volimica positiva (p;) devida a carga total dos nucleos e dos eletrdes
ligados a eles. Em qualquer instante, a carga volimica no metal € p = p. + p;.
(a) Dentro do metal, p, verifica a equacdo de continuidade e p verifica a lei de
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10.

Gauss. Demonstre que

dp o

dr - €0 p
(b) Encontre a solucdo geral da equagdo anterior e explique o seu significado.
(c) Mostre que a constante €p/o tem unidades de tempo.
(d) Faga uma estimativa da ordem de grandeza da constante de tempo €g/0 de
metais como o cobre e o aluminio.

Um fio de niquel-cromo de 1,8 mm de didmetro vai ser usado para construir
uma caldeira de dgua que produza 8 g de vapor de dgua por segundo. A
fonte de alimentacdo a ser usada fornece tensdo continua de 220 V. Calcule o
comprimento que deve ter o fio. (O calor de evaporacdo da dgua é de 2257,2 J/g.)

Respostas

1.

Rl

A B A U S

(a) €106.97 (sem ter em conta a taxa fixa de poténcia contratada).
(b)1.8x10°J.  (c¢) €0.19.

1,2 Q.
24.8°C.

2812°C.

54,9 g de 4cido sulftrico e 169,7 g de sulfato de chumbo.

(@) 5.4x10°C.  (b) 72 %.

(@)3,12V. (b)J=4.59MA/mM?% E=78x10"2V/m. (c)18,7W.
p = poe Tt ey)o ~ 10719 s,

6,6 m.
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Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)

Nasceu na actual cidade de Kaliningrad na Russia. A pesar de maior parte da sua
vida ter andado de muletas ou cadeira de rodas foi um cientista muito produtivo.
Comecou por ser aluno de Gauss tendo trabalhado nas Universidades de Berlim,
sem auferir ordenado, e de Breslau. Em 1854 foi contratado pela Universidade
de Heidelberga onde colaborou com Bunsen no desenvolvimento da técnica de
espetroscopia, técnica esta que permite analisar a composi¢do quimica de uma subs-
tancia a partir da luz que esta emite. Aplicou esta técnica no estudo da composigdo
quimica do Sol explicando a origem do seu espetro de absor¢do. No mesmo ano,
publicou as chamadas leis de Kirchhoff como resultado do desenvolvimento do
trabalho de Ohm sobre a teoria de circuitos. Teve um papel importante no estudo
da radiag@o do corpo negro, uma das bases da futura teoria quantica. Entre outras
das suas famosas obras destacam-se os 4 volumes sobre fisica- -matemadtica e o
Tratado de Mecanica (1876) que em conjunto com os trabalhos de Mach e Hertz,
marcaram uma nova era na interpretacao da mecanica.
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Neste capitulo estudam-se os circuitos elétricos com resisté€ncias, condensadores
e fontes de f.e.m. constantes. No Capitulo 11 esse estudo estende-se ao caso de
fontes de corrente alternada e circuitos com auto-indu¢do magnética. Na Tabela 7.1
apresenta-se a forma esquematica de representar alguns elementos de um circuito.

Tabela 7.1.: Diagramas usados para alguns elementos de circuitos.

Dispositivo Diagrama
condensador ——
resisténcia —WW—
fonte ideal —+| —
interruptor o o—

resisténcia varidvel %
condensador varidvel —/HL

A maior parte dos elementos num circuito moderno sdo microscopicos e estdo
integrados dentro de blocos; no entanto, existem alguns elementos ndo integra-
dos que podem ser identificados facilmente. As resisténcias usadas nos circuitos
sdo pequenos cilindros cerdmicos (aproximadamente com 0,5 cm a 1,0 cm de
comprimento) com trés riscas de cores e uma possivel quarta risca dourada ou
prateada. As trés primeiras riscas representam trés algarismos que indicam o valor
da resisténcia em ohms (Tabela 7.2). Os trés algarismos correspondentes as trés
riscas devem ser lidos por ordem comecando na risca que se encontra mais proxima
de um dos extremos da resisténcia. Os primeiros dois algarismos representam um
ndmero de 1 a 99; por exemplo, se as duas primeiras riscas fossem vermelho e roxo,
representariam o nimero 27. A terceira risca é a poténcia de dez pela qual se deve
multiplicar o ndmero anterior. No mesmo exemplo, se a terceira risca fosse azul, o
valor da resisténcia seria 27 x 10 Q. Se ndo existir uma quarta risca, o valor da
tolerancia serd de 20%, isto é, o valor dado da resisténcia tem uma margem de erro
de 20%. Uma quarta risca prateada ou dourada representa uma tolerancia de 10%
ou 5%, respetivamente.

Os condensadores sio de formas e tamanhos muito variados. Podem ser pequenos
cilindros semelhantes as resisténcias, cilindros maiores com blindagem metilica,
pequenos discos cerdmicos, etc. Identificam-se facilmente porque costumam trazer
escrito o valor da capacidade e da diferenga de potencial madxima que suportam
sem rutura do dielétrico. O tipo mais comum de condensador consiste em duas
laminas metdlicas intercaladas com duas laminas de papel (dielétrico) enroladas
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Tabela 7.2.: Cédigo de cores.

Cor Algarismo

o

preto
castanho
vermelho
laranja
amarelo
verde
azul
roxo
cinzento
branco

NelNoBEN Be SR R S

formando um cilindro; desta forma a superficie das armaduras pode ser muito
maior do que a superficie do cilindro.

7.1. Circuitos equivalentes

Dois circuitos, C; e Ca, com dois terminais A e B, sdo considerados equivalentes
se, para qualquer valor da diferenga de potencial AV = V, — Vg, a corrente que entra
num terminal e sai no outro terminal € a mesma nos dois circuitos (Figura 7.1). Para
representar diferencas de potencial entre dois pontos usaremos a mesma convengao
de indices usada no Capitulo 1 para os vetores de posicio:

Vea = VA — Vg, (7.1)

isto €, Vga € o aumento do potencial quando passamos do ponto B para o ponto A
(positivo se V4 > Vp), ou a diminuicdo do potencial ao passar de A para B.

|2—>

R
B'l—l B'—I
C]_ CZ
A A
D — D —

Figura 7.1.: Circuitos equivalentes entre dois pontos A e B.
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Dois circuitos podem ser equivalentes entre dois pontos A e B, mas ndo serem
equivalentes entre outro par de pontos. Um primeiro exemplo simples de circuitos
equivalentes é um conjunto de elementos ligados em série: cada terminal de um
dos elementos estd ligado ao terminal de um outro elemento, formando uma cadeia
entre dois pontos A e B, como se mostra na Figura 7.2. Um circuito equivalente
€ qualquer permuta na ordem dos elementos. A corrente que circula por cada
elemento € necessariamente a mesma, independentemente da ordem em que se
encontrarem os elementos; a diferenca de potencial Vaop também € independente
da ordem dos elementos.

Ry & R> C C R, Ry £
—AM—] —WW— —WM—AWW—] -
A = A B

Figura 7.2.: Circuitos em série equivalentes.

Um segundo exemplo s@o os circuitos equivalentes a uma fonte de f.e.m. Ja vimos
no fim do capitulo anterior que a carateristica tensdo-corrente de uma fonte € uma
reta com declive negativo:

Vap=¢e—-rl. (7.2)

O mesmo resultado € obtido com qualquer dos circuitos da Figura 7.3, onde
Iy = ¢/r. No equivalente de Thévenin (Figura 7.3a) a diferenga de potencial
entre os pontos A e B € igual a diferenca entre £ e a queda de potencial na
resisténcia interna, r/. No equivalente de Norton (Figura 7.3b) a corrente que
passa pela resisténcia interna serd unicamente I — Iy e, portanto, a diferenca de
potencial entre A e B € a mesma e igual a

Vap=-r(d -1y =e—-rl. (7.3)

r &
i

Figura 7.3.: Equivalentes de Thévenin (esquerda) e de Norton (direita).

Os equivalentes de Thévenin e de Norton representam diferentes mecanismos de
produgdo de forga eletromotriz. O equivalente de Thévenin corresponde a uma
fonte de tensido; quando o circuito entre A e B esta aberto, ndo circula corrente
dentro da fonte; este tipo de comportamento € carateristico das pilhas quimicas. O
equivalente de Norton representa uma fonte de corrente; quando o circuito externo
estd aberto, circula uma certa corrente dentro da fonte; este tipo de comportamento
€ mais parecido com o que acontece num gerador de van der Graff, no qual a
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corrente é produzida pelo movimento mecénico de cargas sobre uma fita que roda
entrando dentro de uma esfera condutora que retira o excesso de carga na fita.
No entanto, seja qual for a fonte, do ponto de vista do circuito externo, pode ser
substituida pelo equivalente de Thévenin ou de Norton, e o resultado serd 0 mesmo
nos dois casos.

Qualquer combinagdo de resisténcias e fontes lineares (carateristica tensao-corrente
linear) entre dois pontos A e B, conduz a uma relagao linear entre Vap e I, que
pode ser representada por um equivalente de Thévenin ou de Norton.

7.2. Associacao de resisténcias e condensadores

Quando duas resisténcias, Ry e Ro, estdo ligadas em série (Figura 7.4), a corrente
que passa pelas duas resisténcias € a mesma /1 = I = I. A diferenca de potencial
Vap entre os terminais do circuito em série € igual a soma das diferengas de
potencial nas duas resisténcias, e usando a lei de Ohm obtemos

Vea =Voa + Ve = IR + IR, . (74)
Esta seria a mesma relacdo entre Vap e I que se obteria se tivéssemos uma resis-

téncia Ry + Rs entre A e B. O resultado pode ser generalizado facilmente para n
resisténcias, e a resisténcia equivalente a um sistema de » resisténcias em série €

RS=ZR,- . (7.5)
i=1
Rl R2 Cl C2
AAAA AAAA |1 |1
| — Q-Q +Q-Q

Figura 7.4.: Resisténcias e condensadores em série.

No caso de n condensadores em série (Figura 7.4), a carga armazenada em cada um
¢ a mesma carga Q, enquanto que a diferenga de potencial em cada condensador é
Q/C;. A diferenca de potencial total é

0 0 0 _ N1
VBA_C_+_+...+C_n_Q;Ci’ (7.6)

Um circuito equivalente mais simples consiste em apenas um condensador com
capacidade Cy definida pela equagéo

1 _z”: 1 a7
G =G
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Num sistema de resisténcias em paralelo (Figura 7.5), todas as resisténcias estdo
ligadas entre os mesmos pontos A e B, de maneira que a diferenca de potencial em
todas as resisténcias é Vap; a corrente I que entra no circuito € repartida entre as n

resisténcias:
n n 1
I = I; =V —. 7.8
; ; BA; R (7.8)

A resisténcia equivalente Ry, define-se pela equacao:

1 o1
== Z it (7.9)
P i=1
Rl C:l
|1
1
|1 I Ql
A B A B
R2 CZ
|1
1
I > Q2

Figura 7.5.: Resisténcias e condensadores em paralelo.

A diferenga de potencial nos condensadores ligados em paralelo (Figura 7.5),
também € igual em todos eles. A carga total armazenada € igual a soma das cargas
em cada um dos condensadores:

Q=Zn1Qi=VBAanCi, (7.10)
-1 -1

a qual conduz a capacidade equivalente:

S

Co=Y Gl (7.11)

Exemplo 7.1

No circuito representado na figura calcule: 1

(a) A capacidade equivalente entre A e B. I
T

= 12 uF
(b) A carga armazenada em cada condensa- H

dor e (c) a energia total no circuito, quando a
diferenca de potencial V35 € de 200 V. .
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Os condensadores de 4 uF e 15 uF encontram-se em série e, portanto, podem ser
substituidos por um sé condensador de capacidade
4-15
Coq = —— wF =3.16 uF ;
ca= 35 M [
este condensador estd ligado em paralelo com o condensador de 12 uF, de maneira
que a capacidade total € 15,16 uF.

A A
3.16 uF == = 12 yF = 15.16 pF
B B

Como tanto no condensador de 12 pF como no de 3,16 puF a diferenga de potencial
éigual a V4, as cargas armazenadas nestes condensadores sao

Q12 = (200 V)(12 uF) = 2.4 mC,
03.16 = (200 V)(3.16 uF) = 632 uC .

As cargas nos condensadores de 4 pF e 15 uF devem ser iguais por estes estarem
ligados em série:
Q4 = Q15 =632 uC .

A energia total pode ser calculada somando as energias armazenadas em cada
um dos condensadores; a resposta deve ser a mesma em qualquer dos circuitos
equivalentes. Usando o circuito mais simples, com um s6 condensador de 15.16 pF,

obtemos ) )
Uy = 5cv2 = 5(15.16 uF) (200 V)2 =0.303 J .

10Q

Exemplo 7.2 40 AWV
No circuito da figura, deter-
mine o valor da resisténcia 5Q 10Q
equivalente entre os pontos A W W/
e B, e a corrente em cada re- A 50 AWV B
sisténcia quando a diferencga de 10Q
potencial Vap € igual a 12 V. s

10Q

Se substituirmos as resisténcias ligadas em série e em paralelo, o circuito entre A e
B pode ser simplificado da seguinte forma:



134 Circuitos de corrente continua

@ (b)
4

4Q 6Q

10Q
Q
15Q
10Q
AW
10Q (d)
5Q
—WW—
10Q
Conhecida a resisténcia equivalente R, = 5 €, a corrente entre os pontos A e B
pode ser facilmente calculada:

(©

I= ﬂ =24A.
5Q
No circuito da figura (c), a corrente de 2.4 A distribuir-se-a uniformemente pelas
duas resisténcias de 10 €, e a corrente em cada uma delas serd 1.2 A. No circuito da
figura (b), a corrente em cada uma das 3 resisténcias serd a mesma e igual a 1.2 A.
No circuito (a) esta corrente repartir-se-a pelas resisténcias em paralelo (10 Qe 5
Q) sendo inversamente proporcional ao valor das resisténcias (ver Problema 1):

15

[io = 1.2A = .QA,
=70+ 15 0.7

Io=—0 19A=-048A
T T S :

Assim, do ponto A saem duas correntes de 1.2 A das resisténcias de 4 Qe 5 Q. Em
B entram quatro correntes: uma corrente de 0.72 A na resisténcia de 10 Q na parte
superior, uma corrente de 0.48 A que percorre as resisténcias de 10 Qe 5 Q em
série, e duas correntes de 0.6 A que passam por cada uma das resisténcias de 10 Q
em paralelo. A corrente total que entra por B e sai por A € 2.4 A.

7.3. Energia nos circuitos

Em qualquer circuito existem alguns elementos que fornecem energia elétrica aos
portadores de carga, o que faz com que existam correntes. A energia fornecida é
dissipada ou armazenada nos restantes elementos do circuito.
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C1 C2

| B |

| —

Figura 7.6.: Um circuito dividido em dois sub-circuitos C; e C5. Um deles fornece
energia que € absorvida ou armazenada no outro.

Imaginemos dois pontos A e B num circuito; entre estes dois pontos temos dois
sub- -circuitos C; e Co em série (Figura 7.6). Admitamos que o ponto a maior
potencial € o ponto A, de maneira que a diferenga de potencial Vg4 € positiva e
a energia dos portadores de carga positiva aumenta de B para A e diminui de A
para B. Se a corrente I no ponto A estiver dirigida do circuito Cy para o circuito
C1, como na Figura 7.6, os portadores de carga perdem energia no circuito C; e
ganham a mesma energia em Ca: o circuito C; absorve energia enquanto o circuito
C,, fornece energia.

Numa resisténcia, a corrente € sempre dirigida do terminal a maior potencial para o
terminal a menor potencial, de maneira que uma resisténcia absorve sempre energia,
a qual é dissipada em calor por efeito Joule. Num condensador, embora ndo exista
transferéncia de carga entre as armaduras, pode ainda existir uma corrente elétrica
entrando por um dos terminais e saindo pelo outro; esta corrente aumenta ou
diminui a carga armazenada dependendo do sentido da corrente. Se a corrente entra
pelo terminal a maior potencial, a carga no condensador aumenta, e este absorve
energia do circuito, a qual € armazenada no condensador. No caso contrario, o
condensador fornece energia diminuindo a sua energia armazenada e a sua carga.

Uma fonte de f.e.m. pode também fornecer ou absorver energia elétrica. No fim
do Capitulo 6 vimos a carateristica tensdo-corrente de uma fonte com f.e.m. € e
resisténcia interna r (Figura 6.11); quando o potencial do terminal positivo é maior
que o potencial do terminal negativo (AV > 0), e AV < g, a fonte fornece energia.
No chamado modo inverso, AV > g, a corrente entra na fonte pelo terminal positivo
e sai pelo terminal negativo (corrente negativa). Como AV > 0, a fonte absorve
energia, energia essa que pode ser dissipada por efeito Joule ou absorvida em
reacdes quimicas, como no caso de uma pilha quimica. Se as rea¢des na pilha
forem reversiveis, este processo poderd ser usado para recarregar a pilha: entre os
terminais liga-se uma bateria que produza uma diferenca de potencial maior que &.

Finalmente, na regidio / > &/r a corrente € positiva mas a diferenca de potencial
AV € negativa; a fonte absorve energia. No entanto, a corrente € ainda na direcao
da f.e.m., o que implica que a f.e.m. fornece energia! Toda a energia fornecida pela
f.e.m., mais a energia fornecida pelo circuito externo, € dissipada por efeito Joule
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na resisténcia interna.

7.4. Regras de Kirchhoff

As regras de Kirchhoff sao duas regras que se verificam em qualquer circuito
elétrico. Num circuito existem pontos chamados nés onde a corrente pode seguir
varios caminhos diferentes, e circuitos fechados chamados malhas.

Consideremos uma malha e quatro pontos A, B, C e D (Figura 7.7). O aumento de
potencial de A para C € igual a Vop + Vc; asoma Vap + Ve + Vep € igual ao
aumento de potencial do ponto A até o ponto D (Vap). De igual forma:

Vap+Vec +Vop + Vpa =0, (7.12)

Este resultado ¢ a regra das malhas: a soma algébrica dos aumentos e diminuigdes
de potencial ao longo de qualquer malha fechada num circuito, deve ser igual a
zero. O sinal da diferenca de potencial Vap serd positivo ou negativo, conforme o
potencial aumente ou diminua ao passar de A para B.

A B

I

D — C

Figura 7.7.: Malha com quatro elementos.

A outra regra de Kirchhoff é a regra dos nos: em qualquer n6, a diferenca entre
a soma das correntes que entram no ponto € a soma das correntes que saem €
igual a zero. Esta segunda regra, apenas vélida para correntes estaciondrias, € uma
consequéncia direta da conservacgdo da carga: para que ndo haja acumulagéo de
carga, a corrente que entra no né por unidade de tempo devera ser igual a que sai
do n6 por unidade de tempo.

As duas regras de Kirchhoff permitem resolver qualquer circuito com conden-
sadores, resisténcias e fontes; resolver significa encontrar qualquer corrente ou
carga armazenada em qualquer dos elementos do circuito. Um método usado para
resolver circuitos, que ilustraremos com os dois exemplos seguintes, € o chamado
método das malhas. O método consiste em dividir o circuito em malhas contiguas
e admitir que em cada malha circula uma corrente independente das outras; a
corrente que realmente circula por cada elemento € obtida posteriormente somando
as correntes das malhas as quais pertence o elemento.
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Exemplo 7.3
Determine a resisténcia equivalente en- 3kQ 4kQ
tre os pontos A e B no circuito da fi- A B
gura.
5kQ 2kQ

Nenhum par de resisténcias entre A e B se encontra em série ou em paralelo e,
portanto, ndo podemos usar o método do exemplo anterior. Por defini¢ao, o circuito
equivalente deve produzir a mesma corrente em A e B, quando ligado a mesma
diferenga de potencial e Roq = &/I1:

—_—
—_—
P —

|

1 I1

Temos, pois, que encontrar o valor de /; correspondente a f.e.m. . Uma forma fécil
de garantir que a regra dos nds se cumpra em todos os nds do circuito consiste em
admitir que dentro de cada malha circula uma corrente independente das correntes
nas outras malhas: [, I5 e I3 na figura seguinte:

Nas resisténcias que se encontram entre duas malhas vizinhas, a corrente serd a
soma algébrica das correntes nas duas malhas. Por exemplo, no diagrama anterior
a corrente através da resisténcia entre A e C serd I; — 5, no sentido de A para C
(ou I3 — I; no sentido oposto).

Com este método a regra dos nds € garantida em cada né e basta aplicar a regra
das malhas a cada uma das trés malhas para calcular as trés correntes. No circuito
temos as seguintes diferencas de potencial:

-5000(1; - 1), Ves
-300013 , Vbe

—2000(11 - [3) N VAB =&,
—6000(12 — I3) , Vep = 400013 ,

Vac

Vap
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e as trés equagdes das malhas serdo

Vac+ Ve +Vea =0,
Vap + Vpc + Vca =0,
VBD+VDC+VCB:0-

Substituindo os valores obtidos no sistema de equacdes acima, obtemos, na forma
matricial:

7 -5 =2][L £/1000

5 14 -6||Ix] = 0

2 -6 12| |13 0

Obtivemos as equacdes seguindo todos os passos para maior claridade, mas é
possivel escrever o sistema matricial imediatamente por observagdo do circuito: os
termos na diagonal sdo a soma das resisténcias nas respetivas malhas, os termos
ndo diagonais sao negativos e correspondem as resisténcias entre malhas vizinhas;
os termos do lado direito das equagdes sdo as f.e.m. totais em cada malha, no
sentido da corrente da malha. Neste caso s6 estamos interessados na solucdo para
11, que pode ser obtida usando a regra de Cramer:

£/1000 =5 2| | 7 -5 -2

132
L=| 0 14 —6|-]-5 14 -6 :%8(1500).
0 -6 12| |2 -6 12
Finalmente, a resisténcia equivalente é
Req = — =3,39kQ2 .
I
1}
Exemplo 7.4 3 uF
. . . A B
Determine a capacidade equivalente I I} I}
entre os pontos A e B no circuito da S5uF | 6pF  4uF
figura. I
2 uF

Mais uma vez, nenhum dos elementos do circuito estd ligado em série ou em
paralelo. Admitamos que existe uma diferenca de potencial Vap (provavelmente
produzida por uma f.e.m.). Ao introduzir a diferenga de potencial Vap, aparecem
correntes nos circuitos que desaparecerdo quando as cargas nos condensadores al-
cancgarem valores estaciondrios. Em qualquer instante as cargas nos condensadores
sdo iguais ao integral das respetivas correntes; assim, a regra dos nds conduz as
mesmas condi¢des para as cargas ou para as correntes. Para garantir a regra dos
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nés podemos proceder como no exemplo anterior, admitindo que em cada malha
circula uma carga total Q;, independente das outras malhas:

| C% | o

A diferenca de potencial em cada condensador € Q/C e, por isso, a matriz obtida a
partir das regras das malhas terd termos diagonais iguais a soma dos inversos das
capacidades em cada malha e, como as correntes foram escolhidas com o mesmo
sentido (horario), os termos ndo-diagonais na matriz sdo negativos e iguais a 1/C,
em que C € a capacidade entre as duas malhas em questao:

1,1 1 1
572 5 2 01 [Vin
11 1 1 1
—— — — — —— = O
5 57376 6 Q:
1 1 11 1|9 0
2 6 27176

Na equagdo anterior as capacidades estdo em uF, as cargas em uC, e Vg5 em volts.
Para trabalhar com ntiimeros inteiros, convém multiplicar a primeira equagio por
10, a segunda por 30 e a terceira por 12:

7 -2 -5][0: 10 Vga

6 21 -5(|02|= 0 ;

6 -2 11]|Qs 0
e a solucdo para Q1 é

2210
=—— Vga .
01 oon VBA
A capacidade do condensador equivalente €
[01] 2210
Ceq= — = —— uF = 3.323 uF .
47 [Vgal 665 " "

7.5. Circuito RC

O circuito da Figura 7.8 com um condensador e uma resisténcia é chamado circuito
RC. Consideremos o caso em que o condensador tem uma carga inicial Qg e, num
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instante que arbitraremos como ¢ = 0, o interruptor é fechado permitindo que as
cargas negativas e positivas nas armaduras do condensador se recombinem. Na
prética, as armaduras do condensador apresentam uma pequena resisténcia que no
circuito da Figura 7.8 estd incluida na resisténcia total R. A partir do instante = (
aparece uma corrente / através da resisténcia.

oo o—o
I

+ L
R § C T Q § _)—— Q

[
t<0 t>0

Figura 7.8.: Circuito RC.

Parat > 0, a carga Q no condensador e a corrente / no circuito sdo fungdes de 7.
A regra da malha implica que em qualquer instante ¢:

IR—%:O; (7.13)
no instante inicial a carga € igual a Qg e, portanto, a corrente inicial serd Qy/RC.
Em qualquer instante posterior, Q € igual a carga inicial Qy menos a carga que
saiu, que por sua vez € igual ao integral da corrente desde o instante em que o
condensador comega a descarregar (t = 0):

IR—%[QO—Odet]=O. (7.14)

Derivando os dois termos em func¢do do tempo e dividindo por R, obtemos

a1

— = .1
dr RC | (7.15)

isto é, a equacdo diferencial que determina a corrente em funcio do tempo. Para a
resolver, agrupamos num lado da equag@o os termos que dependem de / e no outro
lado os termos que dependem de ¢:

d/ 1
— =———drt; 7.16
7 zc 4 (7.16)
primitivando obtemos
t
Inl=-—+A, (7.17)

RC
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onde A pode ser qualquer constante. Contudo, para que a equagdo anterior seja
valida também para t = 0, quando 7 € igual a Q(/RC, serd necessario que A seja
igual a In(Qy/RC):

r Oo
Escrevendo I em funcio do tempo obtemos
1= Ig—oc e !/RC (7.19)
e a carga no condensador, igual a RCI, serd
Q=0 e '/RC (7.20)
Q |
D

RC

t

Figura 7.9.: Carga e corrente em funcao do tempo, no circuito RC.

A constante de tempo 7. = R C tem unidades de tempo (ver tabela C.2 no Apén-
dice C). No instante ¢ = ¢, a carga diminui desde o seu valor inicial Qg até 0.37Q.
Como podemos ver na Figura 7.9, a constante de tempo é também o intervalo de
tempo que demoraria o condensador a descarregar-se, se a corrente se mantivesse
constante no seu valor inicial ;. Como a corrente ndo se mantém constante mas
diminui, o condensador, teoricamente, demora um tempo infinito a descarregar-se.
Na prética, a carga atinge o valor minimo possivel num tempo finito.

A equacdo diferencial (7.15) € importante porque aparece sempre que existam fun-
¢oes cuja derivada seja diretamente proporcional a prépria fungo; se a constante de
proporcionalidade for negativa, o resultado serd um decaimento exponencial. Se a
constante de proporcionalidade for positiva, a fungdo aumentard exponencialmente.

7.6. Circuito RC com fonte

Quando um condensador € ligado a uma fonte, a sua carga aumenta até ao valor € C;
no entanto, o aumento da carga no condensador ndo € instantaneo, mas depende
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dos valores de C e da resisténcia da fonte, como veremos. A Figura 7.10 mostra o
diagrama de um circuito RC com fonte, onde a resisténcia R corresponde a soma de
todas as resisténcias presentes no circuito: resisténcia interna da fonte, resisténcia
dos fios usados para ligar a fonte e resisténcia das armaduras do condensador
(usualmente quase nula).

O/C O0—O

R
SIS N .

™
™

Figura 7.10.: Circuito RC com fonte.

Considerando que em ¢ = 0 fechamos o interruptor, para ¢t > 0 existe uma corrente
I e uma carga Q no condensador. Aplicando a regra das malhas, vemos que em
qualquer instante:

IR+2=8
C

; (7.21)
em particular, para ¢ = 0 a carga € nula e, portanto, a corrente inicial serd igual a
¢/R. Em instantes posteriores a carga acumulada ja nao serd nula, mas igual ao
integral da corrente, desde ¢ = 0:

t
1
1R+Eofldt=s. (7.22)

Derivando esta equagdo em fungdo do tempo, obtemos exactamente a mesma equa-
¢ao diferencial (7.15) cuja solucdo ja sabemos que é um decaimento exponencial,
desde o valor inicial de I, com a constante de tempo igual a RC:

I= % e 1IRC (7.23)

A carga obtém-se a partir da equag¢do da malha (7.21):

Q=eC(1-e"/RC), (7.24)

Representando graficamente (Figura 7.11) podemos verificar que a carga aumenta
exponencialmente até ao valor assimptético € C, enquanto a corrente diminui
exponencialmente a partir do valor inicial £/R. O aumento de Q (e a diminuicio de
I) depende da constante de tempo RC. Quanto maior for RC, mais lentamente serd
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Q

Cer—-——-——-~ fm— e m =

RC t

Figura 7.11.: Carga e corrente no circuito RC com fonte.

carregado o condensador. No instante ¢ = 0, a corrente / pode ser calculada como
se o condensador fosse um bom condutor com resisténcia R = 0,eemt > RC o
condensador comporta-se como um interruptor aberto (R — o).

Emt > R C a carga total armazenada no condensador é Ce. Portanto, a energia
armazenada ¢ igual a
102 1,
== - _Cg?-: 7.25
2 ¢ " 2°7 (7:25)

toda a carga que entra no condensador € fornecida pela f.e.m. O trabalho realizado
pela f.e.m. para fornecer a carga Ce é

Uc

errn = QS = CSQ P (726)
o qual é o dobro de Uc. A parte da energia fornecida pela fonte que ndo fica
armazenada no condensador é dissipada, por efeito Joule, na resisténcia.

Para demonstrar que metade da energia fornecida pela fonte € dissipada na resistén-
cia, consideremos a poténcia Pg e a energia total Eg dissipadas pela resisténcia:

dE 2
K = Pr= PR = —c/RC, (7.27)
o] 82 oo ~ 1
Eg = Oj Prdr = — [fem2RE s = 50" (7.28)

O balango de trabalho e energia é
Wtem = Uc + ER , (7.29)

como queriamos demonstrar.

No Capitulo 11 veremos um método que permite calcular as correntes e as cargas
em circuitos mais complicados com condensadores e resisténcias e estudaremos
também a respostas destes circuitos a tensdes alternadas.
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7.7. Amperimetros, voltimetros e ohmimetros

O galvanémetro € um aparelho que permite medir a corrente / num circuito.
No entanto, como o valor maximo de corrente permitida num galvanémetro é
muito baixo, utiliza-se um amperimetro (Figura 7.12), que ndo é mais do que um
galvanémetro (G) ao qual foi ligada uma resisténcia em paralelo (R},) para que se
possa medir correntes mais elevadas.

Iy

()
w—(©)

10
+0

Ry
MWW

Figura 7.12.: Amperimetro.

Quando pelo galvanémetro circula a corrente maxima /4, a corrente total, /5,
que entra no amperimetro é

_ R, +rg

Ip R, méx

(7.30)
onde r, € a resisténcia interna do galvanémetro, que normalmente é pequena.
Utilizando diferentes valores de R}, € possivel obter a corrente maxima desejada
para o amperimetro.

Para medir a corrente num circuito com um amperimetro, é necessario abrir o
circuito no ponto onde se pretende medir a corrente, e ligar o amperimetro em
série. A resisténcia interna do amperimetro nao poderd ser muito elevada, para nao
alterar a corrente a medir.

Para determinar a diferenca de potencial entre dois pontos num circuito usa-se
um voltimetro. Um voltimetro consiste num galvanémetro ligado em série a uma
resisténcia Ry (Figura 7.13).

rg Rs
g'\/\/w@wwi

Figura 7.13.: Voltimetro.

A diferenca de potencial nos terminais do voltimetro é diretamente proporcional a
corrente no galvanémetro:

Vag = I(rg + R) ; (7.31)
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a leitura do galvanémetro permite determinar a diferenga de potencial Vap. A
diferenca de potencial maxima que pode ser medida, sem queimar o galvanémetro,
é

Vinax = méx(rg +Ry) . (7.32)

Um bom voltimetro deve ter uma resisténcia interna elevada para que, quando for
ligado entre dois pontos de um circuito, ndo absorva muita corrente e, assim, ndo
altere significativamente a diferenca de potencial a ser medida.

Para medir resisténcias usa-se um ohmimetro, que consiste numa fonte com f.e.m.
€ ligada em série a uma resisténcia varidvel R, e a um galvandémetro (Figura 7.14).

rg R €
g—'\/\/\/v—@—'\/yz—ll—g_

Figura 7.14.: Ohmimetro.

Ao ligar a resisténcia a medir, R, aparece uma corrente inversamente proporcional

a resisténcia: e

=— | 7.
R+rg+R, (7.33)

A resisténcia varidvel ajusta-se de forma a se obter a corrente maxima no galvané-
metro quando a resisténcia externa € nula (os dois terminais do ohmimetro ligados
entre si).
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Problemas

1. (a) Duas resisténcias R; e Ry encontram-se ligadas em paralelo. Sendo I a
corrente total que circula pelas resisténcias, mostre que as correntes através de
cada resisténcia sdo

Ry Ry
=— ] Iy = ——I
R1 + R2 Rl + R2
(b) Mostre que, para condensadores em série, se obtém um resultado similar para

as diferencas de potencial nos dois condensadores, em fun¢ao das capacidades
C1 € CQ.

2. (a) Mostre que as diferencgas de potencial em duas resisténcias R; € Ry em série
sao

I

Ry Ry
= V ) V2 = 5 5 V
R + Ry Ry + Ry
(b) Mostre que, para dois condensadores em paralelo, se obtém um resultado
similar, para as cargas em fung@o das capacidades C; e Cs.

%1

3. Considere duas resisténcias R; e R ligadas em paralelo. Uma corrente total /
distribui-se entre as duas resisténcias. Admita que as correntes /; e I; podem
tomar qualquer valor (inclusivamente negativo) desde que I = I; +/>. Determine
os valores de I; e I que minimizam a poténcia dissipada por efeito Joule nas
resisténcias, e mostre que os seus valores sao exactamente os valores reais das
correntes, calculados no Problema 1.

4. Para uma dada bateria, com f.e.m. & e resisténcia interna r, qual é o valor
da resistén- cia externa R que deve ser ligada aos terminais para que a poténcia
dissipada em calor na resisténcia R seja mdxima? Esboce o grafico da poténcia
dissipada em fungéo de R.

5. Considere o circuito representado.
(a) Calcule as correntes em todas as resisténcias do circuito.
(b) Calcule as diferencas de potencial Vap, Vac e Vop.

(c) Indique as fontes de f.e.m. que absorvem ou fornecem energia.

A T A
33V
L av . 7aY
7Q
A A
A 6Q B 30 E

6. A diferenca de potencial entre os terminais de uma bateria com f.e.m. de 12 V
€ 11,4V, quando fornece uma corrente de 20 A ao motor de arranque de um
carro.
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(a) Qual € a resisténcia interna da bateria?

(b) Qual a poténcia total fornecida quando o motor de arranque estd em funcio-
namento? Que fragdo dessa poténcia é fornecida ao motor de arranque?

(c) Em quanto diminuird a energia quimica da bateria se o motor de arranque
permanecer ligado durante 3 minutos?

7. No circuito seguinte calcule a capacidade equivalente:
(a) Entre os pontos B e D.
(b) Entre os pontos A e B.
(c) Entre os pontos A e C.

18 pF 6 pF
LB c
I I

— 18pF _—_-4pF _-6pF
|1 |1
I D I
18 pF 6 pF

8. Trés resisténcias Ry, Re e R3 estdo ligadas formando o chamado circuito delta,
como se mostra na figura da esquerda. Demonstre que o circuito delta é equiva-
lente a um circuito estrela, com trés resisténcias Ra, Rg € Rc como se mostra
no lado direito da figura. Use a transformagdo delta-estrela para calcular a
resisténcia equivalente no Exemplo 7.3, sem usar as regras de Kirchhoff.

B B
Re
Ra Re
A Ry C A C

Ry R>

(Sugestdo: (i) No circuito delta, calcule as resisténcias equivalentes entre 0s
pontos A e B (Rap), entre os pontos A e C (Rac) e entre os pontos B e C (Rp).
(ii) Calcule Rap, Rac € Rpc, em funcdo de Ra, Rp € Rc no circuito estrela.
(iit) Igualando os resultados anteriores encontre a solucdo para Ra, Rp € Rc.)

9. A diferenca de potencial entre os terminais de uma bateria é 4.5 V quando a
bateria € percorrida por uma corrente de 3 A, no sentido do terminal negativo
para o positivo. Quando a corrente € de 2 A, no sentido oposto, a diferenga de
potencial aumenta até 12 V.

(a) Calcule a resisténcia interna da bateria.

(b) Qual € a f.e.m. da bateria?
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10. No circuito da figura, a corrente /7 € igual a 2.5 mA num determinado instante.

11.

12.

13.

14.

(a) Calcule as correntes I5 e I3 nesse instante.

(b) Calcule a carga armazenada no condensador no mesmo instante.

2kQ 5kQ
AW I A
3V
L 20v I, L SpF
1% 7¢a
I3 ~— —> 1y

Considere o circuito representado.
(a) Qual é a constante de tempo #.?

(b) No instante inicial a carga no condensador de 5 uF € 15 nC. Qual € a carga
nos condensadores de 15 uF e 3 uF no mesmo instante?

(c) Qual serd a carga total armazenada entre os pontos A e B ap6s 0,5 segundo?
Nesse mesmo instante calcule a energia total armazenada no circuito e as
correntes nas trés resisténcias.

A 60 kQ 70kQ
MWV
5 HF 15 UF 0 kQ
3 uF

A corrente que produz a leitura maxima num galvanémetro é 1 mA, e a resis-
téncia interna do galvanémetro € 10 Q.

(a) O galvanémetro vai ser usado para construir um voltimetro com escala entre
0 e 10 volts. Indique como deverd ser construido o voltimetro.

(b) Pretende usar-se o mesmo galvanémetro para construir um amperimetro
com escala entre 0 e 10 mA. Explique como devera fazé-lo.

Um condensador de 0,5 puF descarrega-se através de uma resisténcia R. Qual é
o valor que R deve ter para que 0,1 segundo depois de se iniciar a descarga, a
poténcia dissipada na resisténcia tenha o valor mdximo possivel?

Considere a descarga de dois condensadores idénticos, com carga inicial idén-
tica, Qg, através de duas resisténcias diferentes, R; > Rs. Para a resisténcia R,
as grandezas seguintes sdo maiores, mais pequenas, ou as mesmas que para a
resisténcia Ry?
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2l 2l

R C R C
' Qo 2 Qo

(a) Tempo necessario para que a carga inicial diminua metade.
(b) Potencial nos terminais do condensador num dado instante.
(c¢) Corrente na resisténcia num dado instante.

(d) Energia total dissipada em calor na resisténcia.

(e) Poténcia dissipada na resisténcia num determinado instante.

Respostas

4. r.

5. (CI)IDC ZIBA :3A,ICF :IEB =2A,ICB =1A.
(b) 18V, =26 Ve 12 V. (c) todas fornecem poténcia.

6. (a)0,03Q. (c) 43.2KJ.
(b) 240 W, 95%.

7. (a) 12 pF. (¢) 6.75 pF.
(b) 21.6 pF.

8. (&) RaB = Ri(R2+R3)/Ry, Rac = R3(R1+R2)/R¢, Rec = Ro(R1+R3) /Ry,
onde R; = R + Ry + Rs.

(b) Ry = RiR3/R;, Rg = RiR2/R;, Rc = RaR3/Ry.
9. (a)l1l.5Q. b)9V.
10. (a) I = -0.25mA, Is = 2.75mA. (b) 66.25 pC, positiva em F e negativa em E.

11. (a)0.67s. (b) 15nC, 12 nC.
(C‘) 12.8 I’IC, 12.1 pJ, 160 =19.1 A, 170 =10.7 A, 190 =8.4A.

12. (a) Ligando uma resisténcia de 9990 Q em série com o galvanémetro.
(b) Ligando uma resisténcia de 1.11 Q em paralelo.

13. 400 kQ.
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14. (a) Maior. (d) Igual.
(b) Maior. (e) Depende de .
(c) Depende de t.



8. Campo magneético

André Marie Ampere (1775-1836)

Nasceu em Lyon, Franca. Sendo o seu pai um homem culto decidiu dedicar-se a
educacdo do filho, levando a familia para fora da cidade. No entanto, acabou por
morrer na guilhotina quando André Marie tinha apenas 17 anos. Foi professor de
fisica, quimica e matematica em Lyon e em Bourg, sendo tal a sua reputacdo como
investigador e professor que lhe foram abertas as portas da Escola Politécnica de
Paris. Af, leccionou mecanica e matemadtica com Cauchy, trabalhando em equacdes
diferenciais, teoria dos jogos e geometria analitica. Em 1820, foi anunciada
a descoberta de @rsted na qual a agulha de uma bissola era desviada por um
fio atravessado por corrente elétrica. Ampere, idealizando novas experiéncias
com correntes € campos magnéticos, avangou mais na explicagdo do fenémeno,
mostrando que forcas magnéticas actuam entre fios atravessados por corrente
elétrica. Ampere fez investigagdo em O6tica, e com Fresnel, defendeu a teoria
ondulatdria da luz face a teoria corpuscular defendida por Laplace e Biot.
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A forca magnética entre imanes foi descoberta pelos gregos ao observarem que al-
gumas pedras (imanes naturais) provenientes das minas da regido de Magnésia
atraiam pedacos de ferro; Magnésia deu origem a palavra magnetismo. Antes do
século xi1, a bussola ja era usada pelos chineses, embora estes ndo soubessem o
principio fisico do seu funcionamento.

Por volta de 1600, o inglés William Gilbert publicou o seu livro De Magnete. Este
foi o primeiro tratado exaustivo sobre a forca magnética; de facto, foi nele que a
forca magnética recebeu o seu nome e foi identificada como uma forca diferente
da forca eletrostatica. Entre os fenémenos explicados por Gilbert, encontra-se
o funcionamento das bussolas. Gilbert deduziu que a Terra devia ser um iman
gigante com pélos magnéticos denominados norte e sul. A forca entre pdlos iguais
é repulsiva e entre polos diferentes € atractiva. A grande diferenca em relagao a
forca eletrostatica, como Gilbert salientou, é que ndo existem p6los norte ou sul
separadamente; qualquer iman tem sempre os dois p6los. Numa bissola, o p6lo
norte define-se como o pélo que aponta na direcio do pdlo norte geografico, de tal
forma que o pdlo sul magnético da Terra se encontra no pélo norte geografico.

No século xvm ja eram bem conhecidas as forcas elétrica e magnética mas nio
muito estudadas. O préprio Isaac Newton, no seu importante tratado de mecéanica
Principios Matemadticos da Filosofia Natural, refere-se a elas como exemplos de
forcas a distancia, dirigidas para um centro, mas ndo desenvolvendo o seu estudo,
concentrando-se mais na for¢a gravitacional. Em 1750, John Michell descobriu que
a intensidade das for¢as produzidas por cada pélo num iman séo iguais e diminuem
proporcionalmente ao quadrado da distancia.

As trés primeiras décadas do século xix foram marcadas por um grande avanco
no estudo do eletromagnetismo. O dinamarqués Hans C. @rsted descobriu que
uma corrente elétrica altera a orientacéio da agulha de uma bissola; @rsted, re-
conhecendo a grande importancia deste resultado como prova da unificagdo das
forgas naturais, neste caso a forca elétrica e magnética, escreveu um artigo em
latim divulgando-o por toda a Europa.

A descoberta de @rsted desencadeou um rapido avango, tanto a nivel experimental
como a nivel tedrico. Nos proximos capitulos seguiremos esse processo de evolugao
do eletromagnetismo. Neste capitulo, vamos comecar por estudar a forca magnética
e algumas das suas aplicagdes.

8.1. Campo magnético

A existéncia de um campo magnético pode ser estabelecida por meio de uma
bussola. Se a bissola tem uma tendéncia para apontar numa determinada dire¢do,
é porque existe um campo magnético B, no ponto onde a bussola se encontrar;
por definicdo, a direcdo do campo Béa dire¢do da agulha da bussola. Juntando
continuamente os pontos do espago, de acordo com a dire¢do do campo B, obtemos
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linhas continuas denominadas linhas de campo magnético. As linhas de indugéo
magnética de um iman saem do p6lo norte magnético, entrando pelo pélo sul, e
continuando dentro do iman na dire¢cao do pélo norte formando uma curva fechada
(Figura 8.1).

Figura 8.1.: Representacdo vetorial do campo B em virios pontos perto de um
iman e sobre uma linha de campo magnético.

Para definir o m6dulo do campo magnético, usamos particulas de prova tal como
fizemos no caso do campo elétrico. Quando uma particula de carga ¢ entra com
uma velocidade ¥ numa regido onde existe um campo magnético, sobre ela actua
uma forca que apresenta as seguintes propriedades:

1. A forca é diretamente proporcional ao médulo da velocidade (v) da particula
quando a direcdo da velocidade da particula € constante.

2. Se a velocidade € paralela a B.,a forga € nula; a forca ¢ maxima nas dire¢oes
em que a velocidade € perpendicular as linhas de indu¢do magnética. Em
geral, o médulo da for¢ca depende do seno do angulo 6 formado pelo vetor
velocidade e as linhas de campo magnético.

3. Num determinado ponto, a for¢a sobre particulas com a mesma velocidade
e diferentes cargas ¢ é diretamente proporcional a g. Os trés resultados
anteriores implicam uma forca magnética da forma

F=Bgvsing, (8.1)
onde B € a constante de proporcionalidade e define 0 médulo do campo
magnético.

4. A direcdo e sentido da for¢a s@o dados pela chamada regra da mao direita
como se mostra na Figura 8.2: a for¢a é perpendicular tanto a ¥ como a B e
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na direcdo que aponta o dedo polegar quando os outros dedos rodam de v
para B.

E

Figura 8.2.: A regra da mdo direita.

Os quatro resultados anteriores podem ser sintetizados na seguinte férmula empi-
rica: a forca magnética sobre uma particula de carga g e velocidade ¥, num ponto
onde existe um campo magnético B, é igual a

F=g¥xB|, (8.2)

onde ¥ X B é o produto vetorial dos vetores V e B.

A medicao experimental da forca F permite determinar o campo magnético B
através da Equacdo (8.2). A unidade usada para medir o campo magnético, no
Sistema Internacional de unidades, é o tesla (T). De acordo com a Equacio (8.1)

um tesla é igual a

N- N
s=1

1T=1 _—
C-m A-m

(8.3)

Na prética, os campos magnéticos sdo usualmente muito menores do que 1 T, por
isso, outra unidade muito usada € o gauss (G), definido como:

1G=10"%T. (8.4)

8.2. Forca magnética sobre um condutor com
corrente

O movimento dos portadores de carga, dentro de um condutor com corrente
que se encontre numa regido onde exista um campo magnético, produz forcas
magnéticas sobre o gas de eletrdes de condugdo (Figura 8.3); a forca magnética é
uma forga distribuida ao longo do condutor e a for¢a por unidade de comprimento
¢é igual a forca resultante sobre um segmento infinitesimal de fio, divida pelo seu
comprimento.
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Figura 8.3.: Forcas sobre os portadores de carga de um condutor
dentro de um campo magnético.

A forga média pode ser calculada em funcdo da velocidade média dos portadores
de carga, V, e da carga dos portadores, usando a Equagio (8.2). A forga total sobre
um elemento infinitesimal de um condutor, de comprimento ds, serd

dF = q(#x B)dN , (8.5)

onde dN ¢é o ndimero de portadores de carga dentro do elemento ds, e admitindo
que B é constante no interior do elemento considerado. A carga total dos portadores
de carga, no elemento considerado, é dada por g dN e igual ao produto da carga
volimica p e o volume do elemento do fio condutor considerado:

qgdN = pAds, (8.6)
onde A € a drea da sec¢do transversal do condutor, logo
dF = Ap(Fx B)ds ; (8.7)

onde o produto pv é o valor médio da densidade de corrente J, que multiplicado
pela drea da seccdo transversal € igual ao vetor corrente I, tangente ao fio. Podemos,
assim, calcular a for¢a em fun¢do da corrente e do deslocamento vetorial dF ao
longo do fio:

dF =I1d7PxB. (8.8)

A forga total sobre o fio obtém-se integrando a forca infinitesimal ao longo do fio:

F=1| dfxB|. (8.9)

> —w

No caso particular de um fio retilineo de comprimento L, com corrente /, dentro
de um campo uniforme B que faz um angulo 6 com o fio, a for¢a magnética sobre
ofioé

F=ILBsiné. (8.10)
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8.3. Espiras e bobinas

Uma espira ¢ um fio metélico que forma um circuito fechado; por exemplo, uma
espira circular ou retangular. Um cabo enrolado em vdrias espiras forma uma
bobina; a corrente elétrica entra por um extremo da bobina, percorre todas as
espiras e sai pelo outro extremo da bobina. A Figura 8.4 mostra uma espira
retangular de lados x e y, dois lados horizontais (de comprimento x) e dois lados
que fazem um angulo @ com a horizontal, percorrida por uma corrente /. Se existir
um campo magnético, aparecerdo forcas magnéticas sobre os quatro lados. No
exemplo da figura, o campo € vertical, uniforme e aponta para cima. As forcas F
e Fy serfio iguais e opostas e, consequentemente, a sua resultante serd nulal'.

E

Vistafronta Vistalateral

Figura 8.4.: Espira dentro de um campo magnético uniforme.

As forcas F; e F3 também sdo iguais e opostas, mas a sua resultante nio € nula por
ndo estarem sobre a mesma linha de ac@o: as duas for¢as constituem um bindrio
com brago igual a y sin . Os médulos das forgas F; e F3 s@o

F1=F3=IBx. (811)
O momento do bindrio € igual ao produto do médulo destas forgas pelo braco:
T =IBxysina . (8.12)

O angulo « que a espira faz com a horizontal e o angulo 6 entre o campo magnético
e a normal a espira, 7, ou sdo iguais ou sdo suplementares (¢ = 7 — 6), ja que
os lados dos dois angulos sdo respetivamente perpendiculares. Nos dois casos
sin @ = sin 6, e 0 momento do bindrio 7 pode ser escrito como o produto vetorial

7=mxs]. 8.13)

onde o momento magnético /7 é diretamente proporcional & drea A = xy:

L
! Admitimos que a espira é rigida; se assim nio for, as forcas Fy e F4 tenderdo a deformar a espira.
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i = Al . (8.14)

Uma espira qualquer, dentro de um campo arbitrario, pode ser aproximada a
vdrias espiras retangulares infinitesimais que preencham a sua drea (Figura 8.5).
Em cada espira infinitesimal imaginamos uma corrente circulando no mesmo
sentido da corrente da espira; as correntes nas espiras vizinhas anulam-se, ficando
unicamente a corrente na periferia, que aproxima o percurso da corrente na espira.
A aproximagao serd melhor quanto menor forem as dreas dos retangulos.

DI D
D|I[I D
QI

Olo]o

Figura 8.5.: Espira com corrente /, aproximada por vdrias espiras retangulares
com a mesma corrente.

O momento do bindrio sobre a espira € igual a soma dos momentos em todas as
espiras infinitesimais. Em cada espira infinitesimal o campo é aproximadamente
constante e, por isso, podemos usar a Equacao (8.14). O momento sobre a espira
serd assim o integral de superficie:

f:]ﬂ dAx B . (8.15)

Uma bobina com N espiras, todas elas pa-
ralelas e com a mesma forma (Figura 8.6)
tem um momento magnético igual a soma ’\

dos momentos das N espiras, ja que o bina- D\ S _____— /
rio resultante € igual a soma dos N bindrios \ /

sobre as espiras. Assim, 0 momento mag- v
nético da bobina é |

M=NAIh. (8.16) Figura 8.6.: Bobina.

O momento 7 faz rodar a bobina na direc¢@o na qual 8 diminui até 7 (ou o seu valor
médio) apontar na direcdo de B (Figura 8.4). O bindrio produzido sobre uma bobina
com corrente € o principio do funcionamento dos motores elétricos. Num motor de
corrente continua, no momento em que 7 aponta na direcdo de B, formando um
angulo 6 = 0, inverte-se o sentido da corrente na bobina mudando, assim, o sentido
de 71 que passa a formar um angulo de 180° com o campo magnético. O aumento
do angulo, entre o campo e o versor normal, produz um aumento do bindrio que
faz rodar a bobina mantendo o seu movimento circular.
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8.4. Movimento de particulas no campo magnético

A velocidade de uma particula é sempre tangente a sua trajetoria; em cada ponto
da trajetoria existe um sistema de trés versores perpendiculares (triedro de Frenet-
Serret, Figura 8.7) definidos da seguinte forma: o versor tangencial f, na direciio
da velocidade, o versor normal 7, sobre o plano tangente a trajetdria, e apontando
na direc@o do centro de curvatura e, finalmente, o versor binormal, perpendicular
ao plano tangente e definido como £ X 7.

X > tangencial

Figura 8.7.: Direcdes tangencial e normal a trajetdria de uma particula. O plano
sombrejado € o plano tangente.

A aceleracdo da particula em cada ponto tem duas componentes nas dire¢des dos
versores tangencial e normal. A aceleracdo tangencial é dv/dt e a aceleragdo
normal ¢ a aceleracdo centripeta v2/p, em que p é o raio de curvatura local, medido
sobre o plano tangente.

No caso de uma particula de carga g, dentro de um campo de indugdo magnética, a
aceleracdo é também igual a forca magnética dividida pela massa m:

. (8.17)

Como ¥ X B é um vetor perpendicular a 7, concluimos que:

d
i

t 2 (8.18)
q ., = V.,
—VvVXB=—n.
m p

A velocidade escalar, v, permanece constante; sé muda a dire¢do de V. A dire¢do
normal, 7, é definida pela regra da mao direita de ¥ para B. O raio de curvatura
calcula-se a partir da dltima equagdo:

my

=— . 8.1
gBsinéd (8.19)

p
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x x x x
x g x
N
\Y
x x
x x x x

Figura 8.8.: Movimento circular uniforme de uma particula com carga negativa
num campo magnético uniforme.

A Figura 8.8 mostra um caso em que o campo magnético é uniforme e perpendicular
a velocidade da particula (a velocidade é sobre o plano do desenho e o campo
magnético aponta para dentro do desenho). O raio de curvatura serd constante e
igual a

my
=—. 8.20
r= B (8.20)

que 71 é perpendicular a V¥ e a B; o versor binormal tem a dire¢do de g B € permanece
sempre constante. O resultado € um movimento circular uniforme.

A velocidade angular,

v gB

w=-=—, (8.21)

rom
€ igual para particulas com a mesma carga massica g/m. O sentido de rotagdo
depende do sinal da carga; no caso da Figura 8.8, as particulas com carga negativa
rodam no sentido hordrio, e as particulas com carga positiva rodam no sentido anti-
horério. Nos aceleradores de particulas, a carga massica das particulas produzidas
numa colisdo é calculada observando o seu movimento dentro de um campo
magnético, perpendicular a velocidade.

Quando a velocidade ndo for perpendicular ao campo B, podemos considerar o
movimento como a sobreposi¢do de dois movimentos; a componente da velocidade
tangente ao campo permanece constante enquanto que a componente perpendicular
ao campo descreve um movimento circular com raio r. A particula roda sobre
um plano perpendicular ao campo, o qual se desloca na dire¢cdo da componente
tangencial ao campo, com velocidade uniforme; o movimento resultante ¢ um
movimento helicoidal. De notar que o raio » do circulo que descreve a hélice
ndo € igual ao raio de curvatura p da hélice (p > r). Em cada ponto, o raio r é
inversamente proporcional ao médulo do campo magnético, e o eixo da hélice
segue a direcdo das linhas de campo magnético.
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Dentro de campos elétrico e magnético, a forca sobre uma particula com carga g e
velocidade V é a soma das forgas elétrica e magnética:

F=qE+VxB)|; (8.22)

esta forca € chamada forca de Lorentz. A combinacdo do campo elétrico e do
campo de inducad magnética permite produzir movimentos muito variados.

Exemplo 8.1

Num feixe de particulas de massa m e carga g a componente da velocidade,
Vo, a0 longo do eixo do feixe € a mesma para todas as particulas, divergindo
o feixe de um angulo #. Mostre que um campo magnético uniforme B,
na direcdo do eixo, faz o feixe convergir para um ponto (foco), e encontre
a distancia deste ponto ao ponto inicial. (Nota: este método € usado em
microscopios eletrénicos e outros aparelhos que utilizam feixes de particulas.)

Consideremos uma particula dentro do feixe, com velocidade vg, formando um
certo angulo @ (0 < @ < #) com o campo de indugdo magnética. Escolhamos um
sistema de eixos de forma a que o eixo x esteja na dire¢do do campo e a velocidade
inicial da particula esteja no plano xy (Figura 8.9):

Vx =Vo,

vy =g tga .

Figura 8.9.: Feixe de particulas dentro de um campo magnético.

Depois de algum tempo a velocidade v, € a mesma, mas a velocidade v, terd
diminuido, aparecendo uma componente v,. Na projecdo sobre o plano yz, o
movimento € circular uniforme, como ja vimos no caso do movimento no plano
perpendicular ao campo. O raio da proje¢do yz calcula-se a partir da Equacio
(8.20), em que a velocidade escalar € igual a velocidade inicial vy, = v tg a:
mvg tg a
a=———:. (8.23)
qB

Enquanto as particulas descrevem um circulo no plano normal ao eixo, o plano
desloca-se a velocidade constante vy e 0 movimento resultante é uma hélice sobre
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um cilindro de raio a (Figura 8.10). Para calcular o passo, p, da hélice calculemos
o periodo de rotacdo do movimento circular uniforme:
2ra B 2mm

T = = —.
votga gB

O resultado ndo depende do angulo a. Apesar de as diversas particulas no feixe per-
correrem hélices de raios diferentes, todas elas completam uma volta exactamente
no mesmo tempo T, regressando ao eixo x.

Figura 8.10.: Movimento helicoidal de particulas com a mesma componente da
velocidade na dire¢do do campo B.

Como o movimento na dire¢do x € uniforme, com velocidade vy, a distdncia p a
que as particulas completam a primeira volta é

2mmvg

P="Yo 4B

A Figura 8.10 mostra o movimento de trés particulas: a particula 1 com uma
componente de velocidade inicial no sentido negativo de y, a particula 2 com
velocidade inicial na dire¢@o x e a particula 3 com uma componente da velocidade
inicial segundo y. Os dois circulos no plano yz representam as proje¢des dos
movimentos das particulas 1 e 3. A sec¢do transversal do feixe de particulas
aumenta a partir da origem, até um valor mdximo em x = p/2, diminuindo logo
até zero para x = p onde as particulas convergem.

8.5. Aplicacdes dos campos elétrico e magnético

As aplicacdes tecnoldgicas do movimento de particulas dentro dos campos elétrico
e magnético sao muitas. Existem diversos métodos de separacdo de particulas
baseados nos campos elétrico e magnético. Algumas técnicas de impressao usam
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campos elétricos para transportar as particulas de tinta. Um televisor e um monitor
de computador usam um feixe continuo de eletrdes para produzir a imagem; o
varrimento do ecrd, por parte do feixe de eletrdes, é controlado com precisdo por
meio de campos elétrico e magnético pulsatérios. O movimento de particulas
dentro dos campos elétrico e magnético é também usado para determinar a relago
carga-massa das particulas, permitindo descobrir novas particulas elementares em
colisdes a alta energia, nos aceleradores de particulas. Estudaremos com mais
detalhe quatro exemplos de aplicagdo dos campos elétrico e magnético.

8.5.1. Filtro de velocidades

Um dispositivo usado para filtrar particulas em movimento, com uma determi-
nada velocidade num feixe de particulas, consiste num par de campos elétrico e
magnético perpendiculares entre si e perpendiculares ao feixe (Figura 8.11).

Fe

L] ° [ ) [ ) °

v -

q e E

] ° ° o [ ]
> B
Fr

L] ° ° ° °

Figura 8.11.: Filtro de velocidades.

Para que uma particula no feixe consiga sair do filtro, a sua trajetéria devera ser
retilinea, e para que isso aconteca € necessdrio que a for¢a de Lorentz seja nula. A
forca elétrica e a for¢ca magnética t€ém sentidos opostos neste caso, de maneira que
a condi¢@o para o movimento retilineo é dada por

qvB = ¢E, (8.24)

a qual implica uma velocidade igual a

E
v=—| (8.25)

Apenas as particulas com esta velocidade conseguirdo atravessar o filtro, indepen-
dentemente do sinal e do valor da carga g. Consideremos, por exemplo, particulas
com carga positiva constante. Com os campos indicados na Figura 8.11, a forca
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elétrica serd para cima e igual para todas as particulas. A for¢a magnética, para
baixo, é diretamente proporcional a v. A forca magnética sobre as particulas lentas
(v < E/B), ndo serd suficiente para contrariar a forga elétrica, e a trajetéria das
particulas serd curva para cima. As trajetdrias das particulas rapidas (v > E/B)
serd curva para baixo. Se a carga for negativa, as particulas lentas serdo puxadas
para baixo e as particulas rapidas serdo puxadas para cima, mas as particulas com
v = E/B seguem a trajetoria reta.

8.5.2. Tubo de raios catodicos

A invencdo do tubo de raios catédicos permitiu ao inglés J. J. Thomson descobrir,
em 1897, a primeira particula elementar — o eletrdo. O tubo de raios catédicos
€ igual ao tubo usado nos osciloscépios e aparelhos de televisdo (Figura 8.12).
Uma f.e.m. g1 € usada para aquecer um filamento F (citodo) dentro do tubo onde
existe vdcuo. Quando se introduz uma segunda f.e.m. €2, que faz com que a placa
perfurada G (4nodo) tenha maior potencial do que o filamento, aparece um feixe
de raios entre o filamento e o 4nodo, chamados de raios catédicos. A grande
contribuicdo de Thomson foi descobrir que os raios catédicos sdo formados por
particulas subatémicas, todas elas com a mesma carga massica.

Figura 8.12.: Tubo de raios catédicos.

A maior parte dos eletrdes extraidos do cdtodo conseguem atravessar a placa G e
continuam com velocidade constante, v, na dire¢do do ecrd. A velocidade v dos
eletroes no feixe é devida a aceleracéo produzida pela diferenca de potencial entre
o catodo e o anodo. Como a acelerag@o € do cdtodo para o dnodo, a carga dos
eletrdes € negativa. Como o feixe nao € desviado pela ag¢do da gravidade, Thomson
concluiu que a massa do eletrdo devia ser muito pequena e propds um método para
calcular a carga méssica do eletrdo (m/e).

O método consiste em medir o desvio do feixe de eletrdes quando se introduz um
campo elétrico perpendicular ao feixe. Na Figura 8.12, a introdug¢ao da diferenga
de potencial g3 desvia os raios catddicos do ponto inicial O até ao ponto P no
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ecrd. A velocidade v dos eletrdes pode ser calculada introduzindo também um
campo magnético cruzado B de forma a fazer regressar o feixe ao ponto inicial
O, actuando como um filtro de velocidades. A carga méssica m/e é calculada em
funcdo de v, B, €3 e o desvio angular entre O e P. O facto de se obter um s6 ponto
P no ecri corrobora que todas as particulas do feixe (eletrdes) tém exactamente a
mesma carga massica.

8.5.3. Espetrometro de massa

No espetrémetro de massa, o campo magnético € usado para separar os elementos
que compdem um gés, de acordo com a sua massa atémica. Este método é
especialmente util quando se tém diferentes is6topos de um mesmo elemento?.

O gas entra dentro de uma cavidade no vazio — fonte de ides — onde é bom-
bardeado por um feixe de eletrdes (Figura 8.13). As colisdes entre os eletrdes
e 0 gds ionizam algumas moléculas do gés; se o feixe de eletrdes ndo tiver uma
energia muito elevada, a probabilidade deste arrancar dois ou mais eletrdes de uma
molécula é muito baixa e podemos admitir que todos os ides tém a carga elementar
e. Os ides sao acelerados fora da fonte; a velocidade com que os ides saem nao
depende da sua massa mas apenas da sua carga e da diferenca de potencial; temos,
assim, um feixe de particulas com velocidade constante ¥, mas massas diferentes.

Fonte de ides Campo
magnético |,

Figura 8.13.: Espetrémetro de massa e espetro de um gés.

O feixe de ides passa através de um campo magnético uniforme e perpendicular, B.

O raio de curvatura dos ides dentro do campo magnético depende da massa idnica
m; substituindo a carga dos ides na Equagdo (8.20), obtemos
my

r=—. (8.26)

205 isGtopos tém o mesmo nimero atémico mas diferentes massas atémicas; como as propriedades
quimicas dependem apenas do nimero atémico, ndo € possivel separar is6topos por meios quimicos.
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Modificando o médulo B do campo, o raio r pode ser ajustado até os ides com
uma determinada massa entrarem no detetor (Figura 8.13). Se o campo B for
produzido por um eletroiman, B é diretamente proporcional a corrente I, no
eletroiman; a corrente iénica /; no detetor, em fun¢do de /., apresenta varios picos
que correspondem as diferentes massas m dos componentes do gas. O valor de I,
onde aparece um pico € diretamente proporcional a massa atémica do elemento
correspondente. A altura dos picos é diretamente proporcional a concentracdo do
elemento dentro do gés.

8.5.4. Galvanometro

Como vimos no capitulo anterior, o dispositivo usado para medir correntes € o
galvanémetro. O tipo mais comum de galvandmetro consiste numa bobina que roda
a volta de um eixo, dentro de um campo magnético (Figura 8.14). Quando uma
corrente [ percorre a bobina, produz-se um momento magnético i diretamente
proporcional a corrente /. O campo magnético exerce sobre a bobina um momento
de bindrio igual a /7 X B.

Bobina

Momento magnético

Eixo

Figura 8.14.: Galvanémetro.

A rotacio da bobina opde-se uma mola em espiral que actua sobre ela; 0 momento
do bindrio produzido pela mola em espiral é diretamente proporcional ao dngulo
de rotacdo da bobina. Na posi¢cdo em que os dois bindrios se equilibram, a bobina
terd rodado um angulo que € diretamente proporcional a0 momento magnético e,
portanto, a corrente /. A medi¢ao do dngulo permite determinar o valor da corrente.
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Problemas

1. Um fio linear de cobre, de didmetro 2.59 mm e de comprimento 2 m, encontra-se
dentro de um campo magnético uniforme (B = 50 G) que faz um angulo de 60°
com o fio. Calcule a forga magnética sobre o fio quando se aplica uma diferenga
de potencial de 0.06 V entre os seus extremos.

2. Um feixe de protdes desloca-se com uma velocidade constante ¥, segundo o eixo
x. As particulas atravessam, sucessivamente, duas regiées I e II, caraterizadas
do seguinte modo: em I, existe um 1 campo magnético, Bie em II, coexistem
um campo de indu¢@o magnética, B,, eum campo elétrico, E=Ej J- Todos os
campos sdo uniformes nas regides em que foram definidos e anulam-se fora
delas. A interagdo gravitica ndo € significativa. Quais as condi¢des a que devem
obedecer os campos By e B, para que o feixe nao sofra qualquer perturbagdo no
seu movimento, enquanto atravessa as regides I e II? Se em vez de um feixe de
protdes, fosse um feixe de eletrdes, as condi¢des estabelecidas manter-se-iam?

X

3. Um protdo “navega” na atmosfera solar, a uma velocidade de 0.15 ¢, onde ¢ é
a velocidade da luz no vazio (ver Apéndice B). O protdo atravessa um campo
magnético uniforme de 0.12 T, formando um angulo de 25°. Calcule o raio do
cilindro que envolve a 6rbita helicoidal do protdo.

4. Considere uma bobina circular de 400 espiras e raio 0.1 cm, num campo
magnético uniforme de 0.3 T. Calcule o momento de bindrio mdximo sobre a
bobina quando a corrente for 92 mA.

5. Num filtro de velocidades os mdédulos dos campos magnético e elétrico sio 0.1
T e 0.2 MV/m, respetivamente.

(a) Qual deve ser a velocidade de uma particula para que ndo seja desviada ao
passar pelos campos?

(b) Qual é a energia que deve ter um protdo para passar através do filtro?

(c) E qual a energia de um eletrdo que sai do filtro? (As massas do eletrdo e do
protdo encontram-se no Apéndice C.)
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6.

Um ido de Mg, monoionizado, é acelerado por uma diferenga de potencial de
2 kV e descreve uma trajetdria circular no campo de indu¢do magnética de 50
mT de um espetroémetro de massa.

(a) Calcule o raio de curvatura da érbita do ido.

(b) Qual ser4 a diferenca entre os raios das 6rbitas dos ides dos isétopos 26Mg
e Mg no mesmo campo?

Em 1879, o fisico E. H. Hall descobriu que quando uma corrente atravessa uma
lamina condutora de largura x, dentro de um campo magnético perpendicular
a lamina, aparece uma diferenca de potencial V através da 1dmina como se
mostra na figura (efeito Hall). Demonstre que a diferenca de potencial é igual a
xIB/pA, em que p é a carga volumica dos portadores de carga e A a drea da
sec¢do transversal da lamina. Como se modificaria o resultado, se em vez de
uma lamina condutora tivesse uma lamina de germanio com portadores de carga
positivos?

Particulas de carga g e massa m sdo aceleradas, a partir do repouso, por uma
diferenca de potencial V e entram numa regido de campo de indu¢do magnética
uniforme B perpendicular & velocidade. Sendo r o raio de curvatura das drbitas
circulares, demonstre que r? é igual a 2mV/qB?.

A espira da figura € formada por dois arcos de raios r e ro (ro > r1), cada
um correspondente a um angulo 2¢, e dois segmentos radiais de comprimento
ro — r1. Existe um campo magnético C 6/r, onde C é uma constante e (r,0) sdo
as coordenadas polares. Calcule o momento de bindrio sobre a espira quando
esta € percorrida por uma corrente 7, no sentido indicado na figura.
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Respostas

1. 80.5k (mN).

2. 1§1 = Bq1, §2 =By, i1+ E/v I%, onde Bj, Bz, e E podem ser quaisquer fun-
¢oOes, nao necessariamente constantes. As condi¢des obtidas sao validas para
qualquer tipo de particulas.

3. 1.98m.

4. 3.47x10° N-m.

5. (a)2x10% m/s. (c) 1.82x 10718 J.
(b) 3.34 x 10715 J.

6. (a) 63 cm. (b) 2.6 cm.

7. Se os portadores de carga tivessem carga positiva, a diferenca de potencial de
Hall seria no sentido oposto ao indicado na figura.

9. T =CI(r1 — r2) sin ¢i.



9. Magnetostatica

Jean-Baptiste Biot (1774-1862)

Biot nasceu em Paris. Estudou na Escola Politécnica dessa cidade onde foi discipulo
de Monge. Entre 1797 e 1800 foi professor de matemdtica na Escola Central de
Beauvais, professor de fisica matemadtica no Collége de France onde, em 1809,
ocupou a cdtedra de astronomia. A matemdtica aplicada foi o seu campo de
investigacdo nas dreas da dtica, elasticidade, astronomia, eletricidade e magnetismo,
tendo feito algum trabalho mais abstracto na area da geometria. Colaborou com
Arago na medi¢ao do comprimento do arco do meridiano terrestre e na refragdo da
Iuz em gases. Estudou a polarizacio da luz ao atravessar uma solugdo quimica. Em
1820, com o francés Savart, deu o seu maior contributo para o eletromagnetismo
com o estudo do campo magnético produzido por cabos atravessados por corrente.
No campo da 6tica, foi um dos principais promotores da teoria corpuscular da luz.



170 Magnetostdtica

9.1. Lei de Biot-Savart

Como j4 foi dito no capitulo anterior, em 1820 o dinamarqués @rsted revolucionava
as ciéncias da eletricidade e do magnetismo com a descoberta da produgdo de
um campo magnético por meio de uma corrente elétrica. O fisico francés Arago
anunciou o descobrimento de @rsted em Paris, e construi o primeiro eletroiman
enrolando um fio que, ao ser percorrido por corrente, atraia pequenos pedagos
de ferro. Alguns dias mais tarde Jean-Baptiste Biot e Felix Savart, ao estudar
sistematicamente o campo produzido por um fio com corrente, encontraram uma
expressao matematica para o campo magnético em fungdo da corrente. Ampere
também se interessou pelo resultado de @rsted estudando simultaneamente, mas de
forma independente, a relacdo entre a corrente e o campo magnético, estudos esses
que o levariam a descobrir a existéncia de for¢as magnéticas entre fios atravessados
por corrente.

Em Londres, no ano de 1821, Michael Faraday também reproduzia e estendia a
experiéncia de @rsted, e com base nesta realizou uma série de experiéncias sobre a
rotacdo produzida por campos de indu¢cdo magnética sobre espiras, que serviriam
de base a inveng¢do do motor elétrico.

0)

Figura 9.1.: Vetores usados na lei de Biot-Savart.

A lei de Biot-Savart estabelece a equacdo do campo de indugdo magnética B
produzido num ponto P por um fio com corrente /, que escrita em notacéo vetorial
€ dada pela seguinte equagdo:

Ix(F-7"

B=kn | <

ds’|. .1

> —w

O vetor 7 é o vetor posi¢do do ponto P onde se pretende calcular o campo, 7’ é o
vetor que define os pontos do fio e o integral € um integral de linha ao longo do fio.
A constante magnetostatica k,, tem o seguinte valor experimental, no Sistema
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Internacional de unidades,

km =107" — . 9.2)

Este é um valor exacto, ja que € definido, e ndo medido experimentalmente; na
préxima sec¢@o voltaremos a este ponto. A Equagdo (9.1) é semelhante a equacdo
do campo elétrico produzido por um fio com carga linear A. A diferenca estd em
que a corrente / aparece em vez de A e o campo tem a dire¢do de Ix F-F)e
ndo a diregdo de (¥ — 7’); o campo produzido por um elemento infinitesimal de fio
ndo € um campo central e, como veremos, ndo é conservativo.

Exemplo 9.1
Calcule o campo magnético produzido por um fio retilineo com corrente /.

Convém escolher o eixo z ao longo do fio e usar coordenadas cilindricas. Para
um dado ponto P podemos escolher o plano xy sobre o ponto, de maneira que a
posic¢do de P, em coordenadas cilindricas, seja ¥ = R R e o elemento infinitesimal
de fio seja dz, na posicdo 7’ = z k; assim, temos:

onde 6 é o versor transversal, perpendicular a Rea k. Usando a lei de Biot-Savart
temos

Z2 R
‘)_ N , A
B =kl | e
21

O integral pode ser resolvido por meio da substituicdo trigonométrica z = R tg 87,
onde B’ € o angulo representado na Figura 9.2.

Figura 9.2.: Fio retilineo curto, com corrente /.
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Em fun¢do de B’ o integral é

A~ P2
S ka6
B= = f cos B'dp’,
-B1
e o resultado obtido é
=g kml . . o
B = T(sm B1+sinB2)0 . 9.3)

Se o ponto P se encontrar sobre o eixo do fio, a expressdo anterior ndo podera ser
usada mas ¢ facil ver que o campo serd nulo.

As linhas de campo magnético sao circulos perpendiculares ao fio e com centro
nele (Figura 9.3). No caso de um fio retilineo muito comprido, ou em geral, quando
a distancia R € pequena quando comparada com a distincia aos dois extremos
do fio, os dngulos ;1 e B2 sdo aproximadamente iguais a 90° e, substituindo na
Equagdo (9.3), obtém-se B = 2k, I/R.

C

osh)

Figura 9.3.: Linhas de campo magnético de um fio retilineo.

De forma vetorial, a expressdo do campo B dum fio retilineo pode ser escrita

L 2%k
LY N3 9.4)
R

A equagdo anterior € valida inclusivamente para fios curtos, sempre que exista
simetria cilindrica e a corrente seja estaciondria, ja que, como veremos no Capi-
tulo 12, o factor adicional que aparece na Equagdo 9.3 € devido a corrente nao ser
estaciondria.

9.2. Forca magnética entre fios com corrente

Ja vimos, no capitulo anterior, que sobre um fio atravessado por corrente, um
campo magnético produz uma for¢a. Quando existem dois fios com correntes /7 e
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15, a corrente I no fio 1 produz um campo magnético By, de acordo com a lei de
Biot-Savart, o qual exerce uma forca Fi2 sobre 0 segundo fio; de igual forma, o fio
2 produz um campo magnético B> que actua no primeiro fio, com uma forca Fo
(Figura 9.4).

ds,

ds;

Figura 9.4.: Forca entre fios com correntes.

A forga, por unidade de comprimento, que o fio 1 exerce sobre o fio 2 é

= LxB, . 9.5)

O campo produzido pelo fio 1, na posi¢do de dss, € dado pela lei de Biot-Savart:

_, "Ix 12
Blzk !

dsy . 9.6)
Ay i

Substituindo na Equagéo (9.5) e integrando desde A5 até By, obtemos

B x (I, x 12
m%.mJJQX“X ) ds, dss . ©.7)

A1 A r12
Um caso simples é quando os dois fios sdo retilineos e paralelos; se os fios sdo
muito compridos, a Equacdo (9.3) constitui uma boa aproximagdo ao valor do
campo produzido por cada um dos fios. A forga sobre o fio 2, por unidade de
comprimento, obtém-se a partir das Equacdes (9.5) e (9.3):

Fio  2knhls |

b
Io r12

9.8)

o sentido da forca obtém-se facilmente usando a regra da mao direita e o resultado
¢ uma forga atractiva entre fios com correntes no mesmo sentido ou repulsiva para
correntes em sentidos opostos (Figura 9.5).
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(a) S = (b) = -
N OO o 0

Figura 9.5.: Forca magnética entre dois fios retilineos paralelos, com correntes.

A Equag@o (9.8) € usada para definir o ampere no Sistema Internacional de unidades,
em funcdo do newton e do metro, usando o valor 1077 N/AZ? para a constante
magnetostatica: um ampere € a corrente que deve circular por dois fios retilineos e
paralelos para se obter uma forga por unidade de comprimento de 2 X 10~7 N/m
quando a distancia entre os fios € de 1 metro. Assim, como foi referido na secgéo
anterior, o valor da constante magnetostatica é definido no Sistema Internacional
de unidades, de forma a obter uma unidade de corrente da ordem de grandeza das
correntes normalmente obtidas em experiéncias de eletricidade. O coulomb é uma
unidade auxiliar, definida como a carga transferida por uma corrente continua de 1
ampere durante 1 segundo e, portanto, o valor da constante de Coulomb ndo pode
ser definido devendo ser medido experimentalmente.

Exemplo 9.2

Os dois fios retilineos e paralelos da Figura 9.5(a) transportam correntes
de 3 A e 4 A e encontram-se separados por uma distancia de 5 cm (o
comprimento dos fios € muito maior do que 5 cm). Calcule a forca por
unidade de comprimento entre os fios. Em que ponto (ou pontos) o campo
magnético total € nulo?

A forga entre os dois fios é

F12_2km1112_2><10_7'3'4N'A2_48MN
I —d  5x102 A2.m = m '

Na regido entre os dois fios, os campos dos dois fios t€m sentidos opostos e,
portanto, existe um ponto P no qual o campo total é nulo (Figura 9.6). No ponto P,

2k 2k 1o
= = by = ——,

X1 X2

1

em que x; e xg sdo as distincias de P aos fios percorridos por correntes de 3 A e
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4 A, respetivamente (x; + x2 = 5 cm). Podemos assim calcular x;:
I I I
—_— = Sl X1 =
L+ 1

X1 bem-—xg
O campo € nulo no ponto sobre o segmento que une os fios, a uma distancia de
2,1 cm do fio que transporta 3 A.

S5cm~2.1cm.

Figura 9.6.: Linhas de campo magnético de dois fios com correntes paralelas, para
fora do papel.

9.3. Lei de Ampeére

O integral de linha do campo elétrico, ao longo de qualquer percurso fechado C, é
igual a zero como demonstramos no Capitulo 4. Isto é consequéncia de o campo
elétrico ser conservativo.

O campo magnético néio é conservativo, jd que existem linhas de campo magnético
fechadas, ao longo das quais o integral do campo ndo € zero. Por exemplo, no caso
do campo produzido por um fio retilineo, se a curva fechada for um circulo C com
centro no fio e perpendicular a ele, o campo magnético sera tangente a C e estara
dirigido sempre no mesmo sentido, de maneira que o integral de linha do campo
magnético ndo serd nulo:

gSE- a7 = BgS ds = 27rB . 9.9)
C C

Em geral, o valor do integral de linha do campo, ao longo de uma curva fechada é
proporcional a corrente que passa através da curva, como demonstraremos a seguir.
Consideremos qualquer percurso fechado C em torno do fio. Em coordenadas
cilindricas, com o eixo z sobre o fio (Figura 9.7), o deslocamento diferencial é

df= dRR+RdO6 + dzk . (9.10)

O campo magnético do fio € dado pela Equacdo (9.4), com IxR=1I6,e0 integral
de linha do campo é

gSE- dfzzkmlnge. 9.11)
C C
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Figura 9.7.: Deslocamento diferencial em coordenadas cilindricas.

Para o percurso fechado C, se o fio estiver dentro de C, o integral de d6 serd igual
a 2m; mas, se o fio estiver por fora da curva C, o Angulo 6 aumenta num certo valor
e logo diminui na mesma quantidade, dando um resultado total igual a zero. Logo,
para um fio muito comprido e qualquer percurso fechado:

S 4k I, fio dentro de C
gSB-dfz v o dentro de ©.12)
C

0, fio fora de C.

No resultado anterior a curva C ndo tem que ser plana nem perpendicular ao fio.
O importante é que seja fechada, dando uma volta em torno do fio'. E de salientar
também que a curva foi percorrida no mesmo sentido do campo, ou seja, no sentido
positivo definido pela corrente /; se a curva fosse percorrida no sentido oposto ao
sentido definido por 7 segundo a regra da mao direita, o campo estaria na direcéo
oposta ao versor transversal 6 e o resultado anterior teria um sinal negativo.

Quando existem varios fios com correntes, os fios que ndo passam através da curva
C ndo contribuem para o valor do integral de linha do campo, enquanto que cada fio
com corrente I, que passa através de C aumenta o valor do integral em +4xk,I,,,
dependendo do sentido da corrente. Este resultado € designado por lei de Ampere:
o integral de linha do campo magnético, ao longo de uma curva fechada C, € igual
a 4k, vezes a corrente total /¢ através da curva C, considerada como positiva
segundo o sentido da regra da mao direita:

(9.13)

gié’. A7 = Ak, Io
C

O lado direito também costuma ser escrito como pp/c, onde a constante (g, igual
a 4rky,, € a permeabilidade magnética do vazio.

Como veremos no préximo capitulo, a lei de Ampere € realmente valida apenas na
auséncia de campos elétricos varidveis. Neste capitulo consideraremos unicamente
campos eletrostaticos nos quais a lei é valida.

ISe a curva C déd n voltas ao fio antes de regressar ao ponto inicial, vé-se facilmente que o resultado
do integral de linha de B serd 4nmkpy, 1.
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A lei de Ampere pode usar-se para calcular o campo magnético em sistemas simples
com alguma simetria, de forma semelhante a da lei de Gauss no caso do campo
elétrico. Para que a lei de Ampere seja ttil para calcular o campo, € necessdrio que
existam curvas fechadas onde o campo seja tangente e de médulo constante, como
veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 9.3
Calcule o campo magnético produzido por um fio cilindrico, de raio a, com
corrente / distribuida uniformemente dentro do fio.

Por simetria, o campo magnético deve ser tangente aos circulos concéntricos e
perpendiculares ao fio (Figura 9.8). Ao longo de um desses circulos, de raio r, o
integral de linha do campo é

a r

Figura 9.8.: Linhas de campo magnético de um cilindro de raio a com distribui¢do
uniforme de corrente e grafico de B em fungdo de r.

Usando a lei de Ampere, obtemos

SBE' A7 = drky IG .
C

Comparando as duas equagdes concluimos que:

2kl
- ==,

B

Se o raio do circulo C for maior que o raio do cilindro, a corrente através de C serd
exactamente igual a /. Mas no caso de um circulo com raio r < a a corrente /¢
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dever4 ser calculada como o produto entre a densidade de corrente J = I/ma® e a
drea do circulo C, A = nr2. Obtemos assim:

I, r>a
Ic = 2
—21 , r<a,
a
e, por conseguinte, 0 campo sera
2k 1
o rza
-
B =
2k 1
5 r<a
a

A Figura 9.8 mostra o grafico do médulo do campo magnético, em func¢do da dis-
tancia ao eixo do cilindro, r. No interior do cilindro, o campo aumenta linearmente
em fungdo de r, até um valor maximo 2k, //a; fora do cilindro, o campo diminui
inversamente proporcional a 7 e o resultado é o mesmo que obtivemos para um fio
ideal (raio nulo), usando a lei de Biot-Savart.

9.4. Linhas de campo magnético

As linhas de campo magnético verificam as seguintes propriedades:
e As linhas sdo sempre continuas e fechadas;

e As linhas de campo magnética ndo podem convergir ou divergir num ponto,
isto é, ndo existem monopo6los magnéticos (pélos magnéticos isolados);

e Em pontos onde o campo magnético é diferente de zero, as linhas de campo
magnético ndo se podem cruzar. Num ponto onde B = 0, existem linhas
a entrarem e a sairem do ponto; o nimero de linhas que entra € igual ao
nimero de linhas que sai.

Quando as linhas de campo magnético sdo planas, assemelham-se as curvas equipo-
tenciais num plano. As linhas de dois fios retilineos e paralelos sdo perpendiculares
aos fios e encontram-se sobre planos perpendiculares aos dois fios. Perto de cada
fio, as linhas sdo aproximadamente circulos na dire¢do definida pela regra da mao
direita. O caso em que as correntes t€m o mesmo sentido ja foi ilustrado na Fi-
gura 9.6: as linhas perto de cada fio sdo aproximadamente circulos. Entre os dois
fios os circulos correspondentes aos dois fios t€ém sentidos opostos; isto implica
uma mudanga no sentido do campo e, necessariamente, a existéncia de um ponto
intermédio onde o campo seja nulo (P na figura). Nesse ponto, entram e saem duas
linhas de campo magnético.

Quando as correntes t€ém sentidos opostos, entre os dois fios, os circulos corres-
pondentes as linhas de campo magnético dos dois fios apontam na mesma dire¢ao;
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se os valores das correntes forem os mesmos, o desenho das linhas devera ser
simétrico, como se mostra na Figura 9.9a.

@) (b)
_1 A
C @

Figura 9.9.: Campo magnético de dois fios com correntes opostas. No caso (a) as
correntes tém a mesma intensidade.

Quando uma das correntes € maior, a corrente total serd diferente de zero. Isto
implica que, visto de longe, o sistema assemelha-se a um dnico fio com corrente
I, — Is, no sentido da corrente maior. Consequentemente, longe dos fios as linhas de
campo magnético sao circulos orientados no sentido definido pela corrente maior;
estes circulos t€ém sentido oposto aos circulos na proximidade do fio com a menor
corrente e, portanto, existe um ponto de campo nulo por fora do segmento entre as
duas correntes e mais perto da corrente menor (Figura 9.9b).

No caso de trés fios paralelos podem existir um ou dois pontos de campo nulo,
consoante os valores das correntes e as distancias entre os fios. A Figura 9.10
mostra dois exemplos nos quais existem dois pontos de campo nulo.

+1AO<Q +1

Figura 9.10.: Campos magnéticos de trés fios retilineos e paralelos com corrente.
O sinal positivo indica corrente para fora do papel.
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As linhas de campo de um sistema de fios retilineos s@o idénticas as curvas equi-
potenciais de um sistema de fios infinitos com carga linear uniforme. Os campos
das Figuras 9.6, 9.9 e 9.10 sdo semelhantes as curvas equipotenciais dos sistemas
de fios paralelos com cargas lineares (4, 1), (4,—1) e (11,42, 13), respetivamente,
sobre um plano perpendicular aos fios. No entanto, as linhas de inducdo sdo
verdadeiras curvas, orientadas num sentido, enquanto que as equipotenciais sdo
realmente superficies fechadas.

9.5. Bobinas

Um solenéide € um fio metélico enrolado em hélice (Figura 9.11). Nas bobinas,
o fio é enrolado de forma mais compacta, de forma que todas as voltas do fio
podem ser consideradas como espiras planas, todas com a mesma drea. A corrente
I também € igual em todas essas espiras.

> S

Figura 9.11.: Solenéide e bobina.

No interior de uma espira (Figura 9.12), os campos magnéticos produzidos pelas di-
ferentes parte da espira refor¢am-se, enquanto que por fora dela o campo produzido
por um segmento € contrariado pelo campo do segmento no lado oposto. As linhas

(@) (b) % i

Figura 9.12.: Campo magnético de uma espira (a) e de uma bobina (b).
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de campo magnético de uma espira, no plano que corta a espira perpendicularmente
ao meio, sdo semelhantes as equipotenciais de um dipolo elétrico, no plano desse
dipolo.

Num plano que passa pelo eixo de uma bobina reta, as linhas das espiras sdo
semelhantes as equipotenciais de muitos dipolos, em que as cargas positivas estdo
aglomeradas numa segmento de reta paralelo ao eixo da bobina e as cargas negativas
estdo em outro segmento de reta paralelo, no lado oposto do eixo. Ou seja, as linhas
de campo magnético sdo semelhantes as curvas equipotenciais de um condensador
plano, no plano que corta as armaduras perpendicularmente ao meio.

Como tal, as linhas de campo magnético no interior de uma bobina reta sio
aproximadamente retas paralelas (campo magnético uniforme), sendo possivel
aplicar a lei de Ampere para calcular o médulo do campo (Figura 9.13).

A X B

L

Figura 9.13.: Percurso usado para calcular o campo no interior de uma bobina
reta, usando a lei de Ampere.

O integral de linha do campo B ao longo dos lados BC e DA ¢ nulo, pois o campo
€ perpendicular aos lados; no lado AB, podemos assumir B=~0, ja que as linhas
de campo magnético estdo muito afastadas. Assim sendo, o integral de linha do
campo ao longo do retangulo ABCD é:

gSE- d7 = Bx . (9.14)
C

A lei de Ampere conduz entdo a
Bx = polc, (9.15)

onde I € a corrente total em todas as espiras no interior do retangulo ABCD. Se o
nimero total de espiras na bobina for N e o seu comprimento L, admitindo que
as espirar estdo espacadas uniformemente, o nimero de espiras que atravessa o
retangulo é iguala N x/L e Ic = N x I/L. Ou seja, o médulo do campo magnético

5=t 016

S
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onde n = N/L € o nimero de espiras por unidade de comprimento. Lembre-se que
este resultado € uma aproximagao, que serd melhor no centro do bobina. O campo
produzido por uma bobina reta é semelhante ao campo magnético de um fman com
a mesma forma da bobina. As bobinas usam-se para construir eletroimanes, com
um material ferromagnético no centro, para aumentar o campo (num material ferro-
magnético, na equagdo 9.16 deve substituir-se  pela permeabilidade magnética
do material, que € superior a u). Sao também usados como indutores nos circuitos
elétricos, como serd explicado no préximo capitulo.

9.6. Equacées fundamentais da magnetostatica

A lei de Ampere (9.13) pode também ser escrita de forma diferencial; usando o
teorema de Stokes (4.30), podemos substituir o integral de linha por um integral de
superficie:

ﬂ(% x B) - dA = polc 9.17)
S

onde S é uma superficie com fronteira em C. A corrente I € a corrente através da
curva C, a qual pode ser calculada integrando a densidade de corrente J sobre a
superficie S; assim, a equacdo anterior pode ser escrita na seguinte forma:

ﬂ[ﬁxé—yoﬂ-dffzo. (9.18)
S

Para que esta equacdo seja valida em qualquer superficie S, orientada em qualquer
direcdo, serd necessdrio que o termo dentro do integral seja nulo:

VxB=uyl|. (9.19)

Esta € a forma diferencial da lei de Ampere e constitui uma das equacdes funda-
mentais da magnetostética, relacionando o campo magnético em qualquer ponto,
com a densidade de corrente. Como vimos no caso da eletrostatica, o rotacional
ndo ¢é suficiente para definir um campo vetorial; é preciso também conhecer a sua
divergéncia.

Nao existem nunca pontos onde come¢am ou terminam linhas de campo magnético
em todas as dire¢des. Isso implica que nas superficies fechadas o fluxo magnético
que entra por uma sec¢do da superficie € igual ao que sai pelo resto da superficie.
Assim, o fluxo magnético através de qualquer superficie fechada é sempre nulo:

@SE. dA=0. (9.20)
S

Aplicando o teorema da divergéncia, conclui-se que, em qualquer ponto, a diver-
géncia do campo magnético B € nula:

V.-B=0]. 9.21)
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As Equagdes (9.19) e (9.21) definem o campo Bem qualquer ponto dentro de uma
regido onde s@o conhecidas algumas condi¢des fronteira.

9.7. Campo magnético dentro da matéria

As particulas elementares, e em particular os eletrdes, t€ém um momento magnético
intrinseco préprio de cada tipo de particula, chamado spin; os eletrdes num atomo
t&ém também um momento magnético orbital, devido ao seu movimento no atomo.
Os protdes e neutrdes no nicleo também t€m spin, mas 0 momento magnético
deles € muito menor do que o momento dos eletrdes. Uma particula com momento
magnético comporta-se como um pequeno iman orientado na dire¢do do momento.

Dentro de um campo magnético externo, os momentos magnéticos dos dtomos
ou moléculas tendem a alinhar-se na direcdo do campo. No entanto, o campo
também induz correntes, na direcdo que produz um campo induzido oposto ao
campo externo. Existem, assim, dois efeitos opostos: o alinhamento dos momentos
atémicos ou moleculares na dire¢dao do campo determina uma forga atractiva na
dire¢do da fonte externa do campo; por outro lado, os momentos induzidos sdo
opostos ao campo externo, € determinam uma forga repulsiva. Dependendo do
valor dos momentos intrinsecos do material e do médulo do campo, um ou outro
efeito pode dominar.

Os eletrdes tém uma tendéncia para se agruparem em pares com spins orientados
em direcdes opostas. Cada par tem um momento magnético nulo; consequente-
mente, a maior parte dos 4&tomos com ndmero par de eletrdes t€m um spin total
nulo e sé apresentam o primeiro tipo de resposta a0 campo magnético: campo
magnético induzido, oposto ao campo externo que conduz a uma repulsdo num
campo externo. Este tipo de comportamento ¢ chamado diamagnetismo; os mate-
riais diamagnéticos identificam-se por serem ligeiramente repelidos por campos
magnéticos fortes, j4 que o campo induzido costuma ser muito fraco. A maior parte
das substéncias sdo diamagnéticas como por exemplo a dgua, o vidro, os plasticos
€ muitos compostos organicos.

Alguns elementos como o aluminio, o sédio, o oxigénio e a platina, possuem um
momento magnético intrinseco. Um campo magnético produz os dois fenémenos
de momentos magnéticos induzidos e alinhamento dos momentos magnéticos
intrinsecos na dire¢do do campo externo. Como o efeito diamagnético € bastante
fraco, o efeito dominante é o alinhamento dos momentos magnéticos na direcdo do
campo externo, e uma for¢a magnética atractiva: paramagnetismo.

O alinhamento dos momentos magnéticos nos materiais paramagnéticos ndo é
um efeito forte, pois é contrariado pelas vibracdes térmicas dos dtomos. Alguns
materiais chamados ferromagnéticos apresentam momentos magnéticos muito
mais elevados que podem ser alinhados de uma forma mais eficaz, dando origem a
campos intrinsecos elevados que persistem mesmo depois de desaparecer o campo
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externo; os imanes naturais sdo constituidos por este tipo de materiais. Nos materi-
ais ferromagnéticos, os dtomos estdo distribuidos numa forma que favorece o seu
agrupamento em dominios magnéticos: pequenas regides microscopicas formadas
por vdrios 4tomos com momentos magnéticos na mesma dire¢cdo. Os momentos
magnéticos dos dominios magnéticos sdo muito maiores que 0s momentos atémi-
cos e sdo assim menos susceptiveis de serem alterados pelas vibragdes térmicas.
Contudo, existe uma temperatura elevada, conhecida como temperatura de Curie,
acima da qual o alinhamento dos dominios magnéticos € destruido, por exemplo, a
temperatura de Curie do ferro € 770 °C, que é mais baixa do que a sua temperatura
de fusdo. As vibra¢des mecénicas fortes podem também conduzir a rutura dos
dominios magnéticos.

No caso do diamagnetismo e do paramagnetismo o campo induzido B; é sempre
diretamente proporcional ao campo externo By:

B; = XmBy . (9.22)

A constante de proporcionalidade, Xy, é a susceptibilidade magnética do ma-
terial, que pode ser positiva (paramagnetismo) ou negativa (diamagnetismo). O
campo total é:

E = EO + Ei =1+ Xm)g() . (923)

O campo magnético livre, By, € o campo produzido apenas pelas correntes livres,
Iy, sem incluir as correntes induzidas nos dtomos. A partir da lei de Ampere temos:

gSEO A7 = ol (9.24)
C

e usando a Equacdo (9.23), obtemos a lei de Ampere para o campo total dentro do
material:

B-dF
QSW = uolo . (9.25)
C m
A permeabilidade magnética?, i, do material define-se como
u=po(l+ X)) . (9.26)

O campo magnético H ¢ definido como o campo de inducao magnética, dividido
pela permeabilidade:

H=-B. (9.27)

==

A lei de Ampere nos meios diamagnéticos ou paramagnéticos é

gﬁﬁ- a7 =1Ip |. (9.28)
C

2 A constante pg = 47 x 1077 T - m/A é a permeabilidade magnética do vazio, onde X ,, = 0.
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Obviamente, a lei de Ampere na sua forma original continua a ser valida para B
em funcgdo da corrente total Iy + I;. Do ponto de vista pratico tem que se calcular
primeiro o campo H e, em fungdo dele, calcular a corrente induzida I;.

Problemas

1. Considere o fio representado na figura e calcule o campo magnético no ponto P,
o centro comum aos dois arcos semicirculares.

2. Trés fios paralelos t€ém correntes de 5 A, 3 A e 2 A como se mostra na figura.
Calcule gﬁ B - dF ao longo das trés curvas C1, Cy e Cs.

3. Trés fios retilineos, compridos e paralelos, estdo dispostos de tal modo que os
seus eixos formam um tridngulo equilatero de 5 cm de lado.

(a) Os fios sdo atravessados por uma corrente trlfaswa num dado momento
as correntes nos fios sao: IA = Ic =-10k Ae IB = 20k A. Calcule as
forcas, por unidade de comprimento, sobre os fios A e C.

(b) Considerando que no momento seguinte as correntes nos trés fios variam
de forma sinusoidal segundo as equagdes:
fA = Iy cos(wt — 21/3) k fB = Iy cos wt k fc = Iy cos(wt + 27/3) k
com Iy =20 Aew = 200xr s7!, calcule a for¢a, por unidade de compri-
mento, sobre o fio A.

>0

B 5ctm ¢ X
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4. A figura representa o corte transversal de um sélido cilindrico, muito comprido,
de raio @ = 6 cm e com uma cavidade cilindrica de raio » = 2 cm. No cilindro
flui uma corrente de densidade uniforme, J = 127 A/ m?2, dirigida para dentro
da folha de papel. Calcule o campo magnético no ponto P na posi¢do —817 (cm),
usando a lei de Ampere e o principio de sobreposicio.

y/cm
X X
P br2
8 6 x/cm
x a X

5. A figura mostra as linhas de campo magnético de um fio com corrente, dentro
de um campo magnético uniforme Beyy; 0 fio € perpendicular a folha e os eixos
y e z foram escolhidos sobre o plano da folha.

(a) Escreva o versor na direcdo do campo externo, usando o sistema de eixos
dado.

(b) Escreva o vetor unitdrio na direcao da corrente no fio.
(c) Calcule e represente o vetor unitdrio na direcdo da forca sobre o fio.

(d) Considerando que I = 0,5 A e se a for¢a sobre o fio, por unidade de
comprimento, for de 2 X 107 N/m, calcule a distancia até ao ponto P.

_—/_’/_\
z

30°

g
__—M/P\h

—//————\

6. Considere dois fios de cobre, retilineos e paralelos, de 60 cm de comprimento,
distanciados de 9 cm e com raios de 2 mm e 3 mm. Calcule o valor da forca
magnética entre os fios quando cada um deles for ligado a uma f.e.m. de 1,5 V.
(Use o valor da resistividade do cobre a temperatura ambiente: 17 nQ - m.)
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7.

10.

11.

Os dois fios representados na figura sdo muito compridos e cada um transporta
uma corrente de 3 A. Um dos fios e o ponto P encontram-se sobre o plano xy,
enquanto que o outro fio se encontra num plano paralelo a xy mas 5 cm acima
deste (z = 5). Calcule o valor do campo vetorial Bno ponto P com coordenadas
x=-1m,y=2z=0.

3A
7

1m 30

P 300

™
3A

Um anel supercondutor de 5 cm de raio, transporta uma corrente de 4 A. Calcule
o vetor de campo magnético, B, no centro do anel.

Um condutor cilindrico comprido e de raio R, é percorrido por uma corrente /
de densidade uniforme J = I/xR2. Calcule o fluxo magnético por unidade de
comprimento através da drea sombreada na figura.

R

Um fio cilindrico de cobre, de raio a, conduz uma corrente /. A corrente esta
distribuida de forma ndo-uniforme, com J diretamente proporcional a distincia
ao eixo do fio. Calcule o campo de indug¢do magnética B dentro e fora do fio,
usando a lei de Ampere. Desenhe o grifico de B em funcdo da distancia ao eixo
do cilindro.

Uma espira quadrada com arestas iguais a d € percorrida por uma corrente /.
Calcule o campo magnético no centro da espira.
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Respostas

10.

11.

1 1
kI | — — — |, para fora da folha.
Ri R

2,5 uT-m, 2,5 uT-me 0.

(a) Fa/la = Fo/lc = (0.67 + 0.3464 j) (mN/m).

(b) Fa/la = 0.8V3 cos(wt - n/3) [cos(wt - 7/6) i - sin(wt - 7/6) j| (mN/m).
(9.39x 10737 + 3.22 x 1076 j) (T).

(@) -V3/2j+1/2k. (c) =1/2j - V3/2k.
(b) 1. (d) 2,5 mm.

10,25 N.

. (=59.471—102.9j + 2388.1 k) (nT).

(50,3 k) uT.

B=—, r>a
onde . € a permeabilidade magnética do cobre.



10. Inducao eletromagneética

Joseph Henry (1797-1878)

Henry nasceu em Albany, nos Estados Unidos da América. Estudou na Academia
de Albany onde acabou por ser contratado como professor de filosofia natural.
Durante o Verdo, transformando a sala de aulas em laboratério, investigou e
descobriu o fenémeno de indugdo eletromagnética. Os seus trabalhos sé foram
publicados quando Faraday, do outro lado do oceano e simultaneamente, chegava as
mesmas conclusdes. Em 1832 foi contratado pela Universidade de Princeton. Foi
o diretor da Smithsonian Institution em 1846, aquando da sua fundagdo. Descobriu
a auto-indugdo em circuitos elétricos, trabalhou no envio de sinais elétricos a
distancia e explicou as bases para a criacdo de transformadores. Apesar do seu
&xito profissional, muitas das suas descobertas passaram despercebidas na época
talvez por utilizar uma metodologia qualitativa, recorrendo raramente a matematica
nos seus artigos.
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Depois de se estabelecer, no ano de 1820, a corrente como fonte de campos
magnéticos muitos investigadores tentaram produzir correntes elétricas a partir
do campo magnético. A ideia era que se uma corrente elétrica produz um campo
magnético, o processo inverso poderia também ser factivel. Muitas experiéncias
foram feitas com o objetivo de se medir a diferenca de potencial de um fio dentro
de um campo magnético, mas em vao. O americano Joseph Henry pensou que o
fracasso das experiéncias podia ser devido ao facto de se usar o campo magnético de
um iman e nao o campo produzido por outra corrente; Henry realizou a experiéncia
com um eletroiman e encontrou o seguinte e surpreendente resultado: no preciso
instante em que o eletroiman era ligado ou desligado da fonte, aparecia uma
diferenga de potencial no fio; depois de o eletroiman ter sido ligado, o campo
magnético permanecia constante e a diferenca de potencial no fio desaparecia.

O fenémeno que Henry observou é chamado indugfo eletromagnética. Infeliz-
mente Henry nfo tinha ainda divulgado os seus resultados, quando, em 1831,
Faraday descobriu o mesmo fenémeno publicando os seus resultados num jornal
cientifico. Faraday ndo era muito inclinado para a matematica, sendo por vezes
criticado pela sua falta de rigor matemético, mas o seu sentido prético permitiu-lhe
conceber uma interpretag¢@o da forca eletromagnética fora dos moldes da mecénica
newtoniana e que seria desenvolvida com maior rigor por William Thomson, Stokes
e Maxwell. Faraday interpretava a interago eletromagnética em funcdo de linhas
de campo magnético e considerava a inducao eletromagnética como o resultado da
perturbacdo destas linhas.

10.1. Lei de Faraday

Um iman em movimento, perto de uma espira metdlica, produz uma corrente
induzida ao longo da espira, como se esta tivesse sido ligada a uma f.e.m. Outro
caso onde aparece indugdo eletromagnética € num circuito que se encontra perto
de um eletroiman com corrente varidvel e, portanto, campo magnético varidvel.
Em geral, sempre que varia o fluxo magnético, através da superficie delimitada por
um circuito, aparece uma f.e.m. induzida no circuito. O valor da f.e.m. induzida é
dado pela lei de Faraday:

€= _do , (10.1)
dr
onde @ é o fluxo do campo magnético, através do circuito. O sinal negativo é
simplesmente para indicar que a forga eletromotriz induzida é sempre oposta a
variacdo de @, e pode ser omitido ji que, de qualquer forma, para determinar o
sentido da f.e.m. induzida serd necessario usar a chamada lei de Lenz: a forca
eletromotriz e a corrente induzidas, tém a dire¢do correspondente a um campo
induzido B que produz um fluxo oposto a variagdo do fluxo externo. Dito por outras
palavras, se, por exemplo, o fluxo magnético externo diminui, deverd aparecer um
fluxo induzido na mesma direcio do fluxo externo; a dire¢do do fluxo induzido € a
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direcdo do campo magnético induzido no circuito; usando a regra da mao direita,
determina-se a direcdo da corrente induzida e com ela a sentido da f.e.m. induzida.
Se o fluxo externo aumenta, o fluxo e o campo induzidos serdo opostos ao campo e
fluxo externos.

Tlustraremos esta lei por meio de um exemplo: um iman € deslocado na direcao de
uma espira metdlica, como se mostra na Figura 10.1. Como o p6lo que estd mais
perto da bobina € o pdlo norte, o fluxo externo na bobina aponta para a direita;
a medida que o iman se aproxima da espira, o fluxo aumenta, ji que um maior
ndmero de linhas de campo atravessa a espira.

—
v

Figura 10.1.: Um iman a aproximar-se de uma espira induz corrente nela.

Segundo a lei de Lenz, o fluxo induzido serd neste caso oposto ao fluxo externo,
ou seja, para a esquerda; o campo magnético induzido aponta para a esquerda,
dentro da espira, e colocando o dedo polegar direito na direcdo do campo induzido,
vemos que a corrente induzida segue a direcdo indicada na Figura 10.1. Para
calcular a intensidade da corrente induzida, serd preciso calcular a derivada do
fluxo magnético (f.e.m. induzida) e dividir pela resisténcia da espira.

E de salientar que o campo externo sobre a espira comeca a enfraquecer quando
o poélo norte ja estd perto da espira, mas o nimero de linhas de campo que a
atravessa (e portanto o fluxo magnético) continua a aumentar até ao instante em
que metade do iman atravessa a espira; nesse instante, o fluxo comega a diminuir e
a corrente induzida muda de sentido. Neste caso, o fluxo do iman é sempre para a
direita, mas o que determina o sentido da corrente induzida ndo € a sua dire¢do,
mas sim o seu aumento ou diminuicao.

Exemplo 10.1

Uma espira metdlica com 0,25 m? de drea, perpendicular a um campo magné-
tico uniforme de 0,40 T, € retirada do campo durante um intervalo de tempo
de 200 ms. Calcule a f.e.m. induzida média.
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O fluxo magnético inicial através da espira é
®y=040-025T - m=0.10T -m.

O fluxo final € zero; calculando o valor médio da derivada obtemos a f.e.m. induzida
média:
_©®o-dr 010 T-m

At 0.200 =0.50 V.

Em

10.2. Gerador de corrente alternada

O principio de indugdo eletromagnética € aproveitado para gerar corrente alternada.
Neste caso, o campo magnético € constante, mas a superficie do circuito roda, o
que faz com que o fluxo magnético seja varidvel.

Campo magnético exter

Anéis colectores

Figura 10.2.: Gerador de corrente alternada.

Um gerador de corrente alternada é formado por uma bobina que roda em torno de
um eixo, dentro de um campo magnético constante (Figura 10.2). Por simplicidade,
assumiremos um campo uniforme. Os dois terminais da bobina estdo soldados a
dois anéis coletores que estdo em contacto com duas escovas, de forma a que a
corrente induzida na bobina possa ser aproveitada num circuito externo ligado as
escovas. O fluxo magnético através de cada espira da bobina é

® = A(B - ), (10.2)

onde A é a drea da bobina e 7 0 seu versor normal. Se o Angulo entre o versor 71 € 0
campo B for 6, o fluxo através da bobina serd

O =BAcosf . (10.3)



10.3 Indugdo em condutores em movimento 193

A bobina roda com velocidade angular constante, w; portanto, o dngulo 6 aumenta
wt durante o tempo ¢ e o fluxo em funcao do tempo é

O = BAcos(wt + ¢g) , (10.4)

onde a fase inicial ¢g € o angulo em ¢ = 0, medido em radianos.

A f.e.m. induzida em cada uma das espiras obtém-se a partir da lei de Faraday (10.1).
A diferenca de potencial entre as escovas € igual a soma de todas as f.e.m. induzidas
nas N espiras da bobina!:

do
V= NE = NBAwsin(wt + ¢q) ,
V = Wy sin(wt + ¢p) . (10.5)

A diferenca de potencial produzida pelo gerador de corrente alternada varia sinu-
soidalmente com a amplitude V; = NBAw. A frequéncia da tensdo elétrica é a
mesma frequéncia de rotacdo da bobina, e a tensdo é maxima quando a bobina se
encontra perpendicular ao campo magnético.

10.3. Inducao em condutores em movimento

Na seccao anterior vimos alguns exemplos de circuitos fechados nos quais apa-
recem correntes induzidas devidas a alteracdo do fluxo magnético no interior do
circuito. Uma diferenca de potencial induzida aparece também nos condutores em
movimento dentro de um campo magnético, sem ser necessdria a existéncia de um
circuito. Neste caso, ndo existe fluxo magnético varidvel através do condutor e a
diferenca de potencial induzida ndo pode ser calculada derivando o fluxo magné-
tico, mas € facil identificar a origem da indugao eletromagnética: a acumulagao
de cargas nos extremos, devido a for¢ca magnética sobre as cargas de conducgao.
Veremos, numa sec¢do posterior, que no caso de um circuito em repouso com fluxo
magnético varidvel existem também forgas sobre os eletrdes de condugdo.

Consideremos uma barra condutora de comprimento L que se desloca com veloci-
dade uniforme, perpendicular a um campo magnético constante B, como se mostra
na Figura 10.3. Os eletrdes de conducéo dentro da barra deslocam-se todos para a
direita, com velocidade V e, portanto, sobre eles actua uma forga magnética

F.=evB. (10.6)

Esta for¢ca induz acumulagdo de cargas positivas e cargas negativas nos pontos A
e B, respetivamente. As cargas acumuladas nos extremos produzem um campo

10utra forma usual de obter o mesmo resultado consiste em considerar a drea da bobina niio como
A mas N A ja que cada espira envolve uma drea A; o fluxo total através da bobina seria o fluxo
através da drea N A e a sua derivada daria diretamente o valor da f.e.m. total induzida.
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Figura 10.3.: Condutor em movimento dentro de um campo magnética. A direita,
campo induzido e for¢a elétrica num eletrdo de conducio.

elétrico E; dentro da barra, que actua sobre os eletrdes com uma forca elétrica F
oposta a for¢ca magnética. No estado de equilibrio, a forca eletrostatica F, = eE;
€ igual e oposta a for¢ca magnética; o campo induzido serd assim igual a vB.
Como a velocidade e o campo magnético sdo iguais em qualquer ponto da barra, o
campo elétrico induzido serd uniforme, e a diferenca de potencial induzida entre os
extremos do condutor serd

Va—-Ve =VvBL. (10.7)

O método usado para calcular a f.e.m. induzida na barra em movimento, podia
também ter sido usado na secc¢do anterior para calcular a tensdo de um gerador
de corrente alternada (Figura 10.2). Cada espira na bobina é formada por quatro
segmentos, indicados com os nimeros 1, 2, 3 e 4 na Figura 10.4. Em cada segmento,
o campo elétrico induzido serd igual e oposto a forca magnética sobre os eletrdes,
dividida pela carga do eletrdo:

E =-VxB, (10.8)
e a diferenca de potencial no segmento é

AV = j(§x§)~ d7 . (10.9)

Quando a espira roda com velocidade angular w, as velocidades dos segmentos
1 e 3 sdo wy/2, em que y é o comprimento dos segmentos 2 e 4. Ao longo dos
segmentos 2 € 4 o campo induzido é perpendicular a d7 e, portanto, ndo existe
diferenca de potencial®. O angulo entre a velocidade e o campo € 6, no caso do
segmento 3, e 180° — 6 para o segmento 1. A diferenca de potencial na espira é

AV:I%Bsin9d5+I%Bsin6ds. (10.10)
1 3

2Existe uma pequena diferenca de potencial ao longo da secgdo transversal, devido ao efeito Hall
(Problema 7 do Capitulo 8), mas esta nio produz corrente ao longo da bobina.
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Figura 10.4.: Espira a rodar dentro de um campo magnético uniforme.

Resolvendo a equacéo e considerando que a drea da espira é A = xy, obtemos

AV = ABwsin 6 . (10.11)

Multiplicando pelo nimero total de espiras, N, obtém-se a Equagdo (10.5). Visto
desta forma, a causa da tensdo nos terminais do gerador € a forca magnética que
actua sobre o gds de eletrdes na bobina; se a variacdo do fluxo magnético e a forca
magnética sobre os eletrdes livres num condutor em movimento fossem fendmenos
independentes, deviamos somar os dois efeitos para obter a forga eletromotriz
induzida. Mas ndo € assim e, como veremos mais a frente, estamos perante duas
interpretacdes de um mesmo fenémeno.

Considerando condutores em movimento, como temos feito nos exemplos desta
sec¢do, podemos pensar que a lei de Faraday ndo introduz nada de novo e a
expressdo da forga magnética introduzida no Capitulo 8 € suficiente para explicar o
fenémeno da indugdo eletromagnética. No entanto, a situagdo é mais complicada ja
que existe também indug¢do eletromagnética mesmo quando ndo existe movimento.
Um exemplo € a experiéncia de Henry, na qual uma corrente induzida aparece num
circuito no instante em que um eletroiman € ligado ou desligado de uma fonte;
neste caso, nao existe movimento relativo entre o circuito e o iman.

Outro resultado experimental importante é o facto de a diferenca de potencial
induzida num condutor em movimento perto de um fman ser exactamente a mesma
no caso em que o {fman estd em repouso e o condutor em movimento, ou no caso
oposto, em que o circuito estd em repouso e o iman se desloca produzindo a mesma
velocidade relativa. No primeiro caso existe forca magnética sobre os eletrdes no
circuito, enquanto que no segundo caso o circuito estd em repouso e nao existe
forca magnética.

Faraday conseguiu explicar todos estes casos de inducdo eletromagnética por
meio de um s6 principio, introduzindo o conceito de linhas de campo magnético.
Segundo Faraday, a origem da indu¢@o deve-se ao facto de o condutor ““cortar”
as linhas de campo magnético; e a diferenga de potencial induzida é proporcional
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ao ndmero de linhas cortadas, por unidade de tempo. O condutor em movimento
“varre” uma drea vL por unidade de tempo, e o “nimero de linhas” cortadas € o
nimero de linhas nessa drea, que € proporcional ao fluxo magnético através dela,
Bv L.

Quando o condutor estd em repouso e o campo magnético € deslocado com velo-
cidade —¥, 0 mesmo ndmero de linhas é cortado, dando origem & mesma f.e.m.
induzida. No caso do eletroiman, no momento em que € ligado a fonte, linhas
de campo magnético cortam o circuito entrando na sua drea interna. Em todos
estes casos existe sempre corte de linhas de campo magnético e a f.e.m. induzida é
proporcional ao nimero de linhas cortadas por unidade de tempo.

O conceito de linhas de inducdo, introduzido por Faraday, conquistou alguns
adeptos ao mesmo tempo que foi alvo de criticas pela sua imprecisdo matematica.
Maxwell desenvolveu uma teoria matematica das linhas de campo, dando maior
credibilidade a teoria de Faraday; a sintese de Maxwell permitiu-lhe apreciar o ele-
tromagnetismo numa forma unificada criando uma nova ciéncia (a eletrodinamica)
de imensa riqueza, tanto do ponto de vista fenomenoldgico como do ponto de vista
matematico.

Antes de estudarmos de uma forma mais precisa a relacio entre fluxos magnéticos
varidveis e condutores em movimento, vamos considerar mais um dispositivo que
aproveita a indugdo eletromagnética para produzir corrente, o qual pode ser anali-
sado usando o método introduzido nesta sec¢do para condutores em movimento.

10.4. Gerador de Faraday

O primeiro gerador eletromagnético foi inventado por Faraday em 1831. E um
dispositivo bastante simples que consiste num disco metélico, montado sobre um
suporte isolante, que se faz rodar dentro de um campo magnético perpendicular ao
disco (tal como esta representado na Figura 10.5).

Quando o disco roda com velocidade angular constante w, sobre os eletrdes de
conduc¢do actua uma forca magnética que os desloca na dire¢do radial. O desloca-
mento dos eletrdes de condugdo produz um campo elétrico induzido E; radial. No
estado estaciondrio, as forcas magnética e elétrica, sobre os eletrées de conducio,
sdo iguais e opostas. Em coordenadas polares, a velocidade de um eletrdo, que se
encontra a uma distancia r é

V=FrF+6rf. (10.12)

Como o campo Btema direcdo de keo campo induzido E; é radial, a forca de
Lorentz sobre o eletrdo serda

F = —e(E; + BOr) 7 + eBi 0 . (10.13)
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Figura 10.5.: Gerador de Faraday.

As equagdes de movimento sdo as seguintes:
. m .o .
E; + BOr = —(0°r-7), (10.14)
e

B = Z(r6 + 276) (10.15)
e

onde m € a massa do eletrdo. No estado estacionario, 7 = 0 = ¥, 8 = w € constante,
e o resultado obtido para o campo induzido é

E = %wzr — Bor . (10.16)
O primeiro termo ¢é devido a inércia dos eletrdes de conducgdo que faz com que
se acumulem na borda do disco quando este roda; o segundo termo € devido a
forca magnética sobre os eletrdes e o sinal negativo indica que a direcdo do campo
induzido € radial apontando para o eixo. Se a frequéncia de rotacdo fosse, por
exemplo, 60 rotagdes por minuto, o termo mw/e seria da ordem de grandeza
107! T, isto é, vdrias ordens de grandeza inferior ao valor tipico dos campos
magnéticos usados neste tipo de geradores. Assim, despreza-se o termo relativo a
inercia e admite-se que o campo induzido é igual a —Bw .

A diferencga de potencial entre a borda e o eixo obtém-se integrando o campo
induzido em ordem a r, desde O até ao raio do disco R:

R
1
VP—VQ=—wardr=—§BwR2. (10.17)
0
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O sinal negativo indica que o potencial no ponto P € menor do que o potencial no
ponto Q (Figura 10.5). Esta diferenca de potencial pode ser usada para manter uma
corrente continua num circuito ligado entre os pontos A e B.

10.5. Campo elétrico em referenciais em movimento

No Capitulo 8 aceitdimos como resultado experimental a proporcionalidade entre
a forca magnética e a velocidade, sem nos questionarmos sobre que velocidade
estdvamos a pensar: velocidade da particula relativa ao campo magnético ou do
campo em relacdo a esta? Ou serd a velocidade relativa a um “espacgo absoluto”?
Na resposta a estas questdes estd a base da compreensdo do fendmeno de indugad
eletromagnética.

Consideremos o caso de uma particula com carga g,que se desloca com velocidade
V em relagdo a um referencial R, onde existem um campo elétrico E e um campo
magnético B. A forca de Lorentz (Equacio 8.22) é

= -

F=qE+V¥xB). (10.18)

Do ponto de vista do referencial R’, que se desloca com a particula, a velocidade
da particula em relagdo a R’ é zero, ndo existindo for¢ca magnética; por outro lado,
como o campo magnético do referencial R se desloca com velocidade —V relativa a
R’, aparecerda um campo elétrico induzido no referencial R, que vai modificar o
campo elétrico total E’ medido em R’. Sobre a particula actua uma forga elétrica

F' = qE" . (10.19)

Se a velocidade € constante, o referencial R’ € inercial (as leis de Newton sao
vélidas nesse sistema) e por conseguinte a forca nos dois referenciais devera ser a
mesma3 (F’ = F), o que implica a seguinte relacio entre os campos:

- (1020)

O campo elétrico no referencial em movimento € uma mistura dos campos elétrico
e magnético no referencial no qual tem lugar esse movimento. Assim, os campos
elétrico e magnético sdo duas partes do mesmo campo, jd que o que parece ser
um campo magnético num referencial aparece como campo elétrico num outro
referencial. Na Equagdo (10.20), os trés campos s@o calculados no mesmo ponto 7
€ no mesmo instante .

Uma forma conveniente de definir um sistema de eixos no referencial R’ consiste
em escolher os mesmos eixos e a mesma origem O do referencial R, num instante

3Realmente, existe outra forca de origem ndo eletromagnética que garante o movimento uniforme,
mas esta, como se sabe, € igual nos dois referenciais.
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que definimos como ¢ = 0. Em ¢ > 0, a origem O’ do referencial R’ estard na
posicéo tv e os eixos x’, y’ e z’ serdo paralelos aos eixos x, y e z do referencial R
(Figura 10.6). Os vetores de posi¢do, 7 e 7/, de um ponto nos referenciais R e R’,
respetivamente, verificam a equagao

PP . (10.21)

Figura 10.6.: Referencial R’ em movimento com velocidade V.

Consideremos agora um campo vetorial qualquer F(7,1) no referencial R. O campo
num ponto 7’ no referencial R’ é definido por

F'(xX, Y250 = F(X + v,y +1vy, 2 +1v,0) ; (10.22)

assim, a variagdo do campo F’ sera devida tanto a variagdo explicita do campo F,
como ao deslocamento relativo entre os referenciais. A derivada parcial do campo
F’,emordemat, é

OF' 9F =~ OF  OF  OF

= —+Vx—FVy— +V,—; 10.23
ar ot Xax oy ez (10.23)
e usando o operador nabla obtemos
OF OF -
=—+F-V)F. 10.24
% - TV ( )

Esta derivada do campo F é chamada derivada convetiva. Usando a propriedade
distributiva do produto vetorial (Apéndice A) temos

VX@XF)=%(V-F)=F(NV- %) +(F-V)¥-(F V)F. (10.25)

O segundo e terceiro termos sdo nulos, pois a velocidade ¥, com que se desloca o
referencial em movimento, € igual em todos os pontos e as suas derivadas em x, y
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e z sdo nulas. Substituindo em (10.26) obtemos

OF OF o - o . o
5 _E+V(V-F)—VX(VXF), (10.26)

onde V € considerado constante no tltimo termo. A posi¢do 7 de qualquer ponto
que se desloca com R’ aumenta V¢ durante o tempo ¢, logo 87/0¢ é igual a V, e a
derivada convetiva (10.23) pode também ser escrita na seguinte forma:

0 _OF 0x0F avoF ox0F _ aF

or or orox ooy ooz

(10.27)

10.6. Forma geral da lei de Faraday

A lei de Faraday pode ser escrita numa forma geral, independente dos circuitos.
Consideremos o circuito C da Figura 10.7; no caso (a) o circuito estd em repouso
e segundo a lei de Faraday a variagdo do campo magnético produzird uma f.e.m.
induzida igual a

0B -
€= —fsfg- da . (10.28)
O sentido positivo de ¢ foi definido na Figura 10.7 em fun¢do do versor normal
escolhido. O sinal negativo na equagdo anterior indica o sentido correto da f.e.m.

induzida. Temos admitido que a forma do circuito € fixa, e por isso a Unica causa
possivel da variag@o do fluxo € a variacdo do campo em funcio do tempo.

(@) & (b) &

c C

Figura 10.7.: Circuitos em repouso (a) e em movimento (b).

Consideremos agora o caso (b) na Figura 10.7, em que o circuito se desloca
com velocidade V. A Equagio (10.28) tem que ser valida no referencial que se
desloca com o circuito, ja que nesse referencial o circuito estd em repouso, logo
se B’ for o campo magnético observado no referencial em movimento, a f.e.m.

induzida no circuito é .
’ aB, 7
& = —fsf CdA (10.29)

ot
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onde o integral é calculado sobre a superficie S em repouso. Usando a derivada
convetiva, Equacdo (10.26), e lembrando que a divergéncia de campo magnético B
é zero em qualquer ponto, obtemos

’ _ ag < - 3 xr
e _—fsj[EJrvX(va)]- da’, (10.30)

e, aplicando o teorema de Stokes obtemos, finalmente,

g = —ﬂ%—?- dﬁ'+g§(vx§)- ar’|. (10.31)
S C

Esta € a lei de Faraday, escrita numa forma bastante ttil do ponto de vista pratico.
Quando ndo existe deslocamento relativo entre o campo e o circuito, o segundo
termo € zero e s6 € preciso calcular o integral de superficie; quando o campo
for constante num referencial, o primeiro termo € nulo e a velocidade ¥ serd a
velocidade do circuito, relativa ao referencial onde o campo € constante, e obtemos
a Equacdo (10.9).

A derivada convetiva na Equacao (10.28) pode também ser substituida pela Equacao

(10.27): )
s’z—ﬂ%~ dK':—%HE- dA . (10.32)
S S

O ultimo integral é calculado na superficie S em movimento, e € igual ao fluxo
através do circuito C em movimento, e a derivada total do fluxo depende tanto das
variacdes do campo B como do movimento do circuito. Este dltimo resultado é
a forma (10.1) da lei de Faraday, com a qual inicidmos o capitulo, € que, como
acabamos de mostrar, € equivalente a Equacdo (10.31) quando o circuito C mantém
a sua forma constante.

A f.e.m. induzida &’ é medida no referencial que acompanha o movimento do
circuito C, isto é, onde aparece corrente induzida. A diferenca de potencial induzida
no circuito € igual ao integral de linha do campo elétrico no circuito:

g = SBE AR (10.33)
assim, a Equacdo (10.31) pode ser escrita como
- N B -,
QS(E’—VXB)-dr =—Ha—t-dA : (10.34)
S

e, segundo a Equacao (10.20), a expressdo entre parénteses € o campo elétrico no
referencial R onde o circuito C se desloca com velocidade v:

SBE' a7’ = —Q%- dA” . (10.35)
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Esta dlltima equagdo representa uma relacéio geral do campo eletromagnético, ja que
as Unicas referéncias ao circuito sdo a sua forma geométrica C e a sua superficie
interna S, que igualmente podiam corresponder a uma curva abstracta. Usando o
teorema de Stokes, o lado esquerdo da equagdo pode ser escrito como o integral
de superficie do rotacional de E sobre a superficie S, e para que o resultado seja
valido em qualquer superficie € necessario que

VXE=-——1|. (10.36)

Esta é a forma diferencial da lei de Faraday.

Em conclusdo, o fendmeno da indugdo eletromagnética é devido a dependéncia
entre os campos elétrico e magnético. Por um lado, o rotacional do campo elétrico
€ igual a menos a derivada do campo magnético, e, por outro lado, o campo
elétrico observado num referencial que se desloca com velocidade v em relagéo ao
laboratério ¢ uma combinagdo dos campos elétrico e magnético observados no
laboratério.

10.7. Auto-inducao

Em qualquer circuito elétrico, a corrente produz um campo magnético e, portanto,
fluxo magnético através da drea delimitada dentro do circuito (Figura 10.8).

x R x
MW
x . ﬁ x
.
x . x
x . — x
B
.
x c . . x
1l
'
x x x x
&

Figura 10.8.: Campo magnético produzido pela corrente numa malha de um cir-
cuito.

O campo magnético produzido pelo circuito pode ser calculado a partir da lei de
Biot-Savart, tendo em conta que a corrente € constante em todo o circuito:

=k 195 dr’ f (Z,Pr )kl F). (10.37)

onde f (7) é o integral de linha ao longo do circuito. A fungéo f pode ser dificil
de calcular, mas o importante é que ndo depende da corrente. O fluxo magnético
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através da superficie do circuito,
cbzﬂﬁ- dK:kmzﬂf. dA, (10.38)
S S

serd entdo diretamente proporcional a corrente, com uma constante de proporciona-
lidade L que s6 depende da forma geométrica do circuito:

d=LI. (10.39)

Se a corrente no circuito mudar, aparecerd uma f.e.m. induzida de acordo com a lei
de Faraday:

do dl

g=——=-L—. (10.40)

dr dr
A variacdo da corrente no circuito induz uma corrente sobre o préprio circuito,
como se existisse uma f.e.m. que se opde as variacdes da corrente; esta propriedade
dos circuitos é chamada auto-inducio. O valor da f.e.m. induzida correspondente
a uma certa variacdo da corrente € diretamente proporcional & constante L do
circuito, chamada coeficiente de auto-inducao.

A auto-indugdo representa-se no diagrama do circuito por meio de uma espiral
(indutor) como se mostra na Figura 10.9. O sinal negativo na Equacio (10.40)
indica que a direcdo da f.e.m. induzida é contraria a variacdo da corrente. No
entanto, como nas equagdes de circuitos é costume escrever diferencas de potencial
no sentido oposto a corrente (por exemplo /R numa resisténcia), escreveremos
também a diferenca de potencial no indutor, no sentido oposto a corrente, isto €,
LdI/dz.

1

™

Figura 10.9.: Representacao diagramdtica da auto-indugdo.

A unidade de indutncia no sistema internacional é o henry (H), igual a 1 T-m?/A.
A auto-inducdo de uma bobina com vdrias voltas pode ser elevada, enquanto que
a auto-indugdo de outros elementos de circuito como resisténcias e fios € muito
pequena. Por isso € costume considerar a auto-indug¢do apenas no caso de existirem
bobinas.
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Dois circuitos com correntes variaveis induzem correntes mutuamente. A f.e.m.
induzida pelo circuito 1 sobre o circuito 2 € diretamente proporcional a variagdo da
corrente [4:

Oy = —Mio1, (10.41)

onde a constante M7, é chamada coeficiente de inducao mitua.

De igual forma, a f.e.m. induzida pelo circuito 2 no circuito 1 € diretamente
proporcional a d/,/ dt, e a constante de proporcionalidade é a mesma constante
M;s*. As f.e.m. totais induzidas em cada circuito sdo devidas tanto a indugédo
mutua, como a auto-inducao:

dl dn

= Mps——-Li— 10.42

€1 12 dr 1 dr (10.42)
dn dls

= Mig— —Ly,——. 10.43

&2 12 27, ( )

Exemplo 10.2
Considere um cabo coaxial formado por dois cilindros condutores coaxiais de
raios R; € Ry (R2 > Ry). Calcule a auto-inducao por unidade de comprimento.

Figura 10.10.: Cabo coaxial.

Quando o cabo € ligado a um circuito, os dois condutores cilindricos transportam a
mesma corrente / mas em sentidos opostos. Devido a simetria cilindrica do cabo,
as linhas de campo magnético serdo circulos com centro no eixo dos cilindros e
perpendiculares ao eixo. Podemos aplicar a lei de Ampere a um destes circulos de
raior, Ry <r < Ry; se o circulo € percorrido na dire¢do do campo, o integral de
linha do campo é:

gﬁg di=2nrB.

+Ver por exemplo: Feynman, P. R., Leighton, R. B. e M. Sands, The Feynman Lectures on Physics,
vol. II.
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A corrente que passa através do circulo é a corrente no fio interno, /. A lei de
Ampere implica que
2nrB=4mnk,lI,

e o campo entre os dois condutores é

2kl
-

B

A superficie de comprimento unitdrio entre os dois cilindros € o retdngulo R; <
r < Re,0 < z < 1, como se mostra na Figura 10.10. O campo B¢ perpendicular a
essa superficie, de maneira que o fluxo magnético, por unidade de comprimento,
entre os dois cilindros ¢ igual a

1 R
2kl R
O = j dz f krm dr = 2k, 1 In (R—2) . (10.44)

0 Ry 1

A derivada deste fluxo € diretamente proporcional a derivada da corrente, e a
constante de proporcionalidade é o coeficiente de auto-inducdo por unidade de
comprimento:

L=2kyn (&) . (10.45)
R
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Problemas

1. Indique o sentido da corrente induzida no circuito da direita, quando a resisténcia

no circuito da esquerda €, subitamente:
(a) Aumentada.
(b) Reduzida.

R>

R]_ (—|_{ £
. Um iman desloca-se a velocidade constante sobre o eixo de uma espira, como
mostra a figura.

—
\Y

(a) Faca um esquema qualitativo do fluxo magnético ® através da espira em
funcao do tempo 7. Indique o instante #; em que o iman estd a meio da
travessia da espira.

(b) Faga o gréfico da corrente I na espira em fungdo do tempo.
. (a) Mostre que, se o fluxo magnético através da cada espira de uma bobina

de N espiras e resisténcia R variar de @, até @, a carga total que passa
através da bobina € dada por Q = N(®y — ®@4)/R.

(b) Uma bobina circular de didmetro 2 cm, resisténcia de 50 Qe N = 100 tem o seu

eixo paralelo a um campo de induciio magnética uniforme e de médulo 1 T.
A direcdo do campo € subitamente invertida; calcule a carga total que passa
pela bobina.

(c) Se ainversdo do campo na alinea anterior levar 0,1 s, calcule a corrente e a
f.e.m. médias no circuito.

. Um avido Boeing 747 tem comprimento total de 60 m entre as pontas das
asas. O avido voa a 800 km/h e a uma altitude constante, numa regido onde o
campo magnético da Terra é 0,5 G, formando um angulo de 60° com a vertical.
Calcule a diferenca de potencial induzida entre as pontas da asas.



10.7 Auto-indugdo 207

5. (a) Considere o gerador de Faraday da Figura 10.5. Se ndo existir campo de
inducdo magnética, existird alguma diferenca de potencial entre os pontos
A e B quando o disco roda?

(b) Num condutor sélido, os eletrdes movem-se livremente. Entdo porque ndo
“caem” no interior do condutor sob o efeito do seu peso?

6. Na figura, uma barra condutora de comprimento d e massa m, desliza sobre
dois trilhos metélicos verticais, dentro de um campo magnético E, uniforme.
A resisténcia dos trilhos e da barra sdo despreziveis em relacdo a R. A barra
mantém sempre o contacto com os trilhos mas o atrito com eles, assim como
0 atrito com o ar, sdo também despreziveis. Quando a barra comega a cair
livremente, o seu movimento € inicialmente acelerado, mas atinge logo uma
velocidade constante v. Calcule a velocidade limite v.

(osl}
X
X
x
X
X

I solador

7. Na espira retangular da figura circula uma corrente /5. No mesmo plano
encontra-se outro fio percorrido por uma corrente /; e de comprimento [ > 1,/
(ver figura). Determine o coeficiente de indu¢do miitua entre o fio e o circuito
retangular.

8. Uma espira quadrada de cobre, com 4 cm de lado, encontra-se sobre a superficie
horizontal de uma mesa. Um eletroiman esta colocado em cima da mesa, com o
seu pélo norte um pouco acima e a esquerda da espira, de maneira que o campo
magnético € aproximadamente uniforme e aponta para baixo através da espira,
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formando um angulo de 30° com a vertical. Calcule a f.e.m. média induzida
na espira a medida que o campo magnético varia desde zero até ao seu valor
final de 0,5 T, num intervalo de tempo igual a 200 ms. Qual serd a dire¢do da
corrente induzida?

. No interior do circulo a tracejado na figura, existe um campo magnético uni-
forme apontando para dentro do papel e com médulo igual a 0.4 T. O campo
diminui a uma taxa constante de 0.1 T'/s.

(a) Qual é a forma das linhas de campo elétrico induzido no interior do circulo?

(b) Qual é o mddulo e a dire¢do do campo elétrico induzido dentro do anel
condutor de raio » = 8 cm?

(¢) Calcule a f.e.m. induzida dentro do anel condutor.

(d) Diga qual € a diferenca de potencial entre dois pontos em qualquer parte do

anel.
_ox T T X~ o
- ~N
— N
/ 7 B A
/ X x N
/ \
/ \
\
’/x X X X\
I |
\X X X XI
\ /
\ /
\ /
\ x x /
AN 7/
N /7
~ b
Sk xo7
10. Uma espira condutora retangular, paralela ao z
plano Oyz, desloca-se com velocidade cons- 20cm
tante ¥ = 3 j (m/s) dentro de uma regido onde
existe um campo magnético com componentes: 30cm

By = (6-y)(SDe By = B, =0. Calcule a

f.e.m. induzida na espira, em fun¢do do tempo \ 3m/s

t, a partir do instante t = 0 em que a espira se
encontra na posi¢ao da figura, com um lado ao
longo do eixo dos z.
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11. No circuito da figura, calcule as correntes inici- 3.6 uF
ais no indutor e no condensador, a corrente final I}
no indutor e a carga final no condensador.
25kQ 7.2H
I_
50Q 5V
12. (a) No circuito da figura, o interruptor S; tem
estado fechado durante muito tempo e o inter- S, 4 uF
ruptor Sy aberto; determine a corrente no indu- 0—|
tor. (b) A seguir, abre-se o interruptor S; e si-
multaneamente fecha-se o interruptor Sy; nesse 2 mH
preciso instante, a corrente no indutor deve ter
o mesmo valor calculado na alinea anterior. Ex- S
plique qualitativamente o que acontece com a
corrente no indutor e a carga no condensador a 25 KO m

partir desse instante.
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Respostas

1. (a) Anti-horério. (b) Horario.

3. (b) 1.26 mC. (¢)1=12.6 mA,z =0.628 V.
4. 0.33 V.

5. (a) Aparece uma diferenga de potencial Vp — Vo < 0 que fornece a forga

. M =2kyl 1n(

centripeta sobre os electrdes, mas € demasiado pequena para poder ser medida
experimentalmente.
(b) Os electroes de conducdo caem de facto; mas depois de uma pequenissima
queda, aparece uma diferenca de potencial que equilibra o seu peso; esta
diferenca de potencial é demasiado pequena para poder ter quaisquer efeitos
significativos.

mgR
- B24?

. V=

d+12)

8. 3.5 mV.
9. (a) Circulos em sentido horario. (b) 4.00 mN/C. (¢)2.011mV. (d)O0.

10.
11.

12.

0.18 'V, no sentido anti-hordrio visto desde a esquerda.

Inicialmente, 100 mA no condensador € 0 no indutor. No fim, 1.96 mA no
indutor e 17.6 uC no condensador.

(a) 20 mA. (b) A corrente diminui enquanto a carga aumenta; quando a cor-
rente decresce até zero, a carga atinge um valor mdximo e nesse momento, 0
condensador comega a descarregar, surgindo uma corrente que aumenta, no
sentido contrario a corrente inicial. Quando a carga diminui até zero, a corrente
€ maxima e com a mesma intensidade inicial. O ciclo repete-se indefinidamente,
pois ndo existe nenhuma resisténcia que dissipe energia.
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0

Pierre Simon Laplace (1749-1827)

Figura muito importante na histéria da matemadtica, estatistica, fisica e astronomia.
Uma das suas principais obras é a Mecdnica Celeste, composta por 5 volumes, onde
Laplace abandona o método geométrico usado até entdo nos livros de mecanica,
passando a usar a abordagem mais habitual hoje em dia, baseada no célculo. No
campo do eletromagnetismo, a equacdo que define o potencial eletrostitico no
vacuo leva o seu nome, como reconhecimento a sua contribui¢do. Outra das suas
contribui¢des mais importantes é a transformada de Laplace, que serd usada neste
capitulo para facilitar a resolugdo das equagdes diferenciais dos circuitos elétricos.
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11.1. Sinais

Uma aplicag@o importante dos circuitos elétricos é no processamento de sinais.
Os sinais a processar sdo tensdes ou correntes elétricas varidveis em funcio do
tempo. Esses sinais podem ser produzidos, por exemplo, num microfone ou em
transdutores de diversos tipos, usados para medir pressdes, temperaturas ou outras
propriedades fisicas. O sinal elétrico produzido pelo transdutor constitui uma fonte
de tensdo ou corrente varidvel no circuito elétrico usado para o seu processamento.

Neste capitulo designa-se por sinal qualquer grandeza que varie em fungdo do
tempo em alguma parte de um circuito. Por exemplo, uma tensdo V(¢), uma
corrente I(¢) ou a carga Q(¢) num condensador. Utiliza-se um til para indicar
transformadas de Laplace correspondentes, nomeadamente, V(s), I (s) e Q(s).
Quando é Gbvio que se estd a falar de sinal, por vezes escreve-se apenas V e V,
ficando implicito que s@o fun¢des que dependem do tempo ¢ e da frequéncia s (o
Apéndice B apresenta um sumdrio sobre a transformada de Laplace).

11.2. Circuito RC

A figura 11.1 mostra o diagrama de circuito para um condensador, com carga inicial
Qo, que é descarregado por ligacdo a uma resisténcia R. Esse circuito € designado
de circuito RC.

O/C CI>—C
R
R§ c::J_rQo R§ ::J_rQ
o
t<0 t>0

Figura 11.1.: Descarga de um condensador.

O instante t = 0 em que o condensador € ligado a resisténcia corresponde ao instante
em que € fechado o interruptor no diagrama de circuito da figura 11.1. Quando
o condensador comega a descarregar, a corrente € igual a taxa de diminuicao da
carga do condensador, —d Q/d t.

Em qualquer instante ¢ > 0, a corrente e a diferenca de potencial no condensador
sdo iguais a corrente / e a diferenga de potencial / R na resisténcia, respetivamente:

o _, ¢

_ = =IR 11.1
dt C ( )
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Combinando estas duas equagdes obtém-se uma equacio diferencial para a carga
em func¢do do tempo,
Q_ 0

Lo 2 (20 (11.2)

Calculando a transformada de Laplace (Apéndice B) de ambos os membros da
equacdo obtém-se

sQ—Qo=—ﬁ% (11.3)
€ segue-se que

5 Qo

0= s+1/(RC) (11.4)

A transformada inversa desta equacdo dd a carga em funcio do tempo no circuito
RC:

Q(t) = Qe /RO (11.5)

Constata-se que a carga no condensador decresce de forma exponencial. A corrente
obtém-se dividindo a carga por R C e, portanto, decresce também de forma expo-
nencial. Os gréficos da carga e da corrente, em funcio do tempo, sdo apresentados
na figura 11.2.

Figura 11.2.: Carga e corrente no circuito RC.

A constante ¢ = R C, com unidades de tempo, designa-se de constante de tempo.
Eo tempo que demoraria a descarregar o condensador se a corrente mantivesse o
seu valor inicial Qg/tc. A constante de tempo #¢ € também igual ao intervalo de
tempo em que a carga e a corrente diminuem até 1/e (isto é 37%) dos seus valores
iniciais. Quanto maior € a constante de tempo, mais lenta € a diminui¢do da carga
e da corrente no circuito RC.

11.3. Equacoes diferenciais dos circuitos

Considerando um circuito onde existe uma fonte com tensao variavel V,(¢), que
constitui o sinal de entrada, interessa calcular a tensdo V () produzida em algum
elemento do circuito; essa tensdo V() € o sinal de saida do circuito.
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Para facilitar a andlise, admite-se que o sinal de entrada V, (¢) s6 aparece a partir de
um instante arbitrado ¢ = 0, tal que para ¢t < 0 o sistema se encontra em equilibrio
estdvel. No final desta sec¢@o explica-se o que isso quer dizer.

O primeiro exemplo considerado é o cir- ’V&/V

cuito RLC da figura 11.3, onde o sinal

de saida € a tensdo no condensador. Os =

simbolos + € — nfo implicam tensdes po- vV C= % L
sitivas ou negativas; indicam apenas que \:

Ve(t) (ou V(t)) é o potencial no ponto +/ 0\ —
designado +, subtraido do potencial no U

ponto designado —. ) L.
Figura 11.3.: Circuito RLC.

Se I(¢) for a corrente no circuito, as diferencgas de potencial na resisténcia e no
indutor sdo:

RI(1) LI'(r) (11.6)

onde I'(¢) é a derivada de I(¢) em ordem a ¢.

No condensador, a diferenca de potencial € o sinal de saida V (¢), que é diretamente
proporcional a carga no condensador

Por aplicacdo da regra da malha ao circuito da figura 11.3 obtém-se

LI'+RI+V =V, (11.8)

Como a corrente I € igual a derivada da carga Q no condensador, derivando a
equacdo (11.7) obtém-se:
I=cv’ (11.9)

onde V’ é a derivada de V (¢). Derivando novamente obtém-se

r=cv” (11.10)

Finalmente, substituindo (11.9) e (11.10) na equacao (11.8) obtém-se a equagao
que permite calcular o sinal de saida V a partir do sinal de entrada V,:

LCV"+RCV' +V =V, (11.11)

Para um sinal de entrada conhecido, V, (¢), e valores conhecidos de R, Ce L, a
equacdo diferencial (11.11) pode ser resolvida para obter o sinal de saida V (¢).
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O segundo exemplo corresponde ao ﬂ' R 1
mesmo circuito RLC da figura 11.3, mas NV
com tensdo de saida na resisténcia (fi-
gura 11.4). A tensdo de saida verifica
a lei de Ohm C L
V=RI (11.12) N\ -
N

E aplicando a regra das malhas obtém-se
Figura 11.4.: Circuito RLC.

Lr+V+%=n (11.13)

Derivando ambos os membros da equagdo anterior, substituindo / em fungdo de V
(usando a equagdo (11.12)) e lembrando que a derivada da carga no condensador é
igual a corrente /, obtém-se a equacdo diferencial para este circuito:

L 1
V4V +—V=V 11.14
R VitzeV="Ve ( )
R
O dltimo exemplo considerado nesta sec- AWV
¢do €, mais uma vez, 0 mesmo circuito
RLC, mas em que o sinal de saida é N
a diferenga de potencial no indutor (fi- C= LV
gura 11.5). </
Neste~caso a tensdo de saida verifica a +@_
equacio \

V=LI (11.15) ] L
Figura 11.5.: Circuito RLC.
Derivando a equagio da malha duas vezes e substituindo I’ em fungio de V (usando
a equagdo anterior), obtém-se a equacgdo diferencial para o circuito na figura 11.5:

1

V=W (11.16)

V" + R V' +
L
Para cada possivel sinal de entrada, V, (), as equagdes diferenciais dos 3 exemplos
considerados (equacdes (11.11), (11.14) e (11.16)) sdo equagdes diferenciais linea-
res, ndo homogéneas, com coeficientes constantes. Qualquer outro circuito mais
complicado, formado por fontes, resisténcias condensadores e indutores, conduz
ao mesmo tipo de equacdo diferencial.

Parat < 0 o sinal de entrada € nulo e a equagao diferencial linear torna-se ho-
mogénea. Todas as equagdes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes
constantes podem ser escritas na forma de um sistema dindmico auténomo e linear,
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como se mostra em: Villate, Dindmica e Sistemas Dindmicos (capitulo 9). Como
tal, o sistema dindmico tem um tnico ponto de equilibrio com V = V' = 0 (se a
equacio for de segunda ordem; ja se for de terceira ordem, V =V’ = V" =0, etc).

Na prética, a resisténcia R de cada elemento num circuito nunca é exatamente nula
mas sim um valor positivo, o que faz com que o sistema dindmico seja dissipativo
e o ponto de equilibrio seja estdvel (atrativo). Assim sendo, pode-se admitir que
no intervalo ¢ < 0 o sistema evolui para o estado de equilibrio estdvel e no limite
t — 07 o sinal de saida e a sua derivada sdo nulos (V = V'’ = 0). Ou seja, pode-se
admitir que todas as cargas e correntes no circuito sdo nulas no instante inicial
@t —07).

11.4. Unidades de tempo e de frequéncia

A frequéncia tem unidades de inverso do tempo. A unidade SI de frequéncia é o
hertz, representado pelo simbolo Hz, equivalente a s™!. Na seccdo 11.2 viu-se que
o comportamento de um circuito RC depende de uma tnica constante prépria do
sistema, com unidades de tempo:

tc=RC (11.17)

Assim sendo, conclui-se entdo que o termo R C V’ na equagdo (11.11) tem unidades
de voltagem, ja que V' tem unidades de voltagem sobre tempo; de facto, para que
a equagdo seja vdlida, todos os termos nos dois membros da equacdo devem ter as
mesmas unidades, neste caso voltagem.

J4 na equacdo (11.14), o segundo membro da equacdo tem unidades de voltagem
sobre tempo e observando o primeiro termo do primeiro membro da equagdo,
conclui-se que L/R tem unidades de tempo, pois as unidades de V’’ s@o voltagem
sobre tempo ao quadrado. Define-se entdo uma segunda constante de tempo:

== (11.18)

A constante L C que aparece na equagdo (11.16) € igual ao produto das duas
constantes de tempo (t¢ ¢1,) e como tal, tem unidades de tempo ao quadrado. Pode-
se verificar que todos os termos da equacdo (11.16) tém unidades de voltagem
sobre tempo ao quadrado.

As equagdes (11.17) e (11.18) permitem definir o sistema de unidades mais con-
veniente num circuito determinado. Por exemplo, se as resisténcias no circuito
fossem da ordem dos kQ e as capacidades da ordem dos nF, a unidade de tempo
mais conveniente seria o us (produto entre kQ e nF), a unidade de indutancia mais
conveniente seria entdo o mH (produto entre us e kQ2) e a unidade de frequéncia
mas conveniente seria MHz (inverso de us). Com os valores das resisténcias em
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kQ, capacidades em nF, indutancias em mH, tempos em us e frequéncias em MHz,
podem-se ignorar as unidades e trabalhar com ntiimeros de ordens de grandeza
semelhantes.

11.5. Impedancia

As equagdes dos circuitos com condensadores e indutores sdo sempre equacdes
diferenciais, como se viu nos exemplos da seccdo 11.3. No entanto, como essas
equagoes sdo lineares e de coeficientes constantes, as correspondentes transforma-
das de Laplace sao sempre equagdes algébricas em funcdo de um parametro s com
unidades de frequéncia.

E muito mais ficil encontrar diretamente a equagio algébrica do circuito, em
funcao do parametro s, resolvé-la para encontrar a transformada de Laplace do
sinal de saida e a seguir calcular a transformada de Laplace inversa para determinar
o sinal de saida em ordem ao tempo. Para encontrar a equacdo do circuito no
dominio da frequéncia s, € necessdrio saber a relacdo que existe entre corrente €
tensdo no dominio da frequéncia, para cada tipo de elemento no circuito e aplicar a
lei dos nés e a lei das malhas.

Como j4 foi referido, nos circuitos dissipativos pode sempre admitir-se que no
instante inicial ¢ = 0, o sinal de entrada V, (¢) e o sinal de saida V(¢) sdo nulos.
Assim sendo, as transformadas de Laplace de V) e V’ sdo s V,(s) e s V(s), onde
Ve e V sdo as transformadas dos sinais de entrada e saida. Como as derivadas dos
sinais também sdo inicialmente nulas, as transformadas de V. e V"’ sdo s? V,(s)e
52 \7(5).

Numa resisténcia, a lei de Ohm define a relag@o entre os sinais da tensdo e da
corrente

V(@) =RI) (11.19)
e aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equagido obtém-se:
V=RI (11.20)

Num indutor, a relag@o entre a tensdo e a corrente é
dI(t)

V()=L T

(11.21)

Como se estd a admitir que a tensdo e a corrente sdo nulas para ¢ < 0, usando a

propriedade da transformada de Laplace da derivada obtém-se a equagio:
V=Lsl (11.22)

que € semelhante & lei de Ohm (11.20) para as resisténcias, exceto que em vez de
R se tem uma funcdo Z(s) que depende da frequéncia:

Z(s)=Ls (11.23)
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Num condensador, a diferenca de potencial é diretamente proporcional a carga
acumulada:
Q)

V() == (11.24)

e a condi¢do de cargas e correntes implica que a carga num instante ¢ > 0 € igual
ao integral da corrente, desde t = 0 até ¢:

t
V() = %j[(u)du (11.25)
0

Usando a propriedade da transformada de Laplace do integral, obtém-se:
(11.26)

Mais uma vez, obteve-se uma relacdo semelhante a lei de Ohm, mas em que o valor
da resisténcia R € substituido por uma fun¢do que depende da frequéncia:

Z(s) = (11.27)

1
sC
Conclui-se entdo que, no dominio da frequéncia, as resisténcias, indutores e con-
densadores verificam todos uma lei de Ohm generalizada:

V(s) = Z(s)I(s) (11.28)

onde a funcdo Z(s) denominada impedéncia generalizada, ¢ dada por:

R , nas resisténcias

7 = Lls , nos indutores (11.29)
— , nos condensadores
Cs

E de salientar que os indutores produzem uma maior impedéncia para sinais com
frequéncias s maiores, os condensadores apresentam maior impedancia quando
o sinal tem menor frequéncia e nas resisténcias a impedancia é constante (isto &,
independente da frequéncia).

11.6. Associacoes de impedancias

Na secc¢do 7.2 encontrou-se o valor da resisténcia equivalente para duas resisténcias
ligadas em série ou em paralelo. No processo de demonstracdo teve-se em conta
que nas resisténcias em série a corrente € a mesma mas a diferenca de potencial
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total € igual a soma das diferengas de potencial, nas resisténcias em paralelo a
diferenca de potencial é a mesma mas a corrente total € soma das correntes nas
resisténcias e que em cada resisténcia a tensdo AV ¢é diretamente proporcional a
corrente /.

As mesmas condicdes sdo vélidas no caso de combinacdes de resisténcias, indutores
ou condensadores em série ou em paralelo, no dominio da frequéncia onde a
transformada de Laplace da tensdo (V) é diretamente proporcional a transformada
de Laplace da corrente (/) em qualquer um desses dispositivos (basta repetir o
mesmo raciocinio da sec¢do 7.2 substituindo AV por V, I por I e R por Z).

Assim sendo, as regras para obter a impedancia equivalente de combinacdes de
resisténcias, indutores ou condensadores, ligados em série ou em paralelo, sdo
idénticas as regras para obter a resisténcia equivalente de resisténcias em série
ou em paralelo. No caso de dois dispositivos em série (figura 11.6, a impedancia
equivalente € igual a soma das impedancias dos dois dispositivos:

Zssrie = 21 + Zo (11.30)
Vl(t Vz(t Vl(t) + V2(
ﬁz]‘)—\'ﬂ‘zz)_\ +Z]_+Zz_
— I I
Ity —— I(t) ——

Figura 11.6.: Associacdo de impedancias em série e sistema equivalente.

No caso de dois dispositivos em paralelo (figura 11.7), a impedancia equivalente é:

YAVS

Zparalelo =71 Z2= m

(11.31)

Lo, A Vo

212, (1 + Z)

l1(t) + 12(——

Figura 11.7.: Associacdo de impedancias em paralelo e sistema equivalente.
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Exemplo 11.1

Um condensador é ligado a uma fonte de tensdo continua para o carregar.
Descreva a variacdo da carga e da corrente no condensador, em fungdo do
tempo (resposta transitoria).

Resolucdo. A fonte de tensdo continua, com f.e.m.g, ligada num instante arbitrario
t = 0, pode ser considerada como um sinal de entrada V, = gu(t), onde u(t) é
a funcdo degrau unitario (ver Apéndice B). A transformada de Laplace de V, é
entdo V, = gls.

O lado esquerdo da figura seguinte mostra o grafico de V, = g u(t)

R
Ve A4
¢ =
V C=—=
NG
W)=
t N

e o lado direito mostra o diagrama do circuito, onde R representa a soma da
resisténcia interna da fonte com a resisténcia dos fios usados para ligar a fonte ao
condensador.

A impedancia total do circuito é a soma das impedancias da resisténcia e do
condensador, jd que estdo em série
1

Zt=R+_
Cs

e, pela lei de Ohm generalizada, a transformada da corrente no circuito é:

V. &

I= 1/ = Rs+1jC

A transformada de Laplace da tensdo no condensador € igual a impedancia do
condensador vezes I:

. [ & 1 tc
V:—:—:g e —
Cs s(tcs+1) s tes+1

onde, tc = R C € a constante de tempo do circuito. Calculando a transformada de
Laplace inversa obtém-se a tensdo no condensador, em fun¢do do tempo

V() =g (1-e/c) (11.32)
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A carga em fun¢@o do tempo Q(#) obtém-se multiplicando a expressdo anterior por
C e afigura 11.8 mostra os gréaficos da carga e da corrente (d Q/d ¢) em funcao do
tempo. A carga aumenta de forma exponencial, desde zero até o valor maximo
C . Substituindo um condensador por um interruptor aberto (aproximacio para
t — 00), verifica-se que o valor assimptético da tensdo no condensador € € e a
carga aproxima-se assimptoticamente de C &.

Q , |
/ €
CS*****7 7777777 ﬁ

tc t t

Figura 11.8.: Gréficos do periodo transitério da carga e corrente num condensador
a ser carregado com uma fonte de tensao continua.

Exemplo 11.2
No circuito da figura, determine o sinal de saida V(¢), quando o sinal de
entrada V, () € o sinal triangular representado no grafico.
C
1 Ve
= Vo i
Y% R§ :
+ I
(N |
V)= '
Y to t

Resolucdo. A impedancia equivalente e a transformada da corrente sdo iguais as
do exemplo anterior:

~ V.

J=—"°
R+1/(Cys)

Mas como a tensdo de saida € agora medida na resisténcia, vem:

o v,

V=RI= ——F—— 11.33
1+1/(tcs) ( )

onde r¢ = R C ¢é a constante de tempo.

Usando a fung¢@o degrau unitério, o sinal de entrada escreve-se:

Ve = 28 iy — utt - 10))
to
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e convém usar a forma equivalente:
Vo
Ve = . (tu(t) — tou(t —to) — (t —to) u(t — o))
0

Aplicando agora a propriedade de deslocamento no tempo da transformada de
Laplace, obtém-se a transformada de Laplace do sinal triangular de entrada:

- V 1 t —to S —1p S
V., = _0( o€ [§ )

. - & "
to \s2 s 52

e substituindo V, na equagdo (11.33) obtém-se

Vo 1 to e fos e fos
to \ s(s+1/tc) s+1/tc  s(s+1/tc)

Para calcular a transformada inversa, comega-se por ignorar os fatores exponenciais
e calcular as transformadas inversas seguintes

1
g—l — —t/tc
{S+1/l‘c} ¢

-1 ; — -1 E_L — _ atltc
< {s(s+1/tc)}_$ {s s+1/tc}_tc (1 ¢ )

em que foi usada uma expansao em fragdes parciais no segundo caso. Usando
esses dois resultados, pode-se escrever a transformada inversa de V:

Vot Vot
V(@) = (;_C (1 _ e—t/tc)_VO ult—ty) e—(t—lo)/lc_(;_c ult—ty) (1 _ e—(l—to)/tc)
0

0
(11.34)

t

Figura 11.9.: Sinal de saida no exemplo 11.2 com: 1o =5, R=2,C=1e Vy = 3.
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A figura 11.9 mostra o grafico do sinal de saida para: to =5, R =2,C =1e
Vo = 3. A descontinuidade em r = 5 deve-se aque entre t = O et = 5 a fonte
alimenta tanto o condensador como a resisténcia, passando o condensador a ser
elemento ativo no circuito e alimentando a resisténcia, a partir do instante em que
a tensdo da fonte desaparece, em ¢ = 5. O sentido da corrente inverte-se assim em
t = 5, dando origem a mudanga abrupta no sinal da tensdo de saida.

Exemplo 11.3

No circuito da figura, calcule as transformadas de Laplace das tensdes e
correntes em cada um dos 3 dispositivos, em funcdo da transformada da
tensio de entrada, V,. Encontre as expressdes para essas tensoes e correntes,
em funcao do tempo, no caso particular em que a entrada é uma fonte ideal
de tensdo continua com f.e.m. &.

3.6 uF
||

25kQ 7.2H

V)=
N\

Resolucao. Convém comecar pela escolha de um sistema de unidades que facilite
os célculos numéricos. Para todas as impedancias (resisténcias) usam-se k<) e para
as capacidades uF; isso implica usar ms como unidade de tempo e H como unidade
de indutincia. Usando V para as tensdes, as correntes estardo em mA.

Com esse sistema de unidades, as impedancias do condensador, da resisténcia e
do indutor sdo: 1/(3.65s), 2.5 ¢ 7.2 s onde s é medida em kHz. A resisténcia e o
indutor estdo em série e podem ser combinados numa tnica impedéancia com valor:

1
72s+25="72 (s + —)
2.88
Note-se que a dltima simplificacdo € uma questdo de gosto, para trabalhar com
contantes de tempo e neste caso 2.88 = 7.2/2.5 € a constante de tempo para esse
segmento do circuito. O circuito original é entdo equivalente ao seguinte circuito
com dois elementos em paralelo:

1/ (369
|}

7.2 (s+ 1/2.89)

1
— 1
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Nos dois elementos em paralelo a tensdo € a mesma, igual a tensdo V.. Assim, a
transformada da corrente que passa através do condensador é

W ~
IC = = =3.6SV€
C

e a transformada da corrente através da resisténcia e do condensador é

V. 17
Zrr  7.2(s +1/2.88)

Tx=1Ip =

As transformadas das tensdes na resisténcia e no indutor sio:

v, - - v,
e Ve = Z Ig = —¢

Ve=RIp=—< - c
R R=9o88s+1 s+ 1/2.88

No caso em que a fonte é de tensdo continua, V, = &, e portanto,

V. =¢/s

No condensador,

Ve =V, = Ic =3.6¢ = Ic =3.6&6(1)

onde 6(¢) é a funcdo delta de Dirac (impulso unitdrio). Refira-se que a corrente é
infinita em ¢ = 0 e nula em outros instantes, mas o integral da corrente € igual a
carga armazenada no condensador, 3.6 . Esta solucdo é apenas uma aproximacao,
admitindo que a resisténcia das armaduras do condensador é nula; na realidade essas
armaduras t&ém uma pequena resisténcia r, a tensdo ndo aumenta instantaneamente
até £ mas demorard um tempo pequeno da ordem de r C e a corrente ndo serd
realmente infinita, mas sim muito elevada num pequeno intervalo de tempo da
ordem de r C.

Na resisténcia:

~ /7.2
I = ————== = Ig =0.4g(1-e />
R s (s+1/2.88) R ( )
Vi = 251 - Ve = (1-e/258)
nomeadamente, a tensdo aumenta exponencialmente desde zero até € e a corrente
aumenta exponencialmente desde zero até 0.4 €.

No indutor:
I, = Ig =O.48(1—e_t/2‘88) Vi =&—Vg =ge /288

e conclui-se que a tensdo decresce exponencialmente desde € até 0 e a corrente
aumenta exponencialmente desde 0 até 0.4 .
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Os resultados obtidos no exemplo anterior, no caso em que a tensdo de entrada é
continua, podem ser corroborados tendo em conta que, para tensdes constantes,
ap6s um tempo suficientemente elevado, um condensador comporta-se como um
circuito aberto (impedancia infinita porque a frequéncia € nula) e um indutor como
um curto circuito (impedancia nula porque a frequéncia é nula).

Assim, a corrente no condensador deve-se aproximar de O e a tensdo de £. No
indutor e na resisténcia a corrente deve-se aproximar-se de 0.4 &; a tensdo na
resisténcia aproxima-se de £ e no indutor tende para 0.

11.7. Funcéao de transferéncia

As equacdes diferenciais dos circuitos com fontes, resisténcias, condensadores e
indutores sdo sempre lineares. Se no instante ¢t = 0 todas as tensdes e correntes
forem nulas, a transformada de Laplace da equacdo do circuito pode ser escrita
como uma igualdade entre dois produtos; uma fungdo P(s) vezes a transformada
do sinal de entrada V(s) por um lado e uma funcdo Q(s) vezes a transformada do
sinal de saida, \76 (s), por outro:

P(s)V(s) = O(s) V. (s) (11.35)
Pode-se entdo escrever:
V(s) = H(s) V.(s) (11.36)
onde a funcio:
~ . 0()
H(s) = 505) (11.37)

é designada de funcdio de transferéncia. E de salientar que a funcdo P(s) no
denominador € o polindmio caracteristico da respetiva equagio diferencial homo-
génea. Como tal, os valores proprios da equacdo homogénea sdao pontos onde a
funcdo de transferéncia H é singular (infinita).

O conhecimento da funcao de transferéncia de um circuito permite calcular a saida
para diferentes sinais de entrada, por simples multiplicacdo de H pelas transfor-
madas de Laplace dos sinais de entrada, V,, seguida do cdlculo das transformadas
inversas.

Por exemplo, no caso do circuito do exemplo 11.2, a fungdo de transferéncia é
obtida calculando V/V, na equacdo (11.33)

~ N

Quando a frequéncia s € igual a 1/7¢ esta funcdo de transferéncia € igual a 0.5. Se
a frequéncia for menor que 1/t¢, H aproxima-se de O e se s for maior que 1/¢¢,
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H aproxima-se de 1. Isso quer dizer que as frequéncias menores que a frequéncia
de corte, 1/t¢, serdo atenuadas, enquanto que as frequéncias elevadas nao sofrem
muita atenuacgdo, razdo pela qual o circuito do exemplo 11.2 é denominado filtro
passa-alto . A figura 11.10 mostra o grafico desta funcdo de transferéncia, no caso
especifico em que ¢¢ € igual a 2 unidades de tempo.

s/(s+1/2)

S

Figura 11.10.: Fung¢do de transferéncia de um filtro passa-alto com ¢ = 2.

Exemplo 11.4
Encontre a funcdo de transferéncia e a equagdo diferencial do circuito repre-
sentado no diagrama.

fc D
_||_rn’m_

RS

+0)
D

Resolucdo. A impedancia total do segmento onde estd a ser medida a tensdo V é:

1 Ls?+1/C
ZLC:—+Ls:S—/
Cs s
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e a impedancia total do circuito € Zr ¢ + R. A transformada da corrente no circuito
é entdo ~

= sV,

 Ls2+Rs+1/C

A transformada da tensdo de saida € igual ao produto da impedancia a saida pela
transformada da corrente

Vez o feo Ls?+1/C -
T T ISPy Rs+1/C ¢

e a fungdo de transferéncia é:

S2+1/(tct1)

H=
s2 + s/t +1/(tctr)

onde tc = RC ety = L/R. O denominador de Héo polinémio carateristico
da equagao do circuito e o numerador, multiplicado por V,, € a transformada do
segundo membro dessa equacdo; como tal, a equagado diferencial do circuito é:
v’ 1% V.
V' — 4+ =V +—=
L IclL Ictp

Perguntas

1. A equagdo diferencial de um circuito A. 3e —4e?'  D. 3e! —4e?!
é:3‘./”—2V’+V:2Ve’. Qual das B. e/ —40-2! E. 3ef — 922!
seguintes fungdes representa a fun-

-t -21
¢do de transferéncia desse circuito? C. de7-3e
2 -2
. D.
3s2-2s+1 3s2-2s+1
2s 2s 3. No circuito do diagrama, sabendo
" 3s2-92s5+1  s2-25+3 que a corrente através do indutor é
2 I(t) = e 2 (em mA se o tempo esti-
C. 2-95+3 ver em ms), calcule a corrente através
da resisténcia, em funcdo do tempo.
2kQ
2. A funcido de transferéncia de um fil-
tro é: 3H
~ + 10
H(s) =~
2-ys . —_—
Calcule a expressdo para o sinal de 1(t)
saida V(¢) quando o sinal de entrada

é v, (I) =1, 0.25 |JF
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A. 2+10)e2!  D. 2te 2! b RLCs>+Ls+R
B. 2¢721 E. 0.5c°2! ' RLs
LCs2+RCs+1
C. e2t E.
¢ RLs

5. Quando a entrada num circuito € a
tensdo continua V, = 5, a saida é
2.5(1—e2"). Se no mesmo circuito
a entrada for 5 e™" qual serd a saida?

4. Uma resisténcia com valor R, um
condensador com capacidade C e um
indutor com indutancia L estao liga-
dos em paralelo entre dois pontos de

um circuito. Calcule a impedancia A. 25e™" (1 - e_2t)
equivalente desse sistema em para- B. 5ot (1 B e’2’)
lelo.
RLs C. 25e " (1-¢e)
"RLCs2+Ls+R D. 5e' (1—-e)
RLs
_ am201+1)
" LCs2+RCs+1 B 25(1-e )

c LCs?2+RCs+1
' Cs

Problemas

1. Um condensador de 50 uF é carregado usando uma fonte com f.e.m. de 6 Ve
resisténcia interna de 350 Q, através de uma resisténcia de 100 kQ. (a) Calcule
a corrente inicial no instante # = 0 em que € ligada a fonte. () Num instante
t1 > 0, a corrente € de 20 uA; calcule as diferencas de potencial no condensador
e na resisténcia nesse instante. (c) Calcule a carga armazenada no condensador
em 71. (d) Calcule o valor de ;.

2. A memoria RAM de um computador funciona com uma fonte de alimentagio
de 5V, extraindo uma corrente de 80 mA. O contetido da memoria é apagado
se a tensdo de alimentagdo diminuir abaixo de 3 V. Para proteger os dados na
memoria em caso de cortes na fonte de alimentacdo, liga-se um condensador de
1 F aos terminais da fonte de alimentacdo. Faca uma estimativa do tempo que o
condensador pode manter os dados na memoria. Admita que a Unica resisténcia
no circuito é a da meméria RAM.

3. Uma resisténcia de 3 kQ e um condensador de 5 nF estdo ligados em série a
uma fonte com tensdo V, (r) = 2—-2¢,entret = 0et =4, e V,(¢t) = 0 nos outros
instantes (t medido em us e V., em V). Calcule a corrente no circuito para t > 0.
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R>
4. O circuito na figura € um atenuador inversor MWy
(repare na posi¢@o dos sinais positivo e negativo P
da saida). (a) Encontre a equacdo do circuito. V R é
(b) Calcule a fungfo de transferéncia. (c) Expli- _
que a designacdo de atenuador inversor. \=
5. Para o circuito LR na figura: (a) Encontre a L
funcdo de transferéncia. (b) Calcule a tensdo
V(t) no caso em que o sinal de entrada € uma =
fonte de tensdo continua com forga eletromotriz V R §
V. = &. (c¢) Represente o gréfico do sinal V (¢) \:
calculado na alinea anterior.
+ —
®
L
AT

6. No circuito da figura: (a) Calcule a impe-
dancia total, em fun¢do de s. (b) Calcule > _
a transformada da corrente que passa pelo , cLt
indutor. (c) Encontre a funcao de transfe- \:
réncia, se a tensdo de saida for medida no
condensador. (d) Determine a equagao dife-
rencial para a tensdo de saida.

[
py
AW
()
&/

7. O circuito na figura é denominado filtro passa-baixo. Escreva a equacio
que relaciona o sinal de saida com o sinal de entrada. Encontre a funcio de
transfer€ncia do sistema e determine o sinal de saida quando o sinal de entrada
¢ o indicado no lado direito da figura. Explique porque se designa este circuito
de filtro passa-baixo.

R
AAAAY Ve
V 4

= ’ |
V C=—= |
N !
I

V)= '

N4 to t
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Respostas

Perguntas: 1. B.2. D. 3. D. 4. A. 5. D.

Problemas

1. (a) 59.79 pA. (b) 3.993 V no condensador e 2.0 V na resisténcia. (c) 0.200 mC.
(d) 5.495 s.

2. 32s.
3. 1(1) = (32/3) ™15 10 + u(t - 4) (10 — 8 e™*=9/15) (unidades: mA).
R R
4. = ) _
(@) V(1) R+ Ry Ve (2) (b) R+ Ry

(c) O sinal de saida tem sempre amesma ~ V
forma do sinal de entrada, mas multipli- 8 V
cado por uma constante menor que 1 e 4V k-
com o sinal trocado.

t
4Vt A\------- R N
-8V - --x- AR
_ A—Rt/L \Vj
5. @ 1% bye(1-e ) ©
R S ——
RLCs®+Ls+R (RCs+ 1)V,
6. (a) b) :
RCs+1 RLCs2+Ls+R
R L
d LCV"+=V' +V =V,
©  RLCe+Ls+R @ % .
7. Equagdo diferencial: RCV' +V =Y,
1
Funcdo de transferéncia: RCsT1
Saida: Vo (1 — e t/(RC) _y(r — 15) (1 _ e—(z—to)/(Rc)))

Denomina-se passa-baixo, porque H € 1 para baixas frequéncias (s — 0) e nula
para altas frequéncias (s — o).



12. Circuitos de corrente alternada

g

Oliver Heaviside (1850-1925)

Aos 16 anos, Heaviside abandonou a escola para seguir o seu sonho de ser telegra-
fista. Nos tempos livres estudava eletricidade chegando a publicar alguns artigos
inspirados pelo Tratado de Eletricidade e Magnetismo de Maxwell. Apesar dos
varios contributos para o eletromagnetismo, € mais conhecido pelo estudo da ané-
lise vetorial; introduziu o cdlculo operacional para resolver equacdes diferenciais
dos circuitos, tornando-as equagdes algébricas facilmente resolviveis. No entanto,
o seu trabalho foi alvo de fortes criticas por falta de rigor matemaético; Heaviside
achava que nfo se devia perder tempo em demonstracdes de algo que intuitivamente
parecia estar certo. A demonstragéo rigorosa dos métodos usados por Heaviside iria
manter ocupadas futuras geracdes de matematicos. Em 1902 postulou a existéncia
da ionosfera que permite que ondas de rddio sejam transmitidas entre continentes.
Uma doenca infantil deixou-o surdo anos mais tarde, tendo passado os dltimos 25
anos da sua vida isolado e solitério.
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No fim da década de 1880 viveu-se nos Estados Unidos da América um periodo
conhecido como a Guerra das Correntes. Nessa época ja existia uma rede elétrica
publica, usada principalmente para alimentar ldmpadas incandescentes e motores
elétricos. A exploragdo dessa rede elétrica revertia grandes beneficios a Thomas
A. Edison que tinha obtido varias patentes pela inven¢do da ldmpada e de vérios
dispositivos para gerar corrente continua. Outras pessoas tentaram entrar nesse
novo negdcio miliondrio com as suas inovagdes; George Westinghouse, que ja tinha
tido sucesso comercial com as suas proprias patentes, contratou Nicola Tesla, um
cientista brilhante, imigrante da Crodcia. Tesla obteve uma patente pelo dispositivo
esquematizado acima, utilizado para produzir e distribuir corrente alternada. A
guerra das correntes acabaria por ser ganha pelo sistema de corrente alternada de
Tesla e Westinghouse; uma das principais vantagens sobre o sistema de corrente
continua de Edison € a facilidade de poder aumentar ou diminuir a tensdo por meio
de transformadores.

As perdas de energia na transmiss@o de corrente em grandes distancias sdo tanto
menores quanto maior for a tens@o usada. Usa-se alta tensao para transportar a
corrente desde as centrais elétricas até as localidades onde é consumida e a tens@o
é reduzida antes de ser disponibilizada para consumo doméstico, de modo a reduzir
os riscos de seguranca.

12.1. Circuito LC

No circuito do lado esquerdo da figura 12.1, o interruptor S; esta fechado (ha
muito tempo) e o interruptor So aberto. Num instante, t = 0, abre-se o interruptor
S; e, simultaneamente, fecha-se o interruptor S;. Assim, para ¢ > 0 o circuito
equivalente € o representado no lado direito da figura 12.1, denominado circuito
LC.

S C c
———
L
S, L
l_
R £

Figura 12.1.: Circuito LC, em ¢t < 0 (lado esquerdo) e circuito equivalente para
t > 0 (lado direito) em que S; estd aberto e Sy fechado.

A impedﬁnciaNdo copdensador € 1/(Cs) e adoindutor € Ls. A lei de Ohm
generalizada, V = Z I deixa de ser vdlida para o indutor, porque no instante ¢ = (
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a corrente que o percorre ndo é nula. Lembrando que a lei de Ohm foi obtida
transformando a expressao para os indutores:

dr
V=L— 12.1
T (12.1)
conclui-se que, para os indutores, a relacdo mais geral entre as transformadas da
tensdo e da corrente é

V=L (sI-1I) (12.2)

Com o condensador ndo ha problema, porque neste caso se admite que a sua
carga inicial é nula, pelo que a transformada da tensdo nas armaduras é Z 1 =
I/(C s). Outra diferenca em relagio aos circuitos estudados anteriormente é que,
quando ndo ha fontes, os condensadores e os indutores deixam de ser elementos
passivos que respondem as mudancas na fonte; neste exemplo, em cada instante
um dos elementos € passivo (perde energia) e o outro € ativo (absorve energia).
Consequentemente, as tensdes no condensador e no indutor sdo iguais em valor
absoluto, mas com sinais opostos e a equagdo do circuito é:

I . I
L(sI-1I)=— = 2[-sly=——— 123

(S 0) s s sh=-77 (12.3)
Esta equacgdo algébrica € a transformada de Laplace da equacdo diferencial do

circuito:
1

LC

que ¢ a equacdo de um oscilador harménico simples (ver, por exemplo: Villate,
Dindamica e Sistemas Dindmicos, sec¢des 5.3 € 9.5). A matriz jacobiana dessa
equacdo linear tem dois valores préprios imagindrios +i v1/(L C) e a solugdo da
equacdo é

1" = (12.4)

I(t) = Iy cos(wt) (12.5)

em que w € a frequéncia angular do circuito,

W= — (12.6)

A carga no condensador, em fun¢do do tempo, é

0(t)=CAV=-CL ﬂ = b sin(w t) 12.7)
dr w

e como tal, a corrente e a carga oscilam com frequéncia f = w/(2 x), desfasadas
180°, de forma que quando uma delas é nula, a outra tem o seu valor absoluto
maximo (figura 12.2).
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lo

Qméx

_Qméx

_|O

Figura 12.2.: Corrente e carga no circuito LC (Qmsx = Ip/w).

A corrente (12.5) chama-se corrente alternada e a carga (12.7) é uma carga
alternada. No capitulo sobre indugdo eletromagnética também se estudou um
gerador que produz tensdo alternada (equacdo (10.5)). Em geral, uma fungdo
alternada é uma fung¢@o periddica com valor médio igual a zero; a carga e a corrente
no circuito LC, assim como a tensdo do gerador de tensdo alternada, sdo 3 exemplos
particulares em que a fun¢ao alternada € o seno ou cosseno.

12.2. Funcgoes sinusoidais

Uma funcao sinusoidal F(r) ¢ uma funcéo alternada que oscila entre dois valores
—Fnax © Finax € tem a mesma forma da fungdo seno ou cosseno, como mostra a
figura 12.3. Basta saber os valores das 3 distancias T, Fpsx € tmsx referidas na
figura, para caraterizar cada uma dessas fungdes.

F

i A f
o\

f— T —]

Figura 12.3.: Fungéo sinusoidal com periodo 7' e valor maximo Fgx.

O intervalo T entre dois maximos ou dois minimos sucessivos é o periodo da
fun¢@o e o seu inverso, f = 1/T, é a frequéncia.

Designando por 4« 0 valor absoluto da coordenada ¢ onde a funcdo atinge o seu
valor maximo Fp 4, pela dltima vez antes de t = 0, define-se a fase da fungéo
como:

p=2r () (12.8)

Uma funcio sinusoidal também pode ser caraterizada pelo seu valor maximo Fisx
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(também chamado amplitude), a sua fase ¢ e a sua frequéncia angular: w, definida
por:

2n
= — 12.9
w= = (12.9)
Assim sendo, as fungdes sinusoidais tém todas a forma geral:
F(t) = Fgx cos (wt + @) (12.10)

Note-se que € possivel representar a mesma funcdo de varias formas. Pode-se
substituir o cosseno por seno e subtrair 77/2 a fase, sem alterar o resultado. Pode-se
também inverter os sinais da frequéncia angular e da fase, simultaneamente, e
ainda somar ou subtrair qualquer multiplo de 2  a fase. No entanto, para facilitar
a identificag@o a vista, utilizam-se apenas a fungdo cosseno, frequéncias angulares
positivas e fases no intervalo [0,2 7[. Essas 3 escolhas sdo arbitrdrias, mas séo
habituais.

Duas fungdes sinusoidais que ndo tenham o mesmo valor maximo, fase e frequéncia
angular, sdo necessariamente diferentes. E duas func¢des sinusoidais com a mesma
frequéncia angular terdo, necessariamente, a mesma frequéncia e o mesmo periodo.

12.3. Fasores

As fungdes sinusoidais com a forma (12.10) podem ainda ser escritas usando a
férmula de Euler e a fun¢do Re(z) que extrai a parte real de um nimero complexo
z:

Finix 08 (@1 + @) = Re (Fgy @) = Re (Frax '? ") (12.11)

Esta forma facilita a identificacdo de uma propriedade importante na soma de duas

funcdes sinusoidais com diferentes valores maximos e fases, mas com a mesma
frequéncia:

Re (Fméx el? ei“”) +Re (Gméxei"’ ei“”) = Re (sz;IX ¥ el 4 Gpaxe? ei“”)

= Re ((Fix €'¢ + Gmaxe'?) ') (12.12)

Nomeadamente, a soma de duas funcdes sinusoidais com a mesma frequéncia é

também uma fun¢do sinusoidal com a mesma frequéncia.

Quando se trabalha com vdrias func¢des sinusoidais, todas com a mesma frequéncia,
pode-se admitir implicitamente a fungdo Re() e a parte que depende do tempo,
el® ! representando cada fungdio pelos nimeros complexos que multiplicam essa
exponencial:

F = Fpa €'?, G = Gmax €2, H=Hye? ... (12.13)
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Essas expressdes complexas que definem o valor maximo e a fase das fungdes
sinusoidais sdo denominadas fasores. Adoptaram-se letras especiais para lembrar
que essas expressoes podem ser somadas mas nao multiplicadas como niimeros
complexos ordindrios, j4 que representam s uma parte da expressdo completa da
fung@o.

O fasor correspondente a soma de duas fungdes sinusoidais de igual frequéncia € a
soma dos fasores das duas fungdes, como foi demonstrado na equagdo (12.12). No
entanto, o fasor do produto de duas func¢des sinusoidais de igual frequéncia nio
existe, ja que o resultado ndo é outra fungao sinusoidal.

Outra forma titil de representar os fasores consiste em escrever o seu valor maximo
e a fase separados pelo simbolo de angulo: F = F 5 Zop.

E também iitil a representacio grafica, em que o fasor é uma seta no plano complexo
(ver figura 12.4). Podem-se imaginar essa seta a rodar, no sentido anti-horério,
com velocidade angular w; o resultado de multiplicar por ¢!’ e obter a parte real,
corresponde no grafico a projetar a seta no eixo real. Como tal, a projecdo no eixo
real do fasor no grafico 12.4 indica o valor da respetiva fungao sinusoidal em 7 = 0
e enquanto a seta roda para ¢t > 0, a essa projecdo indica a variacdo da funcdo em
ordem ao tempo.

Imag.

Fmé .
Fméx SII"I((P)

¢

Frax COS@) Real

Figura 12.4.: Representagdo grafica de um fasor F.

Exemplo 12.1

Num n6 num circuito de corrente alternada entram duas correntes e saem
outras duas correntes. Sabendo que as expressdes das correntes que entram
sdo V2 sin(wt + /4) e 2 V2 cos(wt + m/4), e uma das correntes que sai
é (3 — V3) cos(w1), calcule a outra corrente que sai, indicando o seu valor
maximo e a sua fase.

Resolucao. Em termos matematicos, o que estd a ser pedido € o cdlculo de
V2 sin(wt + m/4) + 2 V2 cos(wt +m/4) — (3 - \/3) cos(w)

de forma a obter uma tnica func¢éo cosseno.

Comecando por escrever os fasores das 3 correntes, no caso da primeira corrente é
necessdrio subtrair 7r/2 a fase, para substituir o seno por cosseno. O fasor da quarta
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corrente € a soma dos dois primeiros fasores, subtraido do terceiro:
L=l +l-Ty=(V2Z -n/4)+ (2 V2 L 7/4) - (3- V3 £0)

Em seguida, calculam-se as partes real e imagindria de cada fasor, tarefa que é
facilitada usando a representagdo grafica (lado esquerdo na figura 12.5).

Imag. Imag.
2

2
|3 / |4

Real -2 s 2 Rea

Figura 12.5.: Soma de fasores.

Assim, o fasor da quarta corrente é:
L=(1-1)+2+i2)-3- V3)= V3 +i

O valor maximo desse fasor € a hipotenusa do tridngulo retdngulo com catetos de
V3el unidades, nomeadamente In,sx = 2. A fase é o angulo oposto ao cateto de
comprimento 1 nesse tridngulo retdngulo, ¢ = arctan(1/ V3) = 7/6. O resultado
obtido é:

1.(1) = V2 sin(wt+7/4)+2 V2 cos(w t+r/4)—(3— V3) cos(w) = 2 cos(w t+7/6)

Embora os fasores ndo sejam verdadeiros vetores, somam-se exatamente como se
fossem vetores, somando coordenadas, ou geometricamente, como no lado direito
da figura 12.5.

12.4. Tensao alternada

Uma tensdo alternada é um sinal sinusoidal dado por:

|V = Vi cos(@ + ) (12.14)

Nos diagramas de circuito, uma fonte ideal de tensao alternada representa-se pelo
simbolo indicado na figura 12.6. Junto do simbolo indica-se a tensdo méxima e
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325V, 50 Hz 32500 32500
- +

——  —0—

Figura 12.6.: Trés formas de representar fonte ideal de tensdo alternada com tensdo
méxima de 325 V e frequéncia de 50 Hz.

pode também indicar-se a frequéncia ou a fase. Os valores apresentados na figura
sd0 os que estdo em uso na rede elétrica publica da Unido Europeia: frequéncia f
de 50 Hz e tensdo méxima de 325 V.

O instante ¢ = 0 pode ser escolhido de forma a fazer com que a fase da tensdo
seja nula. Se se especifica um valor da fase no diagrama, € importante indicar
qual a diferenca de potencial que o fasor representa: a diferenca entre o potencial
do terminal identificado com o sinal + e o potencial do terminal com o sinal —.
Observe-se que essa diferenca de potencial muda de sinal periodicamente e em
alguns intervalos o potencial no terminal — passa a ser maior do que no terminal +.
Por vezes utiliza-se também uma ligag@o a e, nesse caso, ndo € necessario indicar
sinais e admite-se que o fasor da tensdo representa a diferenca de potencial entre o
terminal que ndo estd ligado a terra e a terra.

12.5. Impedéancia complexa

Se todas as fontes de tensdo num circuito forem fontes de tensao alternada com
a mesma frequéncia, em qualquer parte do circuito a tensdo é também alternada,
com a mesma frequéncia, ja que a regra das malhas garante que a tensio € igual a
soma das outras tensdes na mesma malha, com sinal oposto e conclui-se que se
a tensdo em algum segmento da malha € sinusoidal, a tensdo em qualquer outro
segmento também serd sinusoidal e com a mesma frequéncia.

No capitulo anterior deduziu-se a lei de Ohm generalizada para as transformadas
de Laplace da tensdo e da corrente (equacao (11.28)):

V(s) = Z(s)I(s) (12.15)

Como V ¢ uma funcdo sinusoidal, a sua transformada de Laplace é (ver Apén-
dice B):

V(s) = (12.16)

s—iw
€, portanto,
I(s) = L (12.17)
(s —iw) Z(s)
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Admitindo que Z(iw) ndo € igual a zero, a expansdo em fracdes parciais da
expressao no segundo membro deve incluir um termo com denominador (s —iw)

i(S) = Iiw +itrans(5) (12.18)

5 —
em que o termo I4ps € a corrente transitéria, que nao tem nenhum fator (s —iw)
no denominador.

Substituindo essa expressao e a transformada da tensao na lei de Ohm generalizada,

obtém-se:
A\

s—iw

=Z(s) ( I + itransit.) (12.19)

S—1w

Multiplicando ambos 0s membros da equacio por (s —iw) e substituindo s por i w

obtém-se:
V=Z@G1w)l (12.20)

Isto é, os fasores da tensdo e da corrente também verificam a lei de Ohm generali-
zada, com a frequéncia real s substituida por uma frequéncia imagindria i w, o que
conduz a uma impedancia complexa Z(iw). Alguns autores preferem chamar
Z(iw) simplesmente impedancia; também pode-se usar a nota¢do Z(w), em vez
de Z(iw), mas Z(iw) mostra em forma explicita a sua relagdo com a impedancia
generalizada Z(s).

A impedancia complexa Z(iw) é uma funcdo complexa que pode ser dividida nas
suas partes real e imagindria:

|Z(iw) = R(w) +iX () | (12.21)

sendo a fung¢do real R(w) designada de resisténcia e a funcio real X (w) designada
de reatancia. A resisténcia é sempre positiva, independentemente da frequéncia
angular w, enquanto que a reatdncia pode ser positiva para algumas frequéncias
(reatancia indutiva) e negativa para outras frequéncias (reatancia capacitiva).

Im(2)
|Z

¢z
R Re(2)

Figura 12.7.: Tridngulo de impedancia, com a resisténcia R e a reatincia X nos
catetos.

Para um determinado valor de w, o médulo |Z]| e o argumento ¢ da impedancia
complexa Z(iw) podem ser calculados usando a representacdo grifica de R +
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i X no plano complexo, obtendo-se o tridngulo de impedéncia apresentado na
figura 12.7. Como R ndo pode ter valores negativos, o angulo ¢ situa-se sempre
entre —x/2 e /2 radianos.

Note-se que a impedancia complexa Z (i w) ndo € um fasor mas sim um nimero
complexo ordindrio, que pode ser multiplicada e somada a outras impedancias
usando as regras do produto e a adi¢do de ndmeros complexos. Também se pode
multiplicar ou dividir um fasor por varias impedancias e o resultado € outro fasor
com a mesma frequéncia.

Se os fasores da tensdo e da corrente forem Vingx Loy € Imax Z¢1, a lei de Ohm
para fasores (equacdo (12.20)) resulta em:

Viax £ v = (1Z] Imax) £(¢z + ¢1) (12.22)
podendo-se portanto separar a equacao complexa (12.20) em duas equagdes reais:

Vinax = 1Z] Imax Yy =@z +¢r (12.23)

Resisténcias

Numa resisténcia, a impedancia generalizada é independente da frequéncia e igual
a R; como tal, o médulo da impedancia complexa € |Z| = R e o seu argumento é
nulo ¢z = 0. As equagdes (12.23) indicam que as fases de V e I sdo iguais e os
seus valores maximos verificam a relagdo,

Vinax = R Inax (12.24)

O lado esquerdo da figura 12.8 mostra os fasores da tensdo e da corrente na
resisténcia; imaginando esses dois fasores a rodar no sentido anti-horario, com a
mesma velocidade angular, as suas projecdes no eixo real (tensio e corrente em
fungdo do tempo) sdo como indicado no lado direito da figura. Diz-se que a tensdo
e a corrente estdo em fase: os dois fasores t€m a mesma direcdo e sentido, de
forma que ambas as fun¢des atingem os respetivos valores madximo e minimo em
simultaneo.

Im

Vméx
| s
Re max \

_Iméx

_Vméx

Figura 12.8.: Fasores da tensdo e da corrente numa resisténcia.
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Condensadores

Nos condensadores, a impedancia generalizada é 1/(C s) e a impedancia complexa
¢ entdo:

1
- /- % (12.25)

20w) =75 = 0

Em particular, a reatancia de um condensador € negativa e inversamente proporcio-
nal a frequéncia angular,

Xc = ——— (12.26)

sendo a sua resisténcia nula.

Aplicando as equagdes (12.23) obtém-se
I=VuxwC ZLlpy +7/2)

e a fase da corrente é /2 maior que a da tensdo. Na representacdo grafica dos
fasores (lado esquerdo da figura 12.9) o fasor da corrente € perpendicular ao da
tensdo e estd adiantado (no sentido em que rodam). Imaginando os fasores a
rodar no sentido anti-hordrio as projecdes no eixo real conduzem aos graficos
representados no lado direito da figura. O adiantamento em n/2 do fasor da
corrente traduz-se no facto de I(¢) atingir os seus valores maximos e minimos
sempre antes do que acontece a V(f) e nos instantes em que a tensdo ou a corrente
atingem o seu valor mdximo ou minimo, a outra fun¢@o € nula nesse instante.

Im

Vméx

Imélx

Re

_Iméx

_Vméx

Figura 12.9.: Fasores da tensao e da corrente num condensador.

Indutores
Nos indutores a impedancia generalizada € L s, sendo a impedancia complexa:

Zlw)=iwL=wL/nx/2 (12.27)
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A reatincia de um indutor é positiva e diretamente proporcional a frequéncia
angular:
1229

Pelas equacdes (12.23) conclui-se que a fase da corrente € 7/2 menor que a da
tensdo. Na representacdo grafica dos fasores (lado esquerdo da figura 12.10) o
fasor da corrente € perpendicular ao da tenséo e estd atrasado (no sentido da sua
rotacdio). As projecdes no eixo real quando os fasores rodam no sentido anti-horario
conduzem as duas fun¢des representadas no lado direito da figura. O atraso em /2
do fasor da corrente traduz-se em /(¢) atingir os seus valores maximos e minimos
sempre a seguir a V(t) e, tal como nos condensadores, nos instantes em que a
tensdo ou a corrente atingem o seu valor mdximo ou minimo, a outra fun¢do é nula
nesse instante.

sendo a sua resisténcia nula.

Im

Vmax
[
I Re e X\

_Iméx

_Vméx

Figura 12.10.: Fasores da tensdo e da corrente num indutor.

Exemplo 12.2
Cacule a tensdo e corrente instantaneas em todos os elementos do circuito
representado no diagrama.
3.6 uF
Il
25kQ 7.2H
325V, 50 Hz
(~)
&

Resolucao. Este é o circuito analisado no exemplo 11.3 do capitulo anterior.
Usando o mesmo sistema de unidades tem-se: impedancia em k€, capacidade em
uF, indutancia em H, tempo em ms, frequéncia em kHz, tensdo em V e corrente
em mA. A frequéncia angular da fonte é: w = 2 X 7 X 50 Hz, mas como deve ser
convertida para kHz, tem o valor 7/10.
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A impedancia da resisténcia € 2.5, a do condensador 10/(3.671) £ — n/2 =
0.884 /4 — n/2 e a do indutor € 7.27/10 L /2 = 2.26 Ln/2. Como a resis-
téncia estd em série com o indutor, podem ser substituidos por um tinico elemento
com impedancia igual a soma das impedancias:

-i 0.884 -i 0.884
Il Il
I I

25 i 2.26 3.3700.735

| ——
— 1

I~ ()
J &

Como os dois elementos no circuito simplificado estdo em paralelo, o fasor da
tensdo € o mesmo para os dois e igual ao fasor da fonte: 325 Z 0. Dividindo esse
fasor pelas impedancias dos dois elementos calculam-se as correntes corresponden-
tes. Em seguida, multiplicando o fasor da segunda corrente pelas impedancias da
resisténcia e do indutor, calculam-se os fasores das tensoes:

i 368 —
Il Il
96.40 -0.735— 24100 -0.735 21810.835
1 FVWW— ALLLASES
+\ — HAO)=
) N

A partir dos fasores podem-se exprimir as tensdes e correntes instantineas:

condensador: V = 325 cos(0.17¢) I =368 cos(0.1nt+m/2)
resisténcia: V =241 cos(0.17t—0.735) [ =96.4 cos(0.1mt—0.735)
indutor: V =218 cos(0.17t+0.835) [ =96.4 cos(0.17¢t—0.735)

12.6. Poténcia nos circuitos de corrente alternada

Em qualquer ponto de um circuito de corrente alternada, a corrente é uma funcao
sinusoidal; em cada periodo de oscila¢do, a mudanga de sinal da func¢do sinusoidal
indica que o sentido da corrente muda. O integral da fun¢do, em cada periodo é
nulo, o quer dizer que a carga total transferida é nula; durante metade do periodo
ha transporte de carga num sentido e no meio periodo seguinte a mesma carga é
transportada no sentido oposto.
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Nao ha transferéncia efetiva de carga nos circuitos de corrente alternada. As cargas
de condugao simplesmente oscilam a volta de uma posi¢cao de equilibrio. Apesar de
ndo haver transferéncia efetiva de cargas, ha dissipacao efetiva de energia elétrica,
pois a oscilagdo das cargas € contrariada pela resisténcia dos condutores e hd efeito
Joule, independentemente do sentido da corrente.

Em qualquer dispositivo passivo num circuito com fonte de tensao alternada, a
tensdo e a corrente sdo fungdes sinusoidais com a mesma frequéncia da fonte, apds
uma possivel resposta transitéria inicial:

V(t) = Vimax cos(w t+@y) 1(t) = Imgx cos(wt+er) (12.29)

A poténcia instantanea, P(¢), é a poténcia no dispositivo em qualquer instante ¢

P() =V () I(t) = Vinax Imax cos(wt + ¢y) cos(wt + ¢r) (12.30)

Usando uma relagdo trigonométrica para o produto de dois cossenos e o facto
de ser (¢yv — ¢1) = ¢z (equacdo (12.23)), conclui-se que a expressdo anterior é
equivalente a:

P(t) = % Vinax Imix [COS(QL:)I + oy + 1) + COS(cpz)] (12.31)
Note-se que o primeiro cosseno dentro dos paréntesis retos em (12.31) é uma
fun¢do sinusoidal, com frequéncia igual ao dobro da frequéncia da fonte, enquanto
o segundo cosseno € uma fungao constante. Ou seja, o produto das duas fungdes
sinusoidais (V e I) com a mesma frequéncia ndo conduz outra fun¢do sinusoidal
com a mesma frequéncia, mas a uma fungao sinusoidal com o dobro da frequéncia,
deslocada no eixo das ordenadas.

A poténcia instantanea (12.31) pode ser positiva ou negativa em alguns intervalos
e nula em alguns instantes, dependendo do valor da constante cos(y¢z), chamada
fator de poténcia. Como ¢z estd entre —7/2 e /2, o fator de poténcia situa-se
entreOe 1.

Se a reatancia for nula (dispositivo resistivo) o argumento da impedancia (¢z) é
nulo, o fator de poténcia € igual a 1 e a poténcia instantanea é sempre positiva,
indicando que o dispositivo estd sempre a dissipar energia. Ja se a resisténcia for
nula (dispositivo reativo), o argumento da impedancia é +7/2, o fator de poténcia é
nulo e os intervalos em que a poténcia instantanea € positiva (dissipagdo de energia)
sdo do mesmo comprimento que os intervalos em que é negativa (fornecimento de
energia); a poténcia média € nula.

No caso geral, em que o fator de poténcia € maior que 0 e menor que 1, os intervalos
em que ha dissipag@o de energia sdo mais compridos do que os intervalos em que
ha fornecimento de energia e, em média, o circuito dissipa energia.

O valor médio da poténcia, P, calcula-se integrando a func¢do (12.31) durante um
periodo e dividindo pelo valor do periodo. O integral do primeiro termo € nulo,
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durante um periodo, enquanto que o valor médio do termo constante € igual a si
proprio. Consequentemente, a poténcia média é:

_ 1
P = 5 Vindx Imax COS ¢z (12.32)

e tem valor positivo ou nulo, indicando que, em média o dispositivo passivo nao
pode fornecer energia.

E também habitual definir a tenséo eficaz e a corrente eficaz:

Vméx Iméx
Vet = — I = — (12.33)
e \/5 e \/5

e como tal, a poténcia média € igual ao produto da tensdo e corrente eficazes e o
fator de poténcia:

P = Vg Lo cos ¢,
A tensdo maxima de 325 V usada na Unido Europeia corresponde a uma tensio

eficaz de 230 V. No continente americano usa-se tensio maxima de 170 V, a 60 Hz,
que corresponde a uma tensdo eficaz de 120 V.

12.7. Filtros de frequéncia

A equagdo (11.36), obtida no capitulo anterior, é vdlida para qualquer sinal de
entrada. Para um sinal de entrada V, alternado, usando a expressdo para a transfor-
mada de Laplace das fun¢des sinusoidais (Apéndice B) obtém-se,

(12.34)

Se H(iw) tiver um valor finito, a expansao de V em fracdes parciais conduz a

V(5) = —— 4 Vians(5) (12.35)

S—1lw

onde V € um nimero complexo, que corresponde ao fasor da saida (apds a resposta
transitdria), € o termo Vians € a transformada da tensdo de resposta transitoria, que
ndo tem o fator (s — iw) no denominador.

Substituindo essa expansao na equacio (12.34), obtém-se:

- V. H(s)
. + Virans (8) = - .
S—1w S—1w

(12.36)
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Multiplicando ambos os membros da equacio por (s —iw) e substituindo s por i w

obtém-se:
V=R(w)V, (12.37)

onde a func¢do complexa R(w) é denominada resposta de frequéncia:

R(w) = H(iw) (12.38)

Assim, se a tensdo de entrada for a tensao alternada Viysx cos(wt + ¢), a tensdo de
saida é,
V = Vaix |IR(w)| cos (wt + ¢ + arg (R(w))) (12.39)

onde |R(w)| e arg (R(w)) sdo o mddulo e o argumento da fungdo complexa R(w).

Por exemplo, no caso do filtro passa-alto, mostrou-se no capitulo anterior que a
fungdo de transferéncia é (equagdo (11.38)):

~ tcs
H(s) = 12.40
(8) tcs+1 ( )
A funcdo de resposta de frequéncia é entéo:
itcw
Rw) = —F—— 12.41
@ =1 ice (1241)

e o médulo e o argumento sdo:

fcw

|R(w)| = arg (R(w)) = g —arctan(tc w) (12.42)

1+ (tc w)?
A figura 12.11 mostra a funcdo resposta de frequéncia para um filtro passa-alto com
frequéncia angular de corte (1/¢¢) igual a 0.5. Note-se que quando w. = 1/t¢c, R

tem médulo 1/ V2 = 0.707 e argumento igual a /4.

1.2 1.6

1.4
1

1.2

0.8
1

RW)]

0.6 0.8

arg R(W)

0.4 06

0.4

0.2 02

0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 12.11.: Mdédulo e argumento da funcio resposta de frequéncia de um filtro
passa-alto com frequéncia angular de corte w. = 0.5.
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Virios filtros podem ser combinados, em forma sequencial, e a fung@o de resposta
€ o produto das fungdes de todos os filtros na sequéncia. Por exemplo, o circuito
na figura 12.12 € a combinacdo de um filtro passa-alto, com frequéncia angular
de corte wy = 1/(R; C1) e um filtro passa-baixo, com frequéncia angular de corte
1/(Ry Co).

Cl B R2
MV

0.7

0.6

‘_‘\
— C2 V 05
b

ve@ SR

0.4

[RW)I

0.3

0.1

Figura 12.12.: Filtro passa-banda e mddulo da sua fungao de resposta de frequén-
cia com frequéncias de corte de 2 e 4.

A tensdo entre os pontos A e B € a saida do filtro passa-alto, que constitui a tensao
de entrada do filtro passa-baixo. Como tal, multiplicando as func¢des resposta do
filtro passa-alto (equagdo (12.41)) e do filtro passa-baixo (problema 7 do capitulo
anterior) obtém-se:

ilcl w

R =77 ire, w)(1+ife, w)

(12.43)

onde as constantes de tempo sdo tc, = Ry Cy etc, = Ry Co

O filtro passa-alto atenua as frequéncias angulares menores que w; = 1/tc, e
o filtro passa-baixo atenua as frequéncias maiores que wy = 1/tc,. Utilizando
condensadores e resisténcias com valores que verifiquem w1 < w2, o filtro atenuard
as frequéncias fora da banda compreendida entre w; € ws, deixando passar as
frequéncias angulares na banda [w1,ws]; esse tipo de filtro é designado passa-
banda. A figura 12.12 mostra o médulo da fungéo resposta de frequéncia para o
caso wi = 2, wo = 4.

Um filtro ideal deveria ter uma funcio de resposta nula, para as frequéncias que
se pretende eliminar, e 1 nas outras frequéncias. Com circuitos mais complicados
conseguem-se obter filtros com comportamento mais préximo do ideal. Outro fator
a ter em conta € a resposta transitdria, que tem sido ignorada por ser nula ap6s
algum tempo, ma num filtro de boa qualidade € necessdrio garantir que a resposta
transitéria desaparece o mais rapidamente possivel.
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12.8. Ressonancia

Nos circuitos com condensadores e indutores em série, a reatdncia equivalente X é
funcdo continua da frequéncia f. Quando f se aproxima de infinito, o limite da
reatancia € +oo e quando f se aproxima de zero, o limite da reatancia é —oco. Nesses
dois limites o médulo da impedancia equivalente é +oo, que implica corrente nula
no circuito.

Existe uma frequéncia intermédia, designada de frequéncia de ressonéncia, para
a qual a reatancia é nula e 0 médulo da impedancia é minimo; isso implica que
o angulo da impedancia (¢) € nulo, o fator de poténcia (cos ¢) € 1 e a corrente
maxima e a poténcia média atingem valores maximos em ordem a f. Ou seja,
quando a frequéncia da fonte é igual a frequéncia de ressonancia do circuito, a
tensdo e a corrente oscilam em fase e diz-se que o circuito estd em ressoniancia
com a fonte. A frequéncia (ou frequéncias) de ressonancia € um valor carateristico
de cada circuito. Nos circuitos em que os indutores e condensadores nao estao em
série, a frequéncia de ressonancia € a que produz o valor mdximo possivel para
Imsx € nessas condicdes a reatancia nio € necessariamente nula nem o fator de
poténcia igual a 1.

Exemplo 12.3
Calcule a frequéncia de ressondncia do circuito e a poténcia média maxima
que pode fornecer a este circuito uma fonte com tensao maxima Visx.

2 pF
| |
11

Vo) §3MQ

NIV
8H

Resolucdo. Com a resisténcia em MQ e a capacidade em pF, convém usar us para
a unidade de tempo e, portanto, MHz para a frequéncia e H para a indutancia.

A impedancia total do circuito € a soma das 3 impedancias:
3 ) i . 1

Z—3+18w—% —3+1(8w—%)

Observe-se que a parte real da impedancia equivalente ndo depende da frequéncia,

porque o condensador e o indutor estdo em série e, como tal, o valor minimo do
médulo da impedancia obtém-se quando a parte imagindria seja igual a zero:
1 1 w
T

8w_%:0 . U_):Z - f=2—:00398
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No sistema de unidades utilizado, a frequéncia de ressonancia é f = 0.0398 MHz
= 39.8 kHz.

Se a fonte tivesse essa frequéncia, a impedancia equivalente seria real, Z = 3 MQ,
e a corrente maxima teria o valor Insx = Vinax/3 (WA, se Viax estiver em volts).
A poténcia média maxima é P = Vipsx Imax/2 = Vriéx /6 (LW, se Vipax estiver em
volts).

|

No circuito do exemplo anterior, a tensdo de entrada carrega e descarrega o conden-
sador. Inicialmente, a carga no condensador oscila com a frequéncia de oscilacio
da tensdo na fonte; mas quando a carga no condensador € elevada, a diferenca de
potencial do condensador pode contrariar a tensdo da fonte, impedindo a entrada
de mais carga.

A situacdo é semelhante a uma massa pendurada de uma mola elastica, na qual
atua outra forca externa que tenta manter a massa oscilando para cima e para baixo.
Se a forca externa ndo oscila com a uma frequéncia igual a frequéncia prépria de
oscilagdo da mola eldstica, hd momentos em que a forca externa estd a tentar fazer
subir a massa, enquanto a mola eldstica faz for¢a no sentido oposto.

No caso do circuito, se a fonte ndo existisse mas o condensador tivesse uma carga
inicial, comecaria a descarregar, produzindo corrente. No momento em que o
condensador descarrega completamente, o indutor faz com que a corrente persista
por alguns instantes, recarregando o condensador com cargas de sinais opostos
a carga inicial. O ciclo repete-se, com uma frequéncia prépria do circuito. No
entanto, a resisténcia faz com que a carga do condensador seja menor em cada
ciclo, até desaparecer (equilibrio estdvel). Existe ressonancia quando a fonte oscila
com a frequéncia prépria do circuito.

Se a resisténcia fosse nula, quando a frequéncia da fonte fosse a frequéncia de
ressondncia, Z seria nula e aparentemente Insx = Vinax/Z seria infinita. No entanto,
a corrente nao aumenta instantaneamente até esse valor, mas sim gradualmente,
com as oscilagdes da carga no condensador. Quando essa carga maxima se torna
muito elevada, hé rutura do dielétrico no condensador ou a corrente elevada queima
o indutor.
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Perguntas
1. No circuito representado no dia- B. Adiantada 45° em relac¢do a cor-
grama, rente.
L(t) = cos(wt +27/3) C. Atrasada 90° em relagdo a cor-
L(t) = V3 cos(wt + 7/6) I
Calcule I(¢).
| D. Atrasada 45° em relacdo a cor-
—r rente.
E. Em fase com a corrente.
[— 4. Qual das afirmacdes seguintes € ver-
I dadeira, em relacdo a uma bobina de
— 2 mH e um condensador de 5 pF?
2 A. O valor absoluto da reatancia da
A. 3 cos(wt—m/2) bobina é menor.
B. 2 cos(wt —n/3) B. O valor absoluto da reatincia do
C. 3 cos(wt +1/2) condensador é menor.
D. V3 cos(wt + 7/2) C. Se a corrente for continua, o valor
absoluto da reatincia da bobina é
E. 2 cos(wt + /3)
menor.
2. Um condensador de 2.73 pF e uma D. Se acorrente for continua, o valor
resisténcia de 1166 Q estdo ligados absoluto da reatincia do conden-
em série a uma fonte de tensdo al- sador é menor.

ternada com frequéncia de 50 Hz e
tensdo maxima de 325 V. Calcule a
corrente eficaz na resisténcia.

E. Se a corrente for continua, a re-
atancia dos dois dispositivos &

nula.
A. 247 mA D. 212 mA 5. Num circuito RLC de corrente alter-
B. 139 mA E. 170 mA nada, em série, quando a reatincia

C. 99 mA equivalente for nula, qual das seguin-
' tes afirmacdes € verdadeira:

3. Um condensador de 2.73 uF e uma A. Aimpedancia € nula.

resisténcia de 1166 Q estdo ligados
em série a uma fonte de tensao al-
ternada de 50 Hz. Pode-se concluir
entdo que a tensdo da fonte esta:

B. O fator de poténcia € nulo.

C. O angulo de desfasamento € nulo.

D. A corrente € nula.

A. Adiantada 90° em relagdo a cor- E. Atensdo € nula.
rente.
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Problemas

1. A resisténcia de uma bobina é 150 Q e a sua indutancia é 1.4 H. A bobina é
ligada a rede elétrica com tensio maxima 325 V e frequéncia de 50 Hz. Encontre
a expressao para a corrente na bobina em fungdo do tempo ¢.

2. Uma bobina, com indutincia de 36 mH e resisténcia de 40 Q, liga-se em
paralelo com um condensador de 32 nF e com uma fonte de tensdo alternada
V(t) = 345cos(150x¢t) (em volts, e o tempo ¢ em segundos). Calcule: (a)
A corrente maxima na bobina. (b) A corrente eficaz no condensador. (¢) A
poténcia média dissipada na bobina.

3. Demonstre que a transformada inversa da equagdo (12.3) conduz a corrente
alternada indicada em 12.5

4. No problema 12 do capitulo 10, calcule a frequéncia do circuito e os valores
maximos da corrente e da carga.

5. Nos dois circuitos representados na figura, calcule a corrente e a tensdo em
todos os elementos do circuito.

(@) (b) T
170V 3ka 325V, e
2H 3kQ

60 H ’\) g S0H ’\) §

1n 2H

T
6. A figura mostra um filtro
10 uF
[l

rejeita-banda que atenua as

frequéncias angulares proximas

de 1 kHz. (@) Calcule a funcdo

de resposta R(w) do circuito. N

(b) Mostre que paraw = 1 kHz, - 100 mH =
V(™) 1 kQ§

R(w) € igual a zero. (c) Cal- v
cule o médulo de R(w) e dese- b
nhe o seu grifico para w entre 0
e 2 kHz.

+

7. Num segmento de um circuito de corrente alternada a tensdo é 24 cos(mw¢/10 +
1.5) (em volt, com ¢ em milissegundos) e a corrente € 8 cos(m /10 + 2.0) (LA,
com ¢t em ms). (a) Calcule a resisténcia e reatdncia desse segmento. (b) O
segmento do circuito avariou e pretende-se substitui-lo com resisténcias, con-
densadores ou indutores, mas o orcamento s6 permite comprar dois dispositivos.
Quais dispositivos deviam ser comprados, com que valores e como deviam ser
ligados no circuito?



8. A figura mostra a tens@o e a corrente
num condensador. A corrente € produ-

252 Circuitos de corrente alternada
zida pela tensdo: se ndo houver tensao vV V
PR ~ ~ max
elétrica, ndo ha corrente. Como se ex-
y

plica entdo que no instante ¢ = 0 a cor- /7<\
t
d

I max |

rente seja diferente de zero, sendo a ten-

sdo nula?
_Iméx
_Vméx

9. A figura mostra o ecrd de um oscilos-
copio onde aparecem a tensio € a cor-
rente num elemento de um circuito. As
distancias L e d foram medidas direta-
mente no ecrd, obtendo-se os valores Vs

. . I ma
L =6cm,d = 1cm. O osciloscopio na
também permite determinar que a ten-

sdo maxima € Vs = 36 V e a corrente
maxima é I, = 12 mA. Com esses /
dados, calcule a parte real e a parte ima-
gindria da impedancia do elemento do k"L —
circuito.
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Respostas
Perguntas: 1. E. 2. B.3. D. 4. C. 5. C.

Problemas

1. I(t) = 0.669 sin(314.16¢ — 1.2421) A.
2. (a) 7.94 A. (b) 3.68 mA (c) 1.261 kW.

- I I
3. A expressdo para a transformada da corrente € [ = 20—s2 = Re ( 0 ),
2+ w s—iw
onde w = V1/(L C) e a transformada inversa € a expressao (12.5).
4. f =1.779 kHz, Iix = 20 mA, Qmax = 1.789 uC.

5. (a) Tensdes em V, correntes em mA, tempo em ms.

condensador: V = 113 cos(0.378¢ —0.847) I =42.5 cos(0.378¢+0.724)
resisténcia: V =127 cos(0.378¢ + 0.724) I =42.5 cos(0.378¢ + 0.724)
indutor: V =170 cos(0.378¢) I =225 cos(0.378¢t — /2)

(b) Tensdes em V, correntes em mA, tempo em ms.

condensador: V =405 cos(0.3141) 1 =127 cos(0.314¢ + n/2)
resisténcia: V =325 cos(0.314 1) I =108 cos(0.314¢)
indutor: V =79.9 cos(0.3141 + 7) I =127 cos(0.314¢ + 7/2)
10w? - 10 10 |w?® - 10
6. (a) Rw)= — (© |R(w)| = ‘ }
Nw?-10-iw V100 w? - 199 w? + 100
12
1
08
S 06
T
0.4
02
0
0 05 1 15 2
w

7. (a)resisténcia 2.63 MQ e reatancia —1.44 MQ. (b) Uma resisténcia de 2.63 MQ
e um condensador de 2.21 nF, ligados em série.
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8. A tensdo e corrente apresentadas no grafico apenas poderao ter essas formas
sinusoidais algum tempo apds ter sido ligada a fonte, quando a resposta transi-
toria ja tiver desaparecido. Se a fonte de tensdo fosse ligada apenas no instante
t = 0, a corrente ndo poderia ter nesse instante um valor diferente de zero; em
vez da funcdo sinusoidal no gréfico, terfamos uma fungdo que parte de zero e se
aproxima gradualmente da fun¢ao sinusoidal (resposta transitdria mais resposta
sinusoidal).

9. 7= (1.5 +12.598) kQ



13. Eletrodinamica

James Clerk Maxwell (1831-1879)

Maxwell nasceu em Edimburgo. Com 14 anos escreveu o seu primeiro artigo cien-
tifico sobre curvas com mais de dois focos. Em 1854 obteve o titulo de matematico
pela Universidade de Cambridge. Entre 1855 e 1856, desenvolveu e demonstrou
matematicamente a teoria das linhas de campo de Faraday, mostrando como é
possivel descrever os campos elétrico e magnético, e a sua relagdo, com umas
poucas equagdes matematicas. Em 1856 regressou a Escdcia para acompanhar
a doenga do seu pai. Nessa época recebeu um prémio pela melhor explicagdo
sobre a natureza dos anéis de Saturno; Maxwell demonstrou que a estabilidade
dos anéis era devida a serem formados por muitas rochas pequenas. Em 1860
aceitou um emprego em Londres onde permaneceu até 1866. Durante esse periodo
calculou a velocidade de propagagdo do campo eletromagnético concluindo que
era igual a da luz e que portanto esta devia ser uma onda eletromagnética. A
partir do estudo estatistico do movimento das moléculas, e independentemente de
Boltzmann, formulou uma teoria cinética dos gases que reproduz as propriedades
fenomenoldgicas da termodinamica.
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Da mesma forma que um campo magnético varidvel induz um campo elétrico,
veremos neste capitulo que a variagcdo temporal do campo elétrico induz um campo
magnético; isto foi descoberto por Maxwell, de forma tedrica, a partir da sua
observacdo de que, quando existem campos elétricos dependentes do tempo, a
lei de Ampere ndo é compativel com a conservacdo da carga. Para garantir a
conservacdo da carga, Maxwell introduziu na lei da Ampere um termo dependente
da derivada do campo elétrico, a designada corrente de deslocamento.

Incluindo a corrente de deslocamento, Maxwell mostrou que as leis de Ampere,
Faraday e Gauss, juntamente com a condi¢do de que a divergéncia do campo
magnético é nula, formavam um sistema de equacdes que definiam de forma
consistente o campo eletromagnético. Estas quatro equacdes de Maxwell sintetizam
a teoria eletromagnética e levaram Maxwell a descobrir a verdadeira natureza da
luz, como veremos no Capitulo 13.

13.1. Corrente de deslocamento

A lei de Ampere (9.19) relaciona a densidade de corrente num ponto com o
rotacional do campo magnético:

—

J=—VxB. (13.1)
Ho

Como a divergéncia do rotacional de qualquer campo vetorial é zero, a equacao
anterior implica que a divergéncia da densidade de corrente € nula, em qualquer
ponto. Isto estd em contradi¢do com o principio fundamental da conservagdo da
carga elétrica; como vimos no Capitulo 6, a expressdo da conservagéo da carga em
termos matematicos € a equagdo de continuidade, que na forma diferencial é

.7+ 9. (13.2)

ot

Assim, a lei de Ampere sé poderd ser vdlida para correntes estaciondrias, onde
ndo exista aumento ou diminui¢cdo da carga volimica em qualquer ponto. Para
encontrar a forma mais geral do rotacional do campo B, que reproduza a lei de
Ampere no caso particular das correntes estaciondrias, vamos partir da equagado de
continuidade. Se substituirmos a carga volimica na Equac¢ao (13.2), usando a lei
de Gauss (4.38), obtemos

N

V(e

o )=0. (13.3)

O termo entre parénteses € um campo vetorial F' com divergéncia igual a zero:

. 0E .
J+eg— =F. 13.4
€07, (13.4)
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No caso particular em que a derivada do campo elétrico seja zero, a densidade de
corrente serd igual ao campo F e para que a lei de Ampere seja vélida, o campo F
deverd ser igual a
o1 o
F=—VXB, (13.5)
Ho
e a divergéncia de F € nula como precisdvamos, ja que a divergéncia do rotacional

de qualquer campo é sempre nula. As Equagdes (13.4) e (13.5) conduzem a lei de
Ampere- -Maxwell:

-

ﬁxﬁzyouyoeo—t. (13.6)

Quando existem correntes ndo-estaciondrias, a acumulagdo ou redugéo da carga
em alguns pontos implica campos elétricos varidveis que introduzem um termo
adicional:

. OF

Ja=ens (13.7)

conhecido como densidade de corrente de deslocamento.

A forma integral da lei de Ampere-Maxwell obtém-se multiplicando escalarmente
os dois lados da Equacédo (13.6) por dA e integrando sobre uma superficie S:

Lj(ﬁxé)-dX:Mofsff.dﬁw()s()%jsfﬁ-dx. (13.8)

O integral no lado esquerdo pode ser escrito como um integral de linha, usando
o teorema de Stokes (4.30). O integral de J , no lado direito, € a corrente através
da curva C e o integral de E é o fluxo elétrico ®. Assim, o resultado obtido é
semelhante a lei de Ampere, com uma corrente modificada:

gjé-dr*zyo(lc +14), (13.9)
C

onde C ¢ a curva fronteira de S, I € a corrente através da superficie S e a corrente
de deslocamento /; ¢ definida da seguinte forma:

oD
la= e |. (13.10)

Exemplo 13.1

Um fio retilineo, de comprimento L é percorrido por uma corrente / (Fi-
gura 13.1). Calcule o campo magnético produzido, usando a lei de Ampere-
Maxwell. Mostre que se obtém o mesmo resultado usando a lei de Biot-Savart.
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61 92

Figura 13.1.: Fio isolado com corrente elétrica.

Os pontos a mesma distincia » do fio e equidistantes de um dos extremos sdo
equivalentes e, portanto, as linhas de campo sao circulos C perpendiculares ao fio e
com centro nele (Figura 13.1). Ao longo do circulo C, de raio r, o integral de linha
do campo Bé

SBE-dF:anB. (13.11)
C

A corrente no fio ndo é estaciondria, pois existe acumulagido de carga nos dois
extremos: carga positiva no extremo em que a corrente aponta e negativa no oposto.
Estas cargas produzem um fluxo elétrico varidvel através do circulo C. Como
as cargas nos extremos aumentam, o fluxo que elas produzem também aumenta,
gerando uma corrente de deslocamento. No extremo do lado direito acumula-se
carga positiva g > 0, e no extremo do lado esquerdo uma carga igual e oposta
—g. No sentido definido para a circunferéncia C na Figura 13.1, as duas cargas
produzem um fluxo elétrico negativo através do circulo com fronteira em C; cada
fluxo pode ser calculado usando a Equagao (2.14):

Dy =-kqQq, Oy =-kqgQs,

onde Q e Qs sdo os angulos sélidos da curva C a partir dos dois extremos. Para um
cone pode mostrar-se que o angulo sélido Q depende do angulo 6 (ver problema 2):

Q =2m(1 - cosb) ; (13.12)
portanto, o fluxo elétrico total através de C é
D = 2nkqg(cos By + cos by —2) .

A derivada temporal de g € exactamente a corrente /; a derivada do fluxo elétrico,
multiplicada por €( € igual a corrente de deslocamento:

d I
Iy = 2nk607(l](cos 61 +cosby —2) = §(cos 61 +cosfy —2).
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A corrente I que atravessa o circulo delimitado por C € a propria corrente [; a
corrente total na lei de Ampere-Maxwell serd

1
L =1c+ 14 = §(COS 61 + cosby) . (13.13)
Substituindo (13.11) e (13.13) na lei de Ampere-Maxwell (13.9), obtemos

kI
B = —(cos 6y +cosby) ,
r

que é o mesmo resultado obtido no Exemplo 9.1 do Capitulo 9, usando a lei de Biot-
-Savart. Quando o fio € muito comprido, os dngulos 61 e 65 sdo aproximadamente
retos e a corrente de deslocamento € quase nula.

No célculo da corrente total, podiamos ter usado, em vez do circulo de raio r,
qualquer outra superficie com fronteira em C. Por exemplo, usemos a superficie S
indicada na Figura 13.2; essa superficie ndo corta o fio e, portanto, /¢ serd igual
a zero. Contudo, a corrente de deslocamento compensard a diminui¢do de Ic,
resultando a mesma corrente total. O fluxo @, da carga positiva continua sendo o
mesmo que no caso do circulo:

Figura 13.2.: Outra forma de definir a superficie S delimitada por C.

2mkg(cos by — 1) ;

o fluxo da carga —¢ ndo € igual ao do circulo, pois a superficie S estd agora a
esquerda da carga e o versor normal (7 na Figura 13.2) aponta na dire¢do da carga;
assim, o fluxo @, ¢ positivo. Para calcular ®; imaginemos uma superficie fechada,
formada por S mais o circulo com fronteira em C; através dessa superficie fechada,
com —g no seu interior, o fluxo para dentro € igual a 4wkg. O fluxo no circulo
€ igual e de sinal contrério ao fluxo calculado na primeira parte do problema (o
versor normal tem agora o sentido oposto), de tal forma que

Dy = 4nkg + 2nkg(cos 6, — 1) .

O fluxo total €
O = Q1 + Oy = 2:kq(cos b1 + cos O2) ;
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e multiplicando a sua derivada por €y obtemos a corrente de deslocamento:
1
Iy = §(COS 61 + cosby) ,

a qual é idéntica a corrente calculada no primeiro caso. A corrente I, neste exemplo,
néo € estaciondria (6 J# 0), mas a corrente total (/4 + Ic) é, ja que é proporcional
ao rotacional do campo B; a corrente total através de qualquer superficie fechada é
sempre nula.

13.2. Equacoes de Maxwell

Em capitulos anteriores ja foram introduzidas as equagdes basicas da eletrostatica
e da magnetostatica. No caso de campos ndo estaticos vimos, no Capitulo 10 e
na secc¢do anterior, como devem ser modificadas as equagdes basicas; nesse caso,
os campos elétrico e magnético ja ndo s@o independentes. Antes de fazermos
um sumdrio das equagdes bdsicas, vamos ver que também existe uma relagao
importante entre a constante de Coulomb e a constante magnética.

A constante ppeg que aparece na lei de Ampere-Maxwell, pode ser calculada a
partir da constante de Coulomb k& e da constante magnética ky,:
km 1 52 1

== (13.14)

Ho€o = 57 = 9% 1016 m2 2’

onde c é a velocidade da luz no vazio (¢ = 3 x 10® m/s). Esta relagiio entre as
constantes eletromagnéticas e a velocidade da luz nao € coincidéncia, mas € devida
ao facto da luz ser uma onda eletromagnética, como veremos no préximo capitulo.

As quatro equagdes fundamentais que definem os campos E e B sdo as equacgdes
que definem as suas divergéncias e rotacionais, nomeadamente a lei de Gauss
(4.38), a lei de Faraday (10.36), a Equacdo (9.21) e a lei de Ampere-Maxwell
(13.6), representadas, respetivamente, pelas seguintes equagdes:

v.E=L£ (13.15q)
€0

. . 0B
VXE=-—, 13.15b

o ( )
V-B=0, (13.15¢)
L . 10E

C

Estas quatro equagdes, conhecidas como equacoes de Maxwell, definem os cam-
pos E e B em qualquer ponto, dentro de qualquer meio, em funcdo da carga
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volimica e da densidade de corrente. A densidade de corrente depende do movi-
mento das cargas o qual é determinado a partir das leis da mecanica e considerando
que a forga eletromagnética sobre uma particula com carga g é a Forca de Lorentz,

- -

F=qE+VxB). (13.16)

Dentro da matéria o problema seria intratdvel se considerdssemos todas as cargas e
correntes existentes dentro dos dtomos; de qualquer forma, a escala de distancias
relevante a nivel experimental é vérias ordens de grandeza maior do que um atomo.
Assim, € mais conveniente incluir os campos das cargas e correntes polarizadas
nos dtomos em dois novos campos D e H introduzidos nos Capitulos 5 9. Em
fungdo destes campos as equagdes de Maxwell sdo

V.-D=pg, (13.17a)

. . 0B

VXE=——, 13.17b
o ( )

V-B=0, (13.17¢)

. . . D

VxH=Jp+—, (13.17d)

onde pg € a carga volimica “livre”, excluindo as cargas polarizadas nos dtomos,
Jo € a densidade de corrente “livre”, sem incluir correntes de polarizagdo, D € o
deslocamento elétrico e H € o campo magnético no meio.

As Equacdes (13.17) sdo as equacdes de Maxwell a nivel macroscépico. Para as
resolver € preciso relacionar o deslocamento elétrico e o campo magnético no meio
com o campo elétrico e o campo magnético. O caso mais simples € o dos meios
isotrépicos e lineares, nos quais os campos D e H sio paralelos e diretamente
proporcionais a EeB:

D=¢E, B=uH, (13.18)

onde € € a permitividade elétrica do meio e u € a permeabilidade magnética.

As Equacdes de Maxwell também podem ser escritas na forma integral. Integram-
se (13.17a) e (13.17¢) sobre uma superficie fechada S e aplica-se de seguida o
teorema da divergéncia; as Equacdes (13.17b) e (13.17d) integram-se ao longo de
uma curva fechada C, e aplica-se de seguida o teorema de Stokes. Obtemos assim
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o resultado:

@5- dA = ¢, (13.194)
S

gSE- a7 = —ﬂ%—?- dA , (13.19b)
C Sc

@E- dA=0, (13.19¢)
S

gSﬁ- d7=10+ﬂ%—?- dA . (13.19d)
C Sc

Estas equacdes sdo validas para quaisquer superficie fechada S, curva fechada C e
superficie S¢ delimitada por C. Para uma determinada distribuicdo de cargas e cor-
rentes, as Equag¢des de Maxwell definem completamente o campo eletromagnético.
Portanto, estas quatro equacdes sdo as equacgdes bdsicas da eletrodindmica.

13.3. Transformacao de Galileu do campo
eletromagnético

A derivada do campo elétrico na Equagdo (13.15d) implica que pode existir campo
magnético sem existirem correntes, ja que a variacdo temporal do campo elé-
trico é também uma fonte do campo magnético. A variagao temporal do campo
elétrico pode ser devida a variagdes nas suas fontes ou simplesmente a um desloca-
mento global das fontes; no caso de um deslocamento das fontes, no referencial
em movimento com as fontes ndo existe variacdo temporal do campo elétrico e,
consequentemente, o campo magnético nao pode ser igual ao do referencial em
movimento.

Ja vimos algo semelhante no Capitulo 10 quando estuddmos o campo elétrico
em referenciais em movimento. Consideremos uma distribuicdo de carga p(¢)
fixa num referencial R’ que se desloca com velocidade V. Nio existe corrente no
referencial R’ e assim, de acordo com a Equagdo (13.15d), o rotacional do campo
B’ serd igual a AE’ /0t, dividida por ¢2. A derivada do campo E ’, em movimento,
calcula-se aplicando a derivada convetiva (Equagdo 10.26) ao campo E:

- o 10E" 10E ¥ - . 1. R
VXB'=——==—+—=(V-E)- VX (VX E); 13.20
2 ot c? ot 02( ) c? (PXE); ( )
usando a lei de Gauss (Equagdo 13.15a) o termo \7(6 . E) é igual a pV/eg. O

produto pV é a densidade de corrente J e a constante egc? é igual a 1/:

1 0E

. .1 .
VXB = —=—+upJ - VX (B XE); 13.21
@ THY T (VX E) ( )
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usando a lei de Ampere-Maxwell (Equagdo 13.15d) os dois primeiros termos no
lado direito podem ser substituidos pelo rotacional de B. Assim, obtemos

5> > - 1 =
VxB’:Vx(B——QﬁxE>; (13.22)
c
esta equacgdo implica que

PxE+C, (13.23)

onde C é um campo com rotacional igual a zero. A relacdo anterior € vélida para
qualquer velocidade v; no caso particular ¥V = 0 os dois campos B’ e B deverdo
ser iguais o que implica C = 0. Obtemos, assim, 0 campo B’ em funcao de EeB
que, juntamente com a Equacdo (10.20), constitui a transformacao de Galileu do
campo eletromagnético:

X B, (13.24a)

I}
T

E_-’/

<i

+

N

B’ PxE . (13.24b)

Il

s )

|
Wl =

Estas equagdes relacionam os campos (E’, B’) no referencial em movimento,
com os campos no laboratério, em qualquer ponto 7 e em qualquer instante 7. A
disting@o entre “laboratério” e “referencial em movimento” é importante, ji que as
equagdes de Maxwell sdo variantes em relag@o a transformagao entre referenciais
inerciais. Vejamos o que isto quer dizer; seguindo a mesma conveng¢do usada no
Capitulo 10, podemos definir o mesmo sistema de eixos coordenados nos dois
referenciais R (laboratério) e R’ (referencial em movimento), num instante que
designamos por ¢ = 0; assim, num instante ¢ qualquer, a origem do referencial R’
encontra-se na posicao ¢V relativa ao referencial R e a relagdo entre a posi¢do de
uma particula nos dois referenciais € a transformacéo de Galileu:

=2/

Pl=F-vt. (13.25)

A transformac@o inversa é ¥ = 7’ + V¢, que tem a mesma forma da transformagéo de
Galileu ja que a velocidade do laboratério R, relativa a R/, é —V. Os referenciais R e
R’ sdo, assim, tratados de forma idéntica, sendo completamente arbitréria a escolha
do referencial a que chamamos laboratdrio. As derivadas da Equagdo (13.25) ddo a
transformacao da velocidade e da aceleracdo, que também nao permitem distinguir
entre referenciais inerciais.

No caso da transformacao de Galileu do campo eletromagnético, a 51tuagao Ja nao
é simétrica. Para obter a transformacao inversa de (13.24), substituimos B e E nas
Equacdes (13.24a) e (13.24b) e obtemos
o . > 1 - .
E'=E+Vx(B'+5VxE)=E+VxB +p(f-E)-p’E, (13.260)
c

B =B-

X(E'-VxB)y=B-=¥xE +B(B-B)- B*B, (13.26b)

Q| =
(9}
[V
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onde usdmos a propriedade distributiva do produto vetorial:

-

@x(bx&) = (@ -Ab-(a- b7, (13.27)
e E ¢ definida por

g = (13.28)

ﬁ|<¢

Podemos eliminar ( ﬁ ‘B)e( ﬁ . E) observando que, multiplicando escalarmente
(13.24a) e (13.24b) por B, obtém-se as seguintes relacdes:

§E -

N

B-B =

Substituindo em (13.26), obtemos as transformacdes inversas:

E, (13.29q)

B
5-B. (13.29b)

E=y*(E-3xB)-y*BB-E), (13.30a)

. 1 I

B=y*(B+ \7><E) y2B(B-B), (13.30b)
em que y é o factor de dilatacao de Lorentz, definido pela seguinte expressao:

9 1

Y

A transformacdo inversa ndo tem a mesma forma da transformacao inicial. Por
exemplo, se 0 campo magnético fosse nulo no referencial R, ao passar para o
referencial R’ obterfamos um campo E’ igual ao campo E, enquanto que, se O
campo magnético fosse nulo no referencial R’, passando para o referencial R
observariamos um campo E diferente de E’. Na pratica, a diferenca € muito
pequena ja que para as velocidades a que estamos habituados S € vdrias ordens de
grandeza menor que 1, e y € praticamente 1; nesse caso, a transformacéo inversa
mantém a mesma forma da transformacao inicial.

A situag@o complica-se quando consideramos a propria luz, pois, em principio,
seria f4cil descobrir qual é o verdadeiro referencial R onde as equacdes de Maxwell
sdo exactas: bastaria medir a velocidade de propagacdo da luz no vazio e compara-
la com o valor de c. O meio hipotético no qual se propaga o campo eletromagnético,
e que constituiria o referencial R, foi chamado éter. Durante as quatro tltimas
décadas do século xix foram feitas varias experiéncias de 6tica para descobrir a
velocidade da Terra no éter. Algumas experiéncias foram bem explicadas pela teoria
do éter, mas varias modificagdes tiveram que ser feitas para conseguir explicar
novos resultados que continuavam a surgir e que contrariavam todos os esfor¢os
para manter a teoria do éter. Assim, por exemplo, chegou a admitir-se que o éter
era um meio material no sentido em que podia também ser arrastado parcialmente
pelos objetos, em particular pela Terra.
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A experiéncia que parece ter dado o golpe fulminante a teoria do éter foi o interfe-
rémetro de Michelson e Morley, que € capaz de medir pequenissimas diferengas na
velocidade de propagacdo da luz em diferentes dire¢des. A Figura 13.3 mostra um
diagrama simplificado do interferémetro de Michelson e Morley. Um feixe de luz é
separado em dois, no espelho semi-transparente A; os dois feixes sdo refletidos nos
espelhos B e C, chegando ao ponto D onde sdo observadas franjas de interferéncia
entre os feixes. As franjas mais claras aparecem nos pontos onde a diferenga entre
os percursos dos dois feixes for um multiplo inteiro do comprimento de onda,
produzindo interferéncia construtiva.

D

Figura 13.3.: Interferémetro de Michelson e Morley.

Deslocando um dos espelhos B ou C do interferémetro, modifica-se o tempo
que demora um dos feixes a chegar até D, produzindo um deslocamento das
franjas de interferéncia; se a velocidade da luz variasse com a direcdo, rodando
o interferémetro conseguia-se também alterar os tempos de chegada dos feixes e
deslocar as franjas.

As experiéncias de Michelson e Morley demonstraram que a velocidade da luz solar
ndo varia com a dire¢do, uma vez que ao rodar o interferémetro ndo observaram
qualquer alteracdo da posi¢do das franjas.

Hendrik Lorentz conseguiu explicar a invariancia da velocidade da luz, admitindo
que os corpos em movimento no éter sofrem uma contracdo de 1/, na direcdo
do seu movimento. A consequéncia dessa contra¢do seria uma modificacido da
transformacgdo de Galileu (Equagd@o 13.25), que passaria a ser substituida pela
chamada transformacio de Lorentz (ver Problema 5), e as transformacdes dos
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campos eletromagnéticos seriam idénticas para qualquer referencial. No entanto,
persiste na teoria de Lorentz um efeito fisico (contragc@o) que depende da existéncia
do referencial absoluto, ja que a contracio € na dire¢do da velocidade “absoluta” e
é proporcional ao médulo desta.

Em 1905, Albert Einstein publicou a sua teoria da relatividade que consegue
compatibilizar as equagdes de Maxwell com a inexisténcia de referenciais absolutos.
O postulado fundamental da teoria da relatividade € a invariincia da velocidade da
luz no vazio; este postulado conduz a resultados surpreendentes, irreconcilidveis
com os resultados da mecénica cldssica; por exemplo, o facto de o intervalo
de tempo entre dois eventos depender do referencial considerado. A teoria da
relatividade tem tido um grande sucesso na fisica contemporanea; no campo do
eletromagnetismo, as equagdes de Maxwell e a invaridncia da carga continuam
vdlidas a nivel relativista. A alteracdo fundamental € ao nivel das equagdes de
transformacdo dos campos; as Equacdes (13.24) sé sdo vilidas a velocidades ndo
muito elevadas, de forma a que 8 seja muito menor do que 1.

Exemplo 13.2
Calcule o campo magnético produzido por uma particula pontual com carga
q e velocidade v.

Uma carga em repouso nao produz nenhum campo magnético; contudo, quando
a carga estd em movimento, o campo elétrico que ela produz acompanha o seu
movimento, dando origem a um campo B induzido. Se R’ for o referencial fixo
a carga, os campos elétrico e magnético no referencial R’, num ponto 7, séo os
seguintes:

N kq N
r_ B oy
E —r/3r ,

Substituindo estes campos na Equacdo (13.30a), obtém-se o campo agnético no
referencial R: )

3 kg .

B=2Xtmdgy 5 (13.32)

r/&

onde usdmos a relagio ¢ = k/k,, entre as constantes k e ky,. O produto ¥ X 7’
implica linhas de indu¢do magnética circulares a volta da direcio do movimento
da particula. A baixas velocidades, nas quais a transformacdo de Galileu € vilida,
v =~ 1 e a equagdo anterior conduz a lei de Biot-Savart para o campo produzido por

um condutor com corrente.
|

Na época de Maxwell ndo tinha ainda sido descoberto o eletrdo, nem existia o
modelo atémico e por isso ndo era 6bvio, como € hoje em dia, que a corrente elétrica
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num fio fosse equivalente a um sistema de cargas pontuais em movimento. Tinham
sido observados campos magnéticos produzidos por correntes, mas ninguém tinha
observado campos magnéticos produzidos pelo movimento de particulas com
carga; a carga volimica do gds de eletrdes € muito elevada, enquanto que as cargas
produzidas em experiéncias de eletriza¢do por fricdo sdo muito baixas, conduzindo
a campos muito fracos na Equacao (13.32). O fisico americano Henry Rowland, em
1878, conseguiu mostrar a existéncia do campo de indu¢do magnética produzido
por cargas em movimento, por meio de uma experiéncia com um disco carregado,
de 21 cm de didmetro, rodando a 61 rotagdes por segundo; para detetar o campo,
foi usada uma agulha magnética cuja deflexdo pode ser medida com precisdo por
meio de um sistema de espelhos. .

13.4. Energia do campo eletromagnético

J4 vimos que um campo eletrostatico tem uma energia potencial associada, inter-
pretada como a energia necessaria para juntar as cargas que o produzem. De igual
forma, o campo eletromagnético ndo-estatico implica uma energia associada. A
for¢a sobre um pequeno volume dV com carga volimica p(7,t), que se desloca
com velocidade vV dentro de campos eletromagnéticos E (F,t) e E(F,t), é

dF = p(E+7¥x B)dV . (13.33)

O trabalho realizado por essa for¢a durante um intervalo de tempo dr € igual a
dF - dF e a poténcia fornecida é dP = dF - V; obtemos assim:

dP = dF - ¥ =p(E-%)dV = (E- ) dV . (13.34)

O campo magnético ndo entra explicitamente na equagdo anterior porque a forca
magnética nao realiza trabalho; no entanto, a poténcia depende implicitamente do
campo magnético, ja que o campo elétrico depende das variagdes de B.

A poténcia total fornecida numa regido R € o integral de volume de (13.34) e a
densidade de corrente pode ser escrita em funcdo dos campos, por meio da lei de
Ampere- -Maxwell (13.17d):

-

- - — aD
P:fifE-(VxH—E)dV. (13.35)
A seguir, usamos a identidade vetorial
V- (ExH)=H-(VXE)-E-(VxH) (13.36)

e a lei de Faraday (13.17b), para escrever (13.35) na forma

sziﬂ‘ﬁ'aa—lj—If-a(,)—[t)—ﬁ(ﬁxﬁ)]dv. (13.37)
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O 1ltimo termo na equacgdo anterior representa um fluxo através da superficie
fronteira da regido R, o qual pode ser escrito como um integral de superficie
usando o teorema da divergéncia. Num meio linear, o deslocamento elétrico e o
campo magnético estdo relacionados com o campo elétrico e a indu¢cdo magnética
segundo as Equacdes (13.18), e o produto escalar de qualquer vetor com a sua
derivada € igual a 1/2 da derivada do quadrado do seu médulo. Assim, a equagdo
anterior pode ser escrita na seguinte forma:

1 8(B?) sa(E2) 1 S o o
P= dv - — EXxB)-dA, 13.38
jff 2u o 2 o u Sgﬁ( ) ( )
0 2o
P=-o [[fuav-{f$-da. (13.39)
A s
onde a energia voliimica eletromagnética u é definida pela equagdo
L oo €0
u= —B°+ -E°|, (13.40)
2u 2
e o vetor de Poynting Sé
=3 1 = —
S=—ExB]. (13.41)
u

A poténcia instantanea P é a energia mecanica fornecida pelo sistema, por uni-
dade de tempo. Essa energia fornecida devera ser igual a diminui¢do da energia
eletromagnética na regido R. Assim, na Equagdo (13.39), o integral de volume de
u € a energia eletromagnética total dentro da regido R, e o integral de S sobre a
superficie fechada S € o fluxo de energia eletromagnética.

O fluxo de energia eletromagnética que entra no volume V aumenta a energia
mecanica ou a energia eletromagnética dentro do volume. O vetor de Poynting € a
densidade de fluxo de energia eletromagnética (energia eletromagnética transferida,
por unidade de drea e por unidade de tempo) e a sua direcao e sentido indicam a
direcdo e sentido em que a energia é transferida.

13.5. Potencial vetorial

No Capitulo 3 vimos como o campo eletrostatico pode ser representado em funcdo
do potencial eletrostatico. Uma condicio necessdria para a defini¢do do potencial
¢ o facto do campo eletrostatico ser conservativo. Em condicdes nao estaticas, o
campo elétrico ndo € conservativo ja que o seu rotacional ndo é nulo, como podemos
ver na lei de Faraday. Contudo, € ainda possivel definir potenciais eletromagnéticos
como veremos de seguida.
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Qualquer campo vetorial F verifica a propriedade
V.- (VxF)=0. (13.42)

Esta propriedade e a terceira equacio de Maxwell, V-B= 0, sugerem que o campo
magnético pode ser escrito na forma

B=VxA|, (13.43)

em que A éum campo vetorial, chamado potencial vetorial . Existe alguma
arbitrariedade nesta deﬁnigﬁo o rotacional de A é uma combinacdo de derivadas
das componentes de A e existem muitas fungdes cujas derivadas sao iguais. Se Ae
A’ forem dois campos com 0 mesmo rotacional B, isto é,

VxA -VxA=Vx (A -A)=0, (13.44)

5 o
a diferenca entre A e A’ é um campo conservativo que pode ser calculado como o
gradiente de um campo escalar ¢:

A=A+V¢. (13.45)

Algo semelhante acontecia no caso eletrostatico em que podiamos somar ao po-
tencial uma constante arbitrdria, sem modificar o campo elétrico; o potencial
eletrostético foi definido de forma tnica definindo um ponto onde devia ser nulo.
No caso do potencial A, ndo serd suficiente definir um ponto onde o potencial é
nulo; serd preciso, por exemplo, dar um valor arbitrario a divergéncia de A, jaque
para definir um campo vetorial sdo precisos o seu rotacional e a sua divergéncia, e
a definicdo (13.43) s6 determina o rotacional de A Regressaremos a este ponto
mais tarde.

Substituindo a Equagao (13.43) na segunda equacdo de Maxwell (Equagdo 13.15b)
temos

. [. 0A
VX(E+%—I)=O. (13.46)

Como o rotacional do gradiente de qualquer campo escalar é zero, esta ultima
equagdo implica a existéncia de um campo escalar (o potencial escalar V) tal que,

L A .
E+—=-VV; 13.47
5 ; ( )
o que € equivalente a
L oo 0A
E=-VV-—|. 13.48
o ( )

Assim, continua a ser possivel definir o potencial escalar V, mas o campo elétrico
depende tanto do potencial escalar como do potencial vetorial. No caso estético, a
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derivada temporal do potencial vetorial é nula e o campo elétrico € igual a menos o
gradiente do potencial escalar.

Regressando a Equacdo (13.45), a adi¢cdo do termo % ao potencial A nio altera
0 campo magnetico mas, de acordo com a Equacgdo (13.48), o campo elétrico
diminui em V(6¢/8t) Para que o campo elétrico esteja bem definido, € preciso
que, ao modificar A para Ao potencial escalar também seja alterado de V para

Vi=vV-— 13.49

o ( )
A segunda e terceira equagdes de Maxwell sao automaticamente garantidas pela
defini¢cd@o dos potenciais escalar e vetorial. Em fun¢do dos potenciais, a primeira e
quarta equacoes sao

V. (VV)+—V A=-r (13.50)
€0

S o qav a2

V. (VxA) = ,qu——( az2) (13.51)

Usando as expressdes da divergéncia do gradlente e da divergéncia do rotacional
(Apéndice A), temos

vyl a2 (13.52)
ot €0
2 ee = 1oV 1 9%4 S
2 _
VAV A) - 5V - 50 = —ud (13.53)

Para além destas duas equagdes temos também a liberdade de escolher arbitrari-
amente a divergéncia de X; uma determinada escolha de V - A é chamada uma
calibracio. A calibracdo mais simples € a calibracdo de Coulomb: V.-A=0,
com a qual podemos transformar a Equacdo (13.52) na equacdo de Poisson da
eletrostatica. A Equacdo (13.53) € mais complicada uma vez que envolve os dois
potenciais V e A A calibragdo que permite separar V e A em duas equacdes com a
mesma estrutura, € a calibragdo de Lorentz:

N 10V

V- A= 2 (13.54)
Com esta relacdo o segundo e o terceiro termos da Equagdo (13.53) desapare-
cem e as Equacdes (13.52) e (13.53) podem ser escritas nas seguintes formas,
respetivamente:

1 0%V 0

V- ——=_2 | 13.55
c2 or? €0 ( )

S 1024 -
VZA- = = —uoJ . (13.56)

c2 012
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Esta forma das equacdes € mais simétrica e tem a grande vantagem de ser uma tnica
equacdo aplicada a campos diferentes, sendo a resolu¢do matemaética semelhante
nos dois casos. Nas regides do espaco onde ndo existam cargas e correntes, 0S
lados direitos das duas equagdes sao nulos e obtém-se a chamada equacio de onda,
que serd estudada no préximo capitulo.

Problemas

1.

Considere as quatro equacdes de Maxwell na forma diferencial e escreva-as na
forma de 01t0 equagdes escalares em fungao das componentes cartesianas dos
campos E, B, da densidade de corrente J e da carga volimica p.

Os lados de um cone formam um angulo 6 com o seu eixo. Usando coordenadas
esféricas e considerando o eixo polar sobre o eixo do cone e origem no vértice,
calcule a drea de corte entre o cone e uma esfera de raio R. Mostre que o angulo
s6lido do cone é dado pela equagdo

Q=2n(1-cosb)

Considere um condensador de placas circulares de raio 1 cm, paralelas e planas,
separadas por 1 mm de ar. Num determinado instante, existe uma corrente de
5 A que entra na placa superior e sai da placa inferior.

(a) Calcule a variagdo do campo elétrico entre as placas, por unidade de tempo.

(b) Calcule a corrente de deslocamento entre as placas e mostre que € igual a
SA.

(c) Porque razdo as duas correntes sdo iguais?

Use as equagdes da transformagao de Galileu, (13.24) e (13.25), para escrever
as equacdes de Maxwell num sistema em movimento R’. Mostre que a primeira
e terceira equagdes de Maxwell sdo iguais no sistema em movimento (sao
invariantes) enquanto que a segunda e a quarta equagdes variam (as leis da
eletrodindmica sdo variantes em relacdo a transformacao de Galileu).
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5. As transformacdes de Lorentz dos campos elétrico e magnético sdo as seguintes:

E'=y(E+7xB)- 77+1E(E‘E)’ (13.57)

B =y(§—lwﬁ) _ 7 B3 - B) (13.58)
c? y+1 ’

(13.59)

Demonstre que as transformagdes inversas, para EeBem funcdo de E'eB,
sdo as mesmas, mudando o sinal da velocidade V. (Sugestdo: Admita que as
transformagdes inversas tém a mesma forma, com —v em vez de v, e demonstre
que o produto das duas transformacdes € a identidade.)

Respostas

E
3. (@) 1,8 X 10 N/(C-5). (b)Iq = eoA% —5A.



14. Ondas eletromagnéticas e luz

.....

Nicola Tesla (1856-1943)

Tesla nasceu na Crodcia. Foi engenheiro e estudou nas Universidades de Gratz
na Austria e na de Praga na Repiiblica Checa. Em 1884 emigrou para os Estados
Unidos da América onde trabalhou para Edison. Trés anos depois criou o seu
préprio laboratdrio onde inventou o motor de indu¢do que funciona com corrente
alternada ndo precisando de escovas. Trabalhou para Westinghouse impulsionando
o uso da corrente alternada na rede elétrica versus a utilizagdo de corrente continua
defendida por Edison. O sistema de corrente alternada acabaria por se impor, devido
as suas vantagens. Tesla registou inimeras patentes entre as quais se destacam a
bobina de Tesla, uma lampada precursora das lampadas fluorescentes e uma bomba
que funcionava sem aspas. Tinha uma personalidade bastante excéntrica vivendo
num mundo de fantasia, razdo pela qual nao lhe foi dado o devido crédito. Em
1914 processou judicialmente Marconi arguindo ter inventado a radio antes dele.
Ganhou o processo em 1943 quando a Corte Suprema de Justiga deliberou a favor
de Tesla retirando a patente a Marconi.
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Estudando as equacdes bdsicas do eletromagnetismo, Maxwell descobriu, em
1865, a possibilidade da existéncia de campos eletromagnéticos, inclusivamente na
auséncia de cargas e correntes; estas solucdes correspondem a ondas eletromag-
néticas que se propagam no vazio, a velocidade da luz. Maxwell concluiu que a
luz deveria também ser uma onda eletromagnética. As ondas eletromagnéticas s6
foram produzidas em laboratdrio, a partir de campos elétricos e magnéticos, em
1888, por Heinrich Hertz. Hoje em dia, o ar a nossa volta é preenchido por ondas
eletromagnéticas produzidas “artificialmente”: ondas de radio, televisdo, radar,
telemoveis, etc.

Outros investigadores tinham também observado relagdes entre as propriedades
elétricas, magnéticas e 6ticas de alguns materiais; em 1845 Faraday observou que
um campo magnético forte modifica o estado de polariza¢do da luz que passa
através de um pedaco de vidro. Desde a época de Newton e Huygens que existia
uma polémica entre aqueles que, como Huygens, pensavam que a luz era uma onda
e aqueles que, como Newton, defendiam a teoria corpuscular da luz, na qual um
feixe de luz é um feixe de particulas.

O trabalho de Maxwell e dos seus seguidores, nomeadamente Kirchhoff, resolveria
o conflito a favor da teoria ondulatéria da luz; mas, por outro lado, a unificacio
da 6tica com o eletromagnetismo conduziria, anos mais tarde, ao descobrimento
do efeito fotoelétrico. No inicio do século xx, o efeito fotoelétrico constituia
um dos fenémenos nao explicados de forma satisfatéria pela fisica cldssica. A
explicacdo de Einstein do efeito fotoelétrico, considerando a luz composta por
particulas (fotdes), foi uma das origens da actual dualidade onda-corpisculo da
mecanica quantica. Ironicamente, foi o proprio Hertz quem descobriu o efeito
fotoelétrico, durante as suas experiéncias para demonstrar que a luz € uma onda
eletromagnética.

14.1. Ondas eletromagnéticas

Na auséncia de cargas e correntes, as equacdes de Maxwell (13.15) tomam a forma

V-E=0, (14.1a)

. . OB

VXE=—-—, 14.1b
ot ( )

V.-B=0, (14.1¢)

. . 10E

VxB=—— 14.1d
c? ot ( )

. ~ . L, = -
Obviamente, uma das solucdes deste sistema é E = B = 0 em qualquer ponto.
Mas, como vimos no capitulo anterior, um campo pode ser nulo num referencial
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em movimento e diferente de zero num outro referencial. Serd entfo possivel que
existam solugdes triviais como E’ = B’ = 0 num dado referencial mas que ndo o
sejam no referencial de laboratério? Para estudar essa possibilidade, usemos as
equagdes de transformacgdo dos campos (Equacdes 13.24), igualando os campos no
referencial R’ a zero!:

L I

E=-VXxB, B=C—2v><E. (14.2)
A primeira equacdo implica que Eé perpendicular tanto a B comoa¥;a segunda
equagdo mostra que B também & perpendicular a . Os trés vetores definem assim
um sistema de coordenadas cartesianas onde, por exemplo, o eixo dos x aponta
no sentido do campo elétrico, o eixo dos y tem o sentido do campo magnético e a
velocidade do referencial R’ € no sentido do eixo dos z (Figura 14.1). Como os
trés vetores sdo perpendiculares, as equacgdes anteriores conduzem as seguintes
relagdes entre os médulos:

E=VvB, ¢’B =VvE, (14.3)

as quais implicam que a velocidade do referencial R’ é a velocidade da luz, e o
mdbdulo do campo elétrico € igual ao mddulo do campo de indu¢cdo magnética
multiplicado por c:

E=cB]|. (14.4)

Figura 14.1.: Campos elétrico e magnético de uma onda eletromagnética e veloci-
dade de propagacdo.

No capitulo precedente foi referido que sempre que existem campos elétrico e
magnético ndo paralelos, surge uma densidade de fluxo de energia eletromagnética
dada pelo vetor de Poynting, que neste caso serd

01 - o
S=—ExB=ceyE?*V, (14.5)
Ho

1A velocidade v serd, de facto, a velocidade maxima ¢, o que tira credibilidade a transformagdo
de Galileu dos campos; no entanto, o resultado relativista ¢ o mesmo usando a transformacdo de
Lorentz.
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onde V¥ ¢ o versor na dire¢do e sentido de propagacdo da onda, perpendicular aos
campos e no sentido da regra da mao direita de E para B. Consequentemente,
existem solugdes ndo triviais no vazio, chamadas ondas eletromagnéticas, nas
quais, em cada ponto, os campos elétrico e magnético sao campos cruzados e
transportam energia eletromagnética na direcio perpendicular aos campos (dire¢do
de propagacao da onda).

Em cada ponto por onde passa uma onda eletromagnética que se propaga no vazio,
existe uma energia volimica dada pela Equacgéo (13.40), com u e € substituidas
por uo € €op, respetivamente:

u= %O(CQB? +E%) = eoE? . (14.6)

Embora, numa onda eletromagnética, o campo B seja muito menor que o campo
E, como indica a Equagéo (14.4), a contribui¢cido de cada campo para a energia da
onda é a mesma.

14.2. Equacao de onda eletromagnética

Para encontrar a forma explicita dos campos de uma onda eletromagnética, em
fungdo do tempo e da posico, € preciso resolver o sistema de Equagdes (14.1). Os
rotacionais da segunda e quarta equacdes sao

V x (6 X 1:2) = —56 X B, (14.7a)

o o o 10 s o

VX(VxB)=—5—=VXE. (14.7b)
c? ot

Os lados esquerdos podem ser simplificados aplicando a propriedade do rotacional
de um rotacional (Apéndice A) e nos lados direitos podemos usar a segunda e
quarta equacdes de Maxwell para obter

oo o . 10%
V(V-E)-V?%E = ~Z g7 (14.84)
Lo . 10%B
V(V-B)-V?B = ~Z g7 (14.8b)

Finalmente, de acordo com a primeira e terceira equacdes de Maxwell, a divergén-
cia dos dois campos € nula, o que conduz a chamada equacio de onda para os
campos elétrico e magnético:

L 1 0%E

V2E = ElraE (14.9a)
. 10%B

V2B = (14.9b)

202
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Estas duas equagdes t€m a mesma forma matematica, sendo as suas solucdes
semelhantes; a equagcdo de onda aparece em varios campos da fisica e as suas
solugdes ja tinham sido estudadas por d’Alembert e outros matematicos antes
da época de Maxwell. E claro que as Equagdes (14.9) sdo s6 duas das quatro
equagdes iniciais e, portanto, ainda teremos que usar a segunda ou quarta equagéo
de Maxwell para calcular um dos campos em funcido do outro; assim, sé sera
preciso resolver uma das equacdes de onda. A equacdo de onda € linear: uma
combinagdo linear de solucdes (fungdes de onda) é também solugdo, isto é, a
sobreposi¢cdo de duas ondas da outra onda que se obtém somando as fungdes de
onda das ondas iniciais. Estudaremos alguns tipos de ondas nas sec¢des seguintes.

14.3. Ondas planas

Como ja foi dito, os campos elétrico e magnético numa onda eletromagnética
sdo perpendiculares entre si e perpendiculares a dire¢do de propagacdo da onda.
Contudo, a direcdo dos campos nio tem que ser a mesma em pontos diferentes. No
caso de os campos terem sempre a mesma direcao diz-se que ¢ uma onda plana
polarizada; a dire¢do de polarizacdo é, por definicdo, a direcdo do campo elétrico.

Consideremos uma onda plana polarizada na direcdo de j, que se propaga na
direcdo do eixo dos z, como na Figura 14.1:

E=Ej, B=Bk. (14.10)

De acordo com a primeira e a terceira equacdes de Maxwell, a divergéncia de cada
um destes campos tem que ser nula:

oE 0B

_— = 0 y _— =

dy 0z
ou seja E ndo depende da varidvel y e B ndo depende da varidvel z. Mas, como

em qualquer ponto o médulo do campo elétrico € E = ¢B, nem E nem B podem
depender de y ou de z:

E=E(x0], B=B(xnk. (14.12)

0; (14.11)

Substituindo o campo elétrico na equacio de onda (14.9a), os dois lados da equacgdo
sdo vetores na dire¢do j e obtemos a equacdo de onda escalar

0’°E 1 0%’E

Para resolver esta equacdo, vamos rescrevé-la na forma de um operador que actua

sobre a funcdo E(x,1):
92 1 02
— —-—=—|E=0. 14.14

(6x2 c? 6t2) ( )
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O operador pode ser factorizado da seguinte forma:

0 10 0 10
(55 2a) (5~ 2q)E= 0 (14.15)

onde a ordem dos dois operadores nos parénteses € indiferente. Para que o resultado
anterior seja zero, € preciso que se verifique uma das duas equacdes:

0 10 0 10

Consideremos a primeira equagio:

JE  OF _

9L 9% . 14.17
“ox " or (14.17)

O lado esquerdo tem exactamente a forma da derivada convetiva (ver Equa-
¢do 10.23), em que a velocidade, neste caso, € na direcdo de 7 e o seu modulo
¢ igual a c. Segundo a Equacdo (10.27), esta derivada convetiva é a variacao do
campo E no referencial R’ que acompanha o movimento da onda, com velocidade
¢ na diregdo de 1

% =0, ao longo dasretas  x' = x —ct ; (14.18)
nomeadamente, por cada valor possivel de x’ temos um ponto correspondente
em R’ que se desloca na dire¢do positiva do eixo x, descrevendo uma trajetéria
retilinea no dominio (x,#) da fungdo E (ver Figura 14.2). Ao longo destas retas
carateristicas, a derivada de E é nula e, portanto, o valor de E € constante; por
exemplo, a reta xg = x — ct que aparece representada no plano xt na Figura 14.2
¢ a carateristica correspondente a x” = xg. O valor constante de E ao longo da

~d N f(x —cty)
Xo=X=Cl~ 0 f(x — ctp)

Figura 14.2.: Onda plana propagando-se na dire¢ao positiva do eixo dos x.
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reta carateristica pode ser diferente em carateristicas diferentes; se a fungdo f(x”)
representa os valores de E nas diferentes carateristicas, o valor de E em qualquer
ponto do seu dominio serd

E(x,t) = f(x —ct), (14.19)

em que f pode ser qualquer fun¢do, correspondendo ao valor de E ao longo do
eixo dos x, no instante = 0. Esta solu¢do representa uma onda que se propaga no
sentido positivo do eixo dos x.

A segunda das Equagdes (14.16) resolve-se de forma idéntica, com a diferenca
que agora a onda se propaga no sentido negativo do eixo dos x, a qual conduzird
a funcdes de onda da forma g(x + ct). A forma geral das ondas planas que se
propagam na dire¢do do eixo dos x serd uma sobreposic¢do de uma onda propagando-
se no sentido positivo (funcdo de x — ct) e outra onda propagando-se no sentido
negativo (funcdo de x + ct)

E(x,t) = f(x—ct) +g(x +ct) . (14.20)

As duas funcdes podem ser determinadas a partir de condi¢gdes fronteira, por
exemplo, na origem o campo em func¢do do tempo € f(—ct) + g(ct); no instante
t =0, o campo E em funcdo de x é igual a f(x) + g(x).

A Figura 14.3 mostra um exemplo de campos elétrico e magnético de uma onda
plana, num dado instante de tempo ¢. Para ¢ + Az, o grifico seria semelhante, mas
deslocado uma distancia cAt no sentido positivo do eixo dos x.

¢

Figura 14.3.: Campos de uma onda eletromagnética plana que se propagando-se
no sentido positivo do eixo dos x.

Temos considerado apenas o caso de polarizagdo linear, em que os campos E tém
sempre a mesma direcdo, mas, de facto, existem também ondas planas com campos
que rodam (polariza¢do circular ou eliptica) como veremos na proxima secg¢ao.
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14.4. Ondas harmonicas

Um caso importante das ondas eletromagnéticas séio as ondas periddicas que se
repetem durante um intervalo de tempo. Como vimos no Capitulo 11, qualquer
fungdo periddica pode ser representada como uma série de fun¢des seno e cosseno
com diferentes frequéncias. Quando a fungéo de onda f(x + ct) € uma fungéo seno
ou cosseno, a respetiva onda é chamada onda harmoénica ou monocromatica.
Uma dada fung¢@o sinusoidal, com periodo A, é dada pela funcéo

sin(27ﬂu+(,oo). (14.21)

Se u for, por exemplo, igual a (y — ct), a fung@o f corresponderd a uma onda plana
propagando-se na direcdo de j. Se a onda estiver polarizada na direcéo de 7, o
campo elétrico serd

) P
E=E, sin[T”(y ~ ) +go]i. (14.22)

A constante Ey é a amplitude do campo elétrico, o dngulo ¢ = [27(y —c)/ A+ ¢g)
€ chamado fase e a constante ¢ ¢ chamada fase inicial. Quando dois pontos t€ém
fases iguais, em qualquer instante, diz-se que estdo em fase. O comprimento de
onda, A, é igual a distincia entre dois pontos consecutivos em fase, na direc@o de
propagacio da onda; por exemplo, os pontos y; e ys da Figura 14.4.

E(y, 0) E(y2, 1)
Eo | Eo |
y2/
Y1 y % ™t
B 1 -E, t

Figura 14.4.: Campo elétrico de uma onda eletromagnética harmdnica, plana e
polarizada, em fun¢do da posicao (esquerda) e em funcdo do tempo
(direita).

O campo E observado num ponto fixo oscila sinusoidalmente. O periodo 7 é o
tempo que demora uma oscilagdo completa do campo. Durante cada oscilagdo,
a onda desloca-se um comprimento de onda A, com velocidade constante c, e
consequentemente,

A
T=—. (14.23)

c

A frequéncia da onda é o inverso do periodo, f = 1/T, e portanto, igual ao
ndmero total de oscilagdes do campo por unidade de tempo, que € igual ao nimero
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de comprimentos de onda por unidade de tempo. A frequéncia angular w é o
aumento, em radianos, da fase num ponto qualquer, por unidade de tempo; temos

entdo que

2n

w=2nf=—. (14.24)

T
De maneira andloga, como o comprimento de onda A € a distancia entre dois
pontos consecutivos com a mesma fase, o inverso de 1, chamado niimero de
onda, representa o niimero de pontos que se encontram em fase, por unidade de
comprimento. Este nimero, multiplicado por 27, determina o aumento da fase por
unidade de comprimento e é chamado nimero de onda angular:

_2r

. 14.2
k=— (14.25)

Em funcdo da frequéncia angular e do niimero de onda angular, a onda harménica

é
E= Egsin(ky — wt + ¢g) 1 . (14.26)

Como o periodo e o comprimento de onda estdo relacionados pela Equagdo (14.23),
a frequéncia angular e o nimero de onda angular devem verificar a igualdade:

w
= —|. 14.27
c=7 ( )

Podem existir ondas harménicas planas propagando-se em qualquer outra direcao
diferente do eixo dos y. E costume definir o vetor de propagacio k com médulo
igual ao nimero de onda angular k e na direcdo de propagacdo da onda; na
Equacéo (14.26) y é a projecéo da posicéo 7 de um ponto, na dire¢do de propagagio
J; assim, ky deverd ser substituido por £ multiplicado pela proje¢éo de 7 na diregéo
de propagacio (E - 7) e a forma mais geral da onda harménica plana é

E =Eysin(k -7 —wt +¢0) D |, (14.28)

onde o versor de polarizaciao p define a direcdo do campo elétrico, que pode ser
qualquer direcdo perpendicular ao vetor de propagacio k.

A sobreposi¢do de duas ondas harmoénicas planas origina uma outra onda eletro-
magnética plana, ja que a equacio de onda € linear (Problema 6). A sobreposi¢do
de ondas harmonicas planas permite “construir” ondas planas mais complicadas,
que ndo sdo necessariamente harmoénicas. E qualquer onda periédica pode ser
obtida como sobreposi¢do de ondas harmoénicas, por meio da série de Fourier.
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Exemplo 14.1

Uma onda plana polarizada circularmente € uma onda na qual os médulos
dos campos sdo constantes, mas rodam no plano perpendicular a dire¢do de
propagacdo. Demonstre que a sobreposicdo das seguintes ondas harmoénicas

I_:fl = Egcos(kx —wt) j Eg = Eysin(kx — wt) k

€ uma onda polarizada circularmente.

O campo vetorial total é

E=E +Ey=E, [cos(kx — wr) j+ sin(kx — wt) 12]
e o seu médulo é

|E| = E [cos® (kx — wt) + sin? (kx — a)t)]l/2 =K.

O angulo que o campo total faz com o eixo dos y € igual a

E
0= arctg(E—z> = arctg[tg(kx — wt)] = kx — wrt .
¥

Em qualquer ponto com x constante, o médulo do campo elétrico é constante e
igual a Ey, e roda sobre o plano yz com velocidade angular

00

or
Para interpretar o sinal negativo, temos que ter em conta que o sentido positivo das
rotagdes no plano yz é definido a partir de 7, pela regra da méo direita; assim, numa
rotacdo positiva o vetor E desloca-se de ] para k; o sinal negativo, neste caso,
indica que num ponto fixo o campo roda no sentido de k para j como se mostra na
Figura 14.5. Colocando o dedo polegar da mdo direita na dire¢do de propagacao (1),
o campo em cada ponto roda na dire¢do negativa (oposta aos outros dedos) e por
isso diz-se que a onda tem helicidade negativa. No entanto, se nos deslocarmos na
direcao positiva de x (direcao de propagacao) num determinado instante, a onda
aparece como uma hélice que roda na dire¢do da mao direita (positiva); assim
sendo, diz-se que este tipo de onda tem polarizac¢ao circular direita.

A sobreposicao de duas ondas planas da mesma frequéncia e amplitude, com
diferenca de fase de +7/2 e polarizadas em direcdes perpendiculares, produz
ondas polarizadas circularmente. Se a amplitude das duas ondas sobrepostas fosse
diferente, a onda resultante seria uma onda com polarizacdo eliptica, em que os
vetores E e B descreveriam uma elipse, no plano perpendicular a propagacao da
onda.
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Figura 14.5.: Onda eletromagnética plana com polarizagdo circular direita.

Exemplo 14.2
O campo elétrico

E = Eysin(kx) cos(wt) J, (14.29)

corresponde a uma onda estaciondria, na qual os pontos onde o campo € ma-
Xximo, minimo ou nulo permanecem fixos. Demonstre que a onda estaciondria
€ solucao da equacgao de onda e pode ser obtida a partir da sobreposicao de
duas ondas harmoénicas planas, com a mesma frequéncia, mas propagando-se
em direcdes opostas.

As derivadas parciais da componente y do campo sao

oF
— = Egk cos(kx) cos(wt) ,
0x
0’E 5 . )
—5 = —Eok” sin(kx) cos(wt) = —k“E ,
ox
oF
o = —Eywssin(kx) sin(wt) ,
0°E
w5 = —Epw? sin(kx) cos(wt) = —w?E ,
ot
logo, se w e k verificarem a condi¢do
w
Zo¢
k b
o campo serd solucdo da equacao de onda plana:
0’E 3 k% 0%E

0x2 w2 o2



284 Ondas eletromagnéticas e luz

Para decompor a onda estaciondria em ondas planas, usamos a identidade trigono-
métrica 1
sin(kx) cos(wt) = i[sin(kx + wt) + sin(kx — wt)],

a qual conduz a

- Ey . . Ey . .

E = 70 sin(kx + wt) j+ 70 sin(kx —wt) j.

Os dois termos descrevem ondas harménicas, polarizadas na dire¢do de j, com
a mesma frequéncia w/2n, que se propagam em direcdes opostas. O campo

magnético € a sobreposicao dos campos associados a cada onda:

ﬁ E . E R
j — sin(kx + wt) k + =0 sin(kx —wt) k .
2c 2c

14.5. Ondas esféricas

As ondas planas constituem simplesmente uma aproximagdo vdalida dentro de
uma regido pequena quando comparada com a distancia a fonte, ja que uma onda
eletromagnética real costuma propagar-se em vdrias dire¢des, e ndo numa diregéo
unica. Se a fonte que produz a onda poder ser considerada uma fonte pontual,
a propagacdo da onda serd nas direcdes radiais com origem na fonte; assim, o
vetor de polarizacao estard sobre o plano dos versores e $. Consideremos uma
onda que em cada ponto estd polarizada na direcdo de ¢; a forma geral do campo
elétrico serd

E=Er0,6,0)6. (14.30)

Se a fonte for isotrdpica (isto €, emitir igualmente em todas as dire¢des) existird
simetria esférica e a funcdo de onda dependerd apenas da distincia a origem r e
do tempo ¢. Usando a expressdo do Laplaciano para vetores com simetria esférica
(Apéndice A), obtemos?

V2E ;- 19 E b 14.31
(hﬂ‘ﬁ—;m[f (r,n]¢, (14.31)

e a equacdo de onda (Equag@o 14.9a) implica que

10°(E) _ 1 9°E

= ——. 14.32
r or? c? 0t? (14.32)

Multiplicando os dois lados da equag@o por r, € como as varidveis r e t sdo

independentes, obtemos
0%(rE) 1 8%(rE)
= — . 14.33
or? c2 or? ( )

20 versor ¢ depende das coordenadas 6 e ¢, mas é independente de r.
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Esta € a equacdo da onda plana, para a fungdo rE. Portanto, rE devera ser uma
onda plana f(r,t) que se propaga na direcdo radial:

E(r,t) = %f(r +ct) ; (14.34)

o sinal positivo corresponde a ondas que se propagam na direcao da origem. Como
considerdmos ondas emitidas por uma fonte pontual na origem, devemos apenas
manter o sinal negativo. A funcio f(r — ct)/r representa uma onda que se propaga
na direcdo radial, afastando-se da origem, mas cuja forma ndo permanece constante,
diminuindo a medida que a onda se afasta da origem (Figura 14.6).

@ﬂpm ‘

Figura 14.6.: Funcdes de onda esférica em 3 instantes 71 < f5 < f3.

Os pontos que se encontram em fase formam esferas com centro na origem, cha-
madas frentes de onda. O campo magnético calcula-se a partir da lei de Faraday;
como o campo elétrico € na dire¢cdo de ¢, o seu rotacional, em coordenadas

esféricas, €
. . 18(E). 1 )
FxE=100B) g Lo i (14.35)
r

r or
Integrando em ordem a ¢ e multiplicando por —1, obtém-se o campo de magnético

:-—fU—cﬂH (14.36)

Os campos elétrico e magnético sdo perpendlculares e o seu produto vetorial tem a
dire¢do radial. O médulo do campo B é ¢ vezes menor do » que o médulo de E A
onda também podia estar polarizada na direcio do versor 6 0em qualquer direcao
perpendicular a direcdo radial.

No caso de f ser uma func¢do sinusoidal, teremos uma onda esférica harmdnica; a
forma geral do campo elétrico serd

E
E(r,t) = =2 sin(kr — wt + @) | . (14.37)
r

A amplitude da onda diminui 2 medida que r aumenta.
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14.6. Intensidade das ondas eletromagnéticas

A densidade de fluxo energético de uma onda, ¢, € igual a energia transportada pela
onda através de uma superficie normal a sua dire¢do de propagacdo, por unidade
de 4rea e por unidade de tempo. Por exemplo, a densidade de fluxo energético da
luz solar que entra na atmosfera terrestre é aproximadamente 1.4 kW /m?.

No caso das ondas eletromagnéticas, o fluxo de energia, por unidade de 4rea, é
igual ao médulo do vetor Poynting; a partir da Equagdo (14.5), obtemos

¢ =cegE? . (14.38)

O resultado da Equacdo 14.38 € um valor instantaneo, ja que o campo elétrico é
varidvel; no caso de uma onda periddica, o valor médio de E2¢

T

— 1

E2 = TJEQ dr ; (14.39)
0

se a onda for harmdnica e plana, o campo elétrico € dado pela Equacdo (14.28), e
usando a identidade trigonométrica

1- 2
sin? @ = % , (14.40)
obtemos o resultado
_ g2 T
2= 29 (1 =cos2(k -7 —wt + )] dt (14.41)
5T j[ cos @o)] dr. .
0

A fung@o cosseno tem um periodo igual a 27, de maneira que o seu integral entre 0
e T é nulo:

—  E?
E2 = 70 ;
assim, a densidade média de fluxo energético é diretamente proporcional ao qua-
drado da amplitude do campo elétrico:

(14.42)

b=cE?. (14.43)

O fluxo energético® @, € a energia total emitida, por unidade de tempo. Uma fonte
pontual, isotrépica, emite uma onda esférica que se propaga em todas as diregdes;
se a densidade de fluxo energético for ¢, a uma distancia r, o fluxo energético sera

O, = 4nr?¢p . (14.44)

3Também chamado poténcia radiante
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Se conseguissemos diminuir o dngulo sélido (€2) da onda emitida por uma fonte
pontual, a sua intensidade aumentaria ja que a radiagdo estaria mais concentrada;
por exemplo, se em vez de emitir em todas as direcdes (Q2 = 47) a fonte emitisse
apenas em metade do espaco (2 = 2rx), a sua intensidade aumentaria para o dobro.
Consequentemente, define-se a intensidade de uma onda como o fluxo energético,
por unidade de angulo sélido:
I=—. 14.45

0 ( )
No caso da fonte pontual isotrdpica, o angulo sélido € 47 e o fluxo energético é
dado pela Equacio (14.44); obtemos, assim, a intensidade:

I=r%¢. (14.46)

A densidade média de fluxo energético calcula-se de forma andloga & utilizada
no caso da onda plana, mas substituindo Ey por Eq/r? na Equacio (14.41), o que
conduz a co
_ 2
6= 25k}, (14.47)
e a intensidade € diretamente proporcional ao quadrado da amplitude do campo
elétrico:

€0
—c
2

I=2cR2|. (14.48)

14.7. Espetro eletromagnético

Numa onda harménica o comprimento de onda, 4, e a frequéncia, f, ndo podem
variar independentemente, mas estéo relacionadas pela condi¢do A f = c; por outro
lado a amplitude dos campos elétrico e magnético também ndo pode variar arbitra-
riamente pois deve verificar Ey/By = ¢. Dada a frequéncia ou o comprimento de
onda, é possivel classificar a onda dentro do espetro eletromagnético e determinar
as suas propriedades. A amplitude dos campos determina a intensidade mas nao a
classificagdo no espetro.

Em principio, podem existir ondas eletromagnéticas com qualquer valor de A entre
0 e oo. A Figura 14.7 mostra o espetro de ondas conhecidas, com os valores de 1 e
de f carateristicos de cada classe.

Os principais mecanismos de producio de ondas eletromagnéticas sdo a aceleragdo
de cargas num condutor (antenas), a radiacao de corpo negro emitida por sistemas
termodindmicos a temperatura maior que o zero absoluto e as transicdes entre
niveis de energia em sistemas quinticos como dtomos ou niicleos. A medida
que a frequéncia aumenta e o comprimento de onda diminui, os mecanismos de
emissdo envolvem sistemas mais pequenos. De igual forma, a interacao de uma
onda eletromagnética € maior com objetos de tamanhos da ordem de grandeza de
A.
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Figura 14.7.: Espetro eletromagnético

Desta forma, as ondas de radar ndo conseguem penetrar objetos muito pequenos,
enquanto que a luz ultravioleta consegue. A radiagdo x, caraterizada por com-
primentos de onda da ordem de 1071° metros, atravessa facilmente as células. A
radiagdo gama com A ainda menor, pode mesmo penetrar nos cromossomas e
alterar o conteido genético sendo, portanto, bastante perigosa.

Usualmente, as ondas eletromagnéticas ndo se apresentam com uma frequéncia
f definida, como no caso das ondas harménicas, mas sdo uma sobreposi¢do de
ondas harmonicas com uma distribuicao de frequéncias particular. Por exemplo, a
luz solar tem um espetro continuo de frequéncias na banda visivel, que pode ser
separado por meio de um prisma (Figura 14.8). A permitividade elétrica é tanto
maior quanto maiores forem as frequéncias, o que implica uma menor velocidade
da luz, quanto maior for a frequéncia; o indice de refrac¢do, que € inversamente
proporcional a velocidade no meio, serd maior para a luz com maior frequéncia
(violeta) e menor para a luz com menor frequéncia (vermelha).

A decomposi¢do espetral permite também descobrir linhas de absor¢do e de emis-
sdo que podem ser usadas para determinar a composi¢do quimica da fonte. A
luz produzida por um gis em combustdo ou por um gés pelo qual passa uma
descarga elétrica, € formada apenas por algumas frequéncias isoladas; no prisma, a
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violeta
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verde
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laranja
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Figura 14.8.: Decomposi¢ao espetral da luz solar por um prisma.

decomposicdo por frequéncias produz uma sequéncia de linhas que se aproximam
de um limite (séries espetrais). Cada elemento quimico tem um espetro préprio. O
espetro de absor¢do é produzido quando uma luz policromadtica atravessa o gés;
o espetro apresenta linhas escuras correspondentes as frequéncias absorvidas no
gds. A espetroscopia permite determinar a composi¢cao quimica de fontes distantes,
como por exemplo as estrelas.

14.8. Ondas eletromagnéticas em meios materiais

Nas sec¢des anteriores temos considerado unicamente ondas no vazio. Nos meios
materiais, as equacdes de Maxwell (Equacdes 13.15) podem ser substituidas pelas
equacdes para meios macroscopicos (Equacdes 13.17). Se o meio for isotrdpico e
linear e ndo existirem cargas nem correntes livres, o sistema de equagdes obtido
serd semelhante ao sistema (14.1), com €( e po substituidas pela permitividade
elétrica € e a permeabilidade magnética u do material. A velocidade das ondas
eletromagnéticas no meio jd ndo serd a velocidade da luz no vazio (¢ = 1/ v/€o o),
mas serd igual a
1

Tk

Nos condutores, os eletrdes de condugdo atenuam rapidamente qualquer campo
elétrico externo, e por isso ndo permitem a propagagdo das ondas eletromagnéticas,
sendo opacos a luz. A permeabilidade da maior parte dos materiais, excepto os
ferromagnéticos, € muito proxima a (g, € a velocidade das ondas eletromagnéticas

é, aproximadamente,
1 [ €0 c
V& =C4|—=—, (14.50)
€Ho € VK

onde K € a constante dielétrica, a qual verifica a Equagdo (5.45). Contudo, a cons-
tante dielétrica tem uma forte dependéncia com a frequéncia; mesmo a frequéncias
muito baixas o valor obtido de K € diferente do valor medido estaticamente num

(14.49)
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condensador. A dependéncia de K com a frequéncia determina diferentes velo-
cidades para diferentes componentes harmdnicas de uma onda, dando origem a
dispersao.

No vazio, j4 foi demonstrado que as ondas eletromagnéticas sdo transversais, ou
seja, 0s campos E e B e ovetor de propagacio sdo perpendiculares. Para investigar
a possivel existéncia de outras solucdes das equacdes de Maxwell nos meios
materiais, pode usar-se o método da transformada de Fourier, que € semelhante ao
método da transformada de Laplace usado no capitulo 11 para resolver as equagdes
dos circuitos. A transformada de Fourier de um campo vetorial que depende do
tempo ¢ e da posigdo 7 é outro campo vetorial definido da forma seguinte:

FE) = fﬂ F,7) e ® 700 qv qr (14.51)

onde o integral no tempo € calculado num intervalo de um periodo T = 27 /w, € 0
volume de integracdo é um paralelepipedo com arestas iguais aos comprimentos
de onda (Ax,A4y,4;), definidos como 2n/ky, 27/k, e 2n/k;, respetivamente.

Observe-se que & {F} ndo depende de (¢, 7'), mas depende da frequéncia angular,
w e do vetor de propagagao, k.

A transformada da divergéncia de F serd dada por

j ﬂf V. F koD qy qr (14.52)

Usando a propriedade distributiva da divergéncia,
V- (fF)=Vf-F+fV-F, (14.53)

e como o gradiente da funcao exponencial € ela prépria multiplicada por ik, obte-
mos o resultado

[ (¥ @ enF)—ik. Fe®ren]avar. (14.54)

O teorema da divergéncia permite escrever o primeiro integral de volume como
o fluxo de F vezes a fun¢do exponencial, através do paralelepipedo com arestas
(Ax,4y,4;), integral esse que serd nulo, jd que tanto F como a exponencial
sdo fungdes periddicas. O segundo integral pode ser escrito como o produto da
constante —i k pela transformada de Fourier do campo F. Portanto, a transformada
da divergéncia é dada por

V.-F— —ik- - Z{F). (14.55)

De forma andloga, pode mostrar-se que as transformadas do rotacional e da derivada
em ordem ao tempo, de F, s@o as seguintes:

VxF— —ikx.Z{F}, (14.56)

%_f — iwF{F}. (14.57)
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Podemos, assim, calcular as transformadas de Fourier de cada uma das equagdes
de Maxwell (Equacdes13.17), quando ndo existem cargas nem correntes livres:

k-F{D}=0, (14.58q)
k x F{E}) = wZ{BY}, (14.58b)
k-F(B} =0, (14.58¢)
kx F{H) = -wF{D} . (14.584)

A primeira e terceira equacdes implicam que o deslocamento elétrico Deo campo
magnético B sdo perpendiculares ao vetor de propagacgdo (a dire¢do de cada compo-
nente harmonica do campo € a mesma direcdo da correspondente transformada de
Fourier). No vazio, o deslocamento elétrico é igual ao campo elétrico E e, assim,
as ondas eletromagnéticas sdo sempre ondas transversais: os campos apontam
na direcao perpendicular a propagacdo da onda. No entanto, nos meios materiais
a segunda e quarta Equacdes (14.58) admitem solucdes em que E ou H oscilam
na direcdo do vetor de propagagdo k. Por exemplo, E pode ser paralelo a k,se B
for igual a zero; nesse caso, o vetor de Poynting € nulo, e trata-se de ondas que
ndo transportam energia. A este tipo de ondas chamam-se ondas eletromagnéticas
longitudinais ou estaticas.

Problemas

1. Uma onda harménica plana, polarizada, com A = 3 m, propaga-se na direcdo
do versor j. Escreva as equagdes dos campos elétrico e magnético, conside-
rando que:

(a) O versor de pglarizag:éo Ep=(1+ l%)/ V2.
(b) p=(i+ V3k)/2.

(c) A onda tem polarizagdo circular negativa.

2. Considere uma onda eletromagnética plana, polarizada linearmente na dire¢éo
do eixo dos x, que se propaga na direcdo positiva do eixo dos y. A sua
frequéncia é de 12 MHz e a sua amplitude é Ey = 0,008 V/m.

(a) Calcule o periodo e o comprimento de onda.
(b) Escreva as fungdes de onda dos campos EeB.

3. Uma antena de televisdo tem, aproximadamente, 1.5 metros de comprimento.
Faca um estimativa da frequéncia das ondas de televisio.

4. A radiacgdo eletromagnética do Sol chega a atmosfera da Terra com uma den-
sidade de fluxo energético de 1.4 x 10®> W/m?. Qual serd a densidade de
fluxo energético da radiacdo solar, na superficie de Mercurio? Qual € o fluxo
energético emitido pelo Sol? (A distancia da Terra ao Sol é, aproximadamente,
149.6 Gm, e do Mercurio ao Sol, aproximadamente, 57.9 Gm.)
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5. Uma fonte pontual, isotrépica e monocromadtica radia um fluxo energético de
100 W.
(a) Calcule a densidade de fluxo energético a distancia de 2 m.
(b) Calcule as amplitudes dos campos E e B nessa regiao.

6. Demonstre que a equacdo de onda € linear, isto é, que qualquer combinagdo
linear de duas solucdes é também solucio.

7. A figura seguinte representa o campo eletromagnético de uma onda plana de
420 MHz, no instante ¢+ = 0. As linhas de campo verticais representam o
campo elétrico e as linhas perpendiculares a folha de papel s@o as linhas de
campo magnético. Calcule a distincia d e determine a expressao do vetor do
campo magnético em funcdo do tempo e da coordenada x.

. X
X X . . X X
X X ofe|e X [x|x
X | x |[x x| x [ X o |o|®|e]| o ® X | x [x[X]x| x [ X%
° X
X X . . X X
X X ool X || % X
x | x | % X[ x| x o o |e|g]|0] @ o x | X | X|x|[x| x| x
X X oo e X |X| X
X X . . X X
d ! *

8. Uma estagdo de rddio transmite na frequéncia de 90.8 MHz.
(a) Calcule o comprimento de onda correspondente a esta frequéncia.

(b) Faca uma estimativa do comprimento da antena que permita melhorar a
recepgdo da estacao.

9. As orbitas de Marte e da Terra estdo, aproximadamente, sobre o mesmo plano.
A distancia média de Marte ao Sol € de 229 Gm e a distancia média da Terra
ao Sol € de 150 Gm. Suponha que estd em comunicacao com um astronauta
em Orbita a volta de Marte. Se o tempo médio de resposta do astronauta as
suas mensagens for 71, quando a Terra esta entre o Sol e Marte e 7, quando o
Sol esta entre a Terra e Marte, calcule At =t — £7.

10. Uma onda eletromagnética plana propaga-se no sentldo negativo do eixo dos
y. Num dado instante = 0 o campo elétrico é E = Eosin(2,25 x 107y) k
onde y € medido em metros.

(a) Calcule o comprimento de onda.
(b) Calcule a frequéncia.
(c) Diga qual € o vetor de polarizagao.
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11.

12.

Uma lamina metélica muito extensa encontra-se sobre o plano xy. A lamina é
ligada a uma fonte varidvel que produz um campo elétrico uniforme no plano
xy, mas varidvel no tempo segundo a equagao:

E = Eysin(wt) 1,
onde Ej e w sdo constantes. O campo elétrico na ldmina origina uma onda

eletromagnética plana. Escreva as fungdes que representam os campos elétrico
e magnético da dita onda, em fungdo do tempo e da posi¢do.

O campo elétrico de uma onda estaciondria no vazio é dado pela funcéo:
E= Eq cos(ky) cos(wt) 1
(a) Calcule o campo magnético.

(b) Encontre o vetor de Poynting em qualquer ponto e em qualquer instante.
(c) Calcule a densidade média de fluxo energético, ¢, em qualquer ponto.

Respostas

(a)e (b) E = Eysin[27 X 108(t — y/c)] €.
(c)E = Eo{sin[27 x 108(t — y/c + ¢o)] 1 + cos[27 X 108(¢ — y/c + ¢)] l%}
Nos 3 casos By =0, By = E;/ce B, = —E\/c.

2. (a)T =83.33 ns, 4 =25 m.
(b) E = 0.008 cos(0.2513 y — 75.40 X 105 £ + 0) i,
B = —2.67x 10 cos(0.2513 y — 75.40 x 10 7 + o) k (unidades SI).
3. Ordem de grandeza de 108 Hz.
4. Em Merctrio: 9.346 x 103> W/m?. Poténcia: 3.94 x 102 W.
5. (a)1.99 W/m?2. (b) Ey = 38.7 N/C, By = 1.29 mG.
7. d=35.7cm, B = -B, cos[27(4.2 x 108 ¢ + 1.40 x)] k (t em segundos e x em
metros).
8. (@)3,3m (b) Ordem de grandeza de 1 m.

9. 2000 s (33,3 minutos).

10.

(a) 279 nm. (b) 1.074 x 10'® Hz. (¢) O versor k.
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Ey . R
o [Eypsin(wt —kz)i, z>0 sin(wr —kz)j, z>0
11. E= . R B=4 %
Epsin(wt + kz)i, z<0. ——Osin(wt+kz)j, 2<0.
c
> Ey . . -
12. (a) B = —— sin(ky) sin(wt) k.
c
N ceOEg . . ~
(b) S = sin(2ky) sin(2wt) j.

(c) 0.



A. Analise vetorial

A.1. Vetores

S
Um vetor livre A tem um médulo ou norma A e uma direcdo definida por um versor
(vetor com médulo unitdrio) A:

A=AA. (A.1)

O produto escalar entre dois vetores € um nimero, igual ao produto da projecdo de
um dos vetores sobre o outro, pelo médulo do segundo vetor:

A-B=ABcosé, (A.2)

onde 8 € o angulo formado pelos vetores. O produto vetorial entre dois vetores é
um vetor perpendicular a eles, na direcdo da regra da mio direita (pdgina 154), e
com moédulo igual a

|[AX B| = ABsin6 . (A3)
Em coordenadas cartesianas, o vetor tem trés componentes Ay, Ay € A, que sdo

as projecdes do vetor sobre os trés versores I, je k que definem, respetivamente,
0s trés eixos x, y € z:
A=Aci+Ay j+A k. (A.4)

A soma (+), o produto escalar (-) e o produto vetorial (X) entre dois vetores AeB
calculam-se da seguinte forma, em fun¢do das componentes cartesianas:
A+B= (A, +By)i+(Ay+By)j+ (A, +B)k, (A.5)
A-B=A.B,+A,B,+A.B,, (A.6)
AxB=(AyB, — A,By)i+ (A;Bx — AcB,) j+ (AcBy — AyB) k. (A7)

O produto vetorial pode também ser escrito na forma de um determinante:

R k
AxB=|A, A, A]. (A.8)
B, B, F,

O médulo de um vetor A representa-se por A ou |A| e o seu valor, em funcdo das
suas componentes cartesianas, € dado por

A=A A= A2+ A2 +B2. (A9)
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Um resultado bastante 1til € o obtido para o mddulo da diferencga entre dois vetores
IJA-B>=(A-B)-(A-B)=A>+B>-2A-B, (A.10)
ou, em funcdo do angulo 6 entre os dois vetores (teorema do cosseno),

|A - B|? = A% + B2 — 2AB cos# . (A.1D)

Os produtos escalar e vetorial verificam as seguintes propriedades distributivas:

A-(BxC)=B-(CxA) =C-(AxB), (A.12)
Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C, (A.13)
(AxB) - (CxD)=(A-C)(B-D)-(A-D)B-C). (A.14)

A.2. Curvas, superficies e volumes

Uma curva C € o conjunto dos pontos do espago cuja posi¢do 7(1) é uma funcgio
continua de um parmetro real u. O elemento diferencial de percurso, sobre a
curva, é

dr

d:
s du

du . (A.15)

Uma superficie S é formada pelos pontos do espago cuja posi¢do F(u,v) é uma
funcdo continua de dois pardmetros reais u e v, tal que 07/du e d7/dv sejam
vetores linearmente independentes. O vetor diferencial de drea dA correspondente
a superficie S é
> ,OF  OF
dA = (zﬂ X 5) dudv . (A.16)

O médulo desse vetor € o elemento diferencial de superficie e a sua dire¢do é a
dire¢do normal a superficie.

Quando 7 é fungio de trés pardmetros uy, us € us, € as suas trés derivadas parciais
sdo vetores linearmente independentes, obtemos um espaco a trés dimensdes.
Do ponto de vista geométrico o espago € Unico; contudo, existem diferentes
representacdes paramétricas (sistemas de coordenadas). O vetor de posi¢do, 7,
depende de trés coordenadas u1, us e us. Os factores de escala sdo definidos como
o m6dulo de cada uma das trés derivadas parciais de 7:

or

hi = |— (i=1,2,3). (A.17)
aui

O deslocamento infinitesimal € igual a

dr = hl dl/ll ﬁl + /’12 dl/lg ﬁg + /’13 dl/l3 ﬁ3 , (AIS)
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Z ~
k
/

6 R 6 - S'n¢
Figura A.1.: Coordenadas cilindricas (esquerda) e esféricas (direita).

onde os versores #; apontam na direcdo na qual a coordenada u; aumenta. Se o
sistema de coordenadas for ortogonal (as trés derivadas parciais de 7 sdo perpendi-
culares), o elemento diferencial de volume € igual a

dv = h1h2h3 du1 dug du3 . (A19)

No caso das coordenadas cartesianas, os factores de escala sdo todos iguaisa 1 e
dV = dxdydz.

A.3. Coordenadas cilindricas e esféricas

Em coordenadas cilindricas, as coordenadas de um ponto na posicéo 7 séo a sua
proje¢d@o R sobre o plano xy, o angulo 6 que esta projecdo faz com o eixo dos x
e a coordenada z (Figura A.1). Os trés versores correspondentes sao R fek,
respetivamente. Os versores Red dependem do angulo 6. O vetor posi¢do em

coordenadas cilindricas é R .
RR+zk, (A.20)

que corresponde ao deslocamento diferencial®
di= dRR+ Rd06 + dzk . (A.21)
Assim, os factores de escala sdo

hg=h,=1 hg=R. (A.22)

As coordenadas esféricas de um ponto na posicéo 7 sdo o médulo do vetor 7, o
angulo ¢ que este vetor faz com o eixo dos z e o angulo § que a projecio de 7 sobre

!'A derivada parcial & R/ é igual ao versor 6.



298 Andlise vetorial

0 plano xy faz com o eixo dos x (Figura A.1). Os versores correspondentes sdo 7,
e #, respetivamente. O versor 0 depende de 6, e os versores 7 e ¢ dependem de
0 e de ¢. O vetor posi¢do em coordenadas esféricas é

F=rrF, (A.23)
e o deslocamento diferencial € igual a
df = dri+rd¢d+rsingdod . (A.24)
Os correspondentes factores de escala sdo

h=1 hg =r hg =rsing . (A.25)

Um caso especial sdo as coordenadas polares, que sdo um caso particular das
coordenadas cilindricas com z = 0 ou um caso particular das coordenadas esféricas
com ¢ = /2.

A.4. Operadores vetoriais

Um campo escalar f(#) é uma func¢do que a cada ponto com posigéo 7 associa
um valor escalar f. Um campo vetorial F (7) associa um valor vetorial F acada
ponto do espaco. O gradiente, em coordenadas generalizadas, calcula-se usando a
definicdo dada no Capitulo 3 [Equacgdo (3.24)], e o resultado é

so_dlof 10f  10f
Vf= — A.26
f hl 6u1 & hQ 6u2 2t hs auS ( )

Usando as definicdes do Capitulo 4, a divergéncia e o rotacional t€m a seguinte
forma geral:

> = 1 0(hah3Fy) 6(h1h3F2) 8(h1h2F3)
V.F= s A.27
h1h2h3 [ 8u1 6142 ] ( )
hié1 hapés hsés
Fxie—t |0 0 9 |, (A.28)

hlhghg 871 872 alxlg
hFy  hoFy  hs3Fs

O gradiente, a divergéncia e o rotacional sdo operadores lineares. Algumas propriedades
importantes dos campos escalares f e g e dos campos vetoriais F' e G sdo as se-
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guintes:

=

V(F-G)=(F-V)G+ (G- VF+FEx(VxG)+Gx(VXF), (A29)

V- (fF)=F-Vf+fV-F, (A.30)
VX(fE)=VfxE+fVXF, (A31)
V3(fg) = [V +2(Vf - Vg) +gV’f (A32)
V. (Vf) = V3F, (A.33)
Vx((Vf) =0, (A.34)
V. (VxF)=0, (A.35)
Vx(VxF)=V(V-F)-VF, (A.36)
V.-(fVg) =Vf-Vg+ [V, (A.37)
V- FxG) =G - (VxF)-F-(VxG), (A.38)
VX(FxG)=F(NV-G) -GV -F)+(G-V)E—-(F-V)G, (A.39)
V- (VfxVg)=0. (A.40)

A derivada de um campo escalar f, na direcdo de um versor ’, e igual a projecao do
gradiente sobre o versor ~
dv >
(E);Vf- ) (A41)
Um campo escalar f(r) com simetria esférica, s6 depende da varidvel r e o seu
gradiente e Laplaciano sdo, respetivamente:

R d

Fr0r) = dJ: . (A.42)
1dy.,d 1 a2

V= g te) = e 4






B. Transformada de Laplace

Neste apéndice apresenta-se apenas um sumario sobre a transformada de Laplace.
Um estudo mais completo do tema encontra-se nos livros de matematica para
engenharia ou nos livros sobre equagdes diferenciais, por exemplo: Farlow, An
Introduction to Differential Equations and their Applications.

Define-se a transformada de Laplace de uma fungdo f(¢) como o integral:
L) = [ foe"di B.1)
0

Note-se que o resultado desse integral ja ndo depende de ¢t mas sim do paradmetro s,
que se admite ser um nimero real.

Neste livro, para representar a transformada de Laplace, utiliza-se um til por cima
da letra que representa a funcdo. Por exemplo, g(s) € a funcio obtida por aplicacio
da transformada de Laplace a funcdo g (7).

A varidvel s tem as unidades de inverso do tempo, ou seja unidades de frequéncia,
j4 que o expoente st € adimensional. Assim sendo, g(#) € g(s) costumam ser
designadas de representacdes da funcdo no dominio do tempo e no dominio da
frequéncia, respetivamente.

Tal como no caso da derivacio, uma forma rdpida de calcular a transformada de uma
funcdo € por meio de algumas regras simples que se vao obter nas seccdes seguintes.
A transformada inversa de uma fungdo f(s) é a fun¢do f(¢) cuja transformada de
Laplace € igual a f(s).

Para que a transformada de Laplace de uma fungdo f(¢) exista, é necessario que
f(¢) observe as duas propriedades seguintes:

1. A fungio tem de ser parcelarmente continua, isto é, f(¢) pode ter alguns
pontos isolados onde € descontinua, mas € necessariamente continua em
cada intervalo entre dois pontos de descontinuidade.

2. A fungdo f(t) deve ser de ordem exponencial: existe um nimero real a tal
que o limite
tlim lf(t) e’ (B.2)

existe. O dominio da respetiva transformada de Laplace f(¢) é s > a.

Note-se que no cdlculo da transformada de Laplace ndo interessa a forma como
a funcdo seja definida para ¢+ < 0. Isto prende-se com o intervalo de integracio
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usado na defini¢do da transformada. E possivel usar outros intervalos diferentes,
mas o intervalo ¢ > 0 é particularmente titil nos problemas fisicos estudados neste
livro, em que unicamente interessa a evolucdo de um sistema fisico a partir de um
instante inicial arbitrado ¢ = 0.

B.1. Propriedades da transformada de Laplace

B.1.1. Linearidade

Para quaisquer duas funcdes f(¢) e g(¢) e duas constantes a e b, verifica-se:

[ Llaf(t) +bg)) = af(s) + bE(s) | (B.3)

e a transformada inversa também € um operador linear:

L Maf () +ba()) = af() +bg(t)| (B.4)

B.1.2. Derivada da transformada

A derivada da transformada de f(¢), em ordem a frequéncia s &,

[

ff(t) eStdr = —ftf(r) Stdr= LU f))  (B.S)
0

0

d_f:d

ds ds

e derivando sucessivamente n vezes conclui-se que

ay

2" f0) = D" I

(B.6)

B.1.3. Transformada da derivada

A transformada da derivada de f(¢) em ordem ao tempo estd relacionada com
a prépria transformada de f(¢). Integrando por partes no integral que define a
transformada, obtém-se:

(o] (o)

+sjfe—“dt (B.7)

0 0

g{f,} — ff'e_“dt :fe—st
0

o tltimo integral € a transformada de f(¢) € no primeiro termo, o limite de fe™’
quando ¢ tende para infinito € zero, ja que f(¢) € uma funcdo de ordem exponencial.
Como tal, obtém-se a relacdo seguinte:

(f)=sf-f0) (B.8)
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A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a mesma
propriedade vezes sucessivas, por exemplo, a transformada da segunda derivada é
igual a:

LU =s(F)=FO0) =5 (s f = £0) = £(0) =5 f =5 f(0) = f'(0) (B.9)

B.1.4. Deslocamento na frequéncia

A transformada do produto entre uma fun¢@o exponencial e outra fung¢do qualquer
é:

Ll f(1)) = jfe(“_s)t dt = f(s—a) (B.10)
0

Nomeadamente, quando se multiplica uma fungo por e*?, no dominio do tempo,
a sua representaciio no dominio das frequéncias € desloca-se a unidades no sentido
positivo do eixo da frequéncia s.

B.1.5. Deslocamento no tempo

Define-se a fungfo degrau unitario, ou fungio de Heaviside, como:

0 ,t<
u(t—a)z{ “ (B.11)
1 ,t>a
Como tal, o produto,
u(t —a) f(t — a) (B.12)

¢é a funcdo f(¢) deslocada uma distancia a no sentido positivo do eixo do tempo
t, sendo nula para t < a. Calculando a transformada de Laplace desse produto
obtém-se:

PLlut-a) f(t-a)} = ff(t—a) eSidr = jf(r) @S (r+a) gy = gmas jf(r) ST dr
a 0 0

e conclui-se que:

L -a) fe-a) = fs)| (B.13)

Isto é, quando a funcdo € deslocada a unidades no sentido positivo do tempo ¢, a
sua representacao no dominio da frequéncia fica multiplicada por e ™ *.

Note-se que no caso particular a = 0, esta propriedade implica que a transformada
de u(t) f(¢) é idéntica a transformada de f(¢); o produto u(t) f(¢) simplesmente
torna o resultado nulo para ¢ < 0 deixando a fun¢do igual para ¢ > 0 e como ja foi
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dito, no célculo da transformada de Laplace apenas interessa a definicdo da fung@o
parat > 0.

Esta propriedade é muito util para calcular as transformadas de Laplace de fungdes
com descontinuidades. Uma outra forma equivalente é

| Lttt -a) f0)) = LAt +a)) | (B.14)

B.2. Transformadas de funcées importantes

B.2.1. Polindmios

A transformada de ¢”, onde p é qualquer nimero real, pode ser simplificada usando
a mudanca de varidvel u = st

[

X{tp}=frl’e*”dt=f(3) e*“T”=s*(1’*1)fu1’e*“du (B.15)
0 0 0

S
e este ultimo integral é a fun¢do gama de p + 1; como tal, a transformada de ¥ é

Tl
T gp+l

ZL{t?) (B.16)

em particular, quando p é um ndmero inteiro positivo n, a fungdo gamaden + 1 é
igual ao fatorial de n e obtém-se:

n!
L") = s (B.17)
eparan =0
Py = (B.18)
s

B.2.2. Func¢des exponenciais

Aplicando a propriedade de deslocamento na frequéncia s, com f(z) = 1 e tendo
em conta que .Z{1} = 1/s, obtém-se a transformada da fun¢do exponencial,

1

s—a

Llety = (B.19)

e como a derivada de 1/(s — a) é —1/(s — a)?, usando a propriedade da derivada
da transformada conclui-se:

1
(s —a)?

Llretty = (B.20)
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O mesmo resultado pode ser obtido a partir da transformada de ¢ e usando a
propriedade de deslocamento em s.

B.2.3. Funcdes sinusoidais

Para calcular a transformada de Laplace das func¢des sinusoidais € conveniente usar
a férmula de Euler:

f(@) = fmix cos (wt +¢) = Re (fméx ei(wtﬂp)) = Re (fméx ' eiwt) (B.21)

onde Re{z} € a funcdo que d4 a parte real dum niimero complexo z. Assim sendo,
a transformada de Laplace da funcdo sinusoidal f(¢) é:

761 = 2 e (e 7 7)) = e (i 2 {e1}) = e L)
(B.22)

Por simplicidade, costuma-se omitir a funcdo Re, ficando implicito que sé interessa
a parte real. Definindo o fasor F da func¢ao sinusoidal f(#) como o produto
fmax €' %, a transformada de Laplace da funcdo sinusoidal é entdo:

L fmax cos(wt + @)} =

(B.23)

s—iw

onde F € o respetivo fasor. Como sin x = Re (—i e”), conclui-se também que:

-iF

s—iw

L fmix sin(wt+ @)} =

(B.24)

B.2.4. Funcéao impulso unitario

A fun¢do impulso unitario, ou fungio delta de Dirac, §(¢t — a), € a derivada da
fungdo degrau unitdrio u(t — a). Note-se que ndo € realmente uma funcao, porque
emt = a afuncdo u(z — a) é descontinua e a sua derivada ndo existe.

Pode imaginar-se ¢ (¢ — a) imaginando uma fun¢do degrau que nio muda abrup-
tamente de O para 1, em ¢ = a, mas sim aumenta gradualmente de 0 para 1 num
pequeno intervalo que inclui # = a; como tal, (¢ — a) € nula excepto nesse pequeno
intervalo em que o degrau unitdrio passa de 0 para 1 e a 4rea total sob (¢ — a) deve
ser igual a 1; no limite em que o comprimento desse intervalo se aproxima para
zero, o valor de 6(t — a) aproxima-se de infinito, em ¢ = a, e de zero em qualquer
outro valor de ¢.

Uma fungdo f(¢), continua em a, verifica a propriedade seguinte:

t
0 , 01 <a
_£ f(@dé(z-a)dz= {f(a) sa (B.25)
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A transformada da funcéo impulso unitario € a transformada da derivada da funcéo
degrau unitério. Aplicando a propriedade da transformada da derivada, obtém-se:

LISt — a)} = e7@S (B.26)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas das funcdes calcu-
ladas nas secc¢des anteriores encontram-se resumidas na tabela B.1.

Funcao Transformada
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7(5) afas)
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Tabela B.1.: Propriedades da transformada de Laplace.



C. Unidades Sl e constantes

O sistema de unidades usado oficialmente em Portugal e na maior parte do mundo é
o Sistema Internacional de unidades (SI). As unidades SI de base so as seguintes:

Tabela C.1.: Unidades SI de base

Grandeza Nome Simbolo
Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo S
Intensidade da corrente elétrica ampere A
Temperatura termodinamica kelvin K
Quantidade de matéria mole mol
Intensidade luminosa candela cd

Outras unidades suplementares sio o radiano (rad) usado para medir angulos planos
e o esterradiano (sr) usado para medir Angulos sélidos. A temperatura também
pode ser medida em graus Celsius (°C; 273.15 K = 0 °C).

Na Tabela C.2 apresentam-se algumas unidades derivadas; cada uma delas pode
ser expressa também em termos de unidades SI de base. Os prefixos (Tabela C.3)
que precedem as unidades representam multiplos ou submudiltiplos da unidade.

Na Tabela C.4 encontram-se os valores correntemente aceites para algumas cons-
tantes fundamentais. A aceleracio da gravidade nio é uma constante, mas costuma
usar-se como valor de referéncia g = 9,81 m/s?. Outras propriedades e constantes
de alguns materiais aparecem ao longo do texto nas tabelas seguintes:

e Série triboelétrica, Tabela 1.1, pigina 4;
e Constante dielétrica e rigidez dielétrica, Tabela 5.1, pagina 102;

o Resistividade e coeficiente de temperatura de metais, Tabela 6.1, pagina 119.
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Unidades SI e constantes

Tabela C.2.: Unidades SI derivadas

Grandeza Nome Simbolo Equivalente
Frequéncia hertz Hz 1/s
Forca newton N kg-m/s?
Pressdo e tensdo pascal Pa kg/(m-s?)
Energia, trabalho e quantidade de calor  joule J kg-m?/s?
Poténcia watt W kg-m?/s3
Carga elétrica coulomb C A-s
Potencial elétrico, forca eletromotriz volt \" kg-m?/(A-s?)
Resisténcia elétrica ohm Q kg-m?/(A2%.s3)
Condutancia elétrica siemens S A%.53/(kg-m?)
Capacidade elétrica farad F A?.s%/(kg-m?)
Fluxo de indugfio magnético weber Wb kg:m?/(A-s?)
Indugdo magnética tesla T kg/(A-s?)
Indutancia henry H kg-m?/(A2%.s?)
Fluxo luminoso ldmen Im cd-sr
Tluminagio lux Ix cd-sr/m?
Tabela C.3.: Prefixos SI

Factor Prefixo Simbolo Factor Prefixo Simbolo

1018 exa E 107! deci d

10%° peta P 1072 centi c

1012 tera T 1073 mili m

10° giga G 1076 micro u

108 mega M 1079 nano n

103 quilo k 10712 pico p

102 heto h 107 femto f

10t deca da 10718 ato a
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Tabela C.4.: Valores de algumas constantes fundamentais

Constante Simbolo Valor Unidades
Permeabilidade do vazio 1o An 1077 N/A?
Permitividade do vazio €0 8,854 188 1072 F/m
Velocidade da luz no vazio c 2,997 925 108 m/s
Carga elementar e 1,602177 107 C
Massa do eletrao Me 9,109 390 10731 kg
Massa do protio mp, 1,672623 10727 kg
Massa do neutrdo my 1,674929 10727 kg
Constante de Avogadro Na 6,022 137 1023 1/mol
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