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NOME: LOG-IN FEUP:

Exame final Ponto 1 29 de Junho de 2010

Duragao: Duas horas. Com consulta de formulario e utilizagao de meios de calculo. Note que os meios de calculo
nao pode ser usados como meios de comunicagao ou de consulta da matérial A violagdo desta regra implica exclusao
imediata. Use g = 9.8 m/s? para a aceleragao da gravidade.

1. (4 valores). O reboque apresentado na figura, com massa total de 750 kg,
estd ligado no ponto P a uma trela que sai da parte posterior de um V
automovel. O reboque tem dois pneus idénticos, que neste problema —
P

podem ser considerados como um s6, com uma unica reac¢ao normal e CM
forca de atrito desprezével; a resisténcia do ar também serd desprezada. (a) ’
Calcule a reaccao normal nos pneus e a forga vertical no ponto P, quando 90 em —
a velocidade for constante. (b) Quando a velocidade estiver a mudar, a 0 4 50 em
forca em P terd uma componente horizontal, para além da componente ‘ —9%cm |
vertical; escreva as equagoes que teria que resolver para determinar, em }_; 128 em ‘l

funcao da aceleracao a, o valor da reaccao normal nos pneus e ambas as

componentes da forga em P (ndo se pretende que resolva estas equagoes;

apenas que as escreva).

2. (4 valores). As equagoes de evolugao de um sistema dindmico sdo:
b=y +3y—10 g=xy+ax+12
(a) Encontre os pontos de equilibrio do sistema. (b) Determine a matriz jacobiana. (¢) Calcule os valores préprios da
matriz jacobiana em cada ponto de equilibrio. (d) Diga que tipo de ponto é cada um dos pontos de equilibrio.

PERGUNTAS. Cotacao: Respostas certas, 0.8, erradas, —0.2, em branco, 0. Cada pergunta tem uma unica
resposta. Serdo avaliadas apenas as respostas que aparecam na caixa de Resposta (e ndo na folha de exame ou de
rascunho).

3. Na lista seguinte, qual pode ser o conjunto limite negativo 6. Um automoével desloca-se numa curva, com velocidade de

de uma trajectoria no espaco de fase? moédulo constante. A figura mostra o automovel visto de
cima e a forga de resisténcia do ar, ﬁar. Qual das cinco
forcas ﬁl, ﬁg, ﬁg, F, ou Fs representa melhor a forga
) ponto de sela exercida pelo chao sobre o automével?

) centro

(A
(B
(C) ciclo limite atractivo
(D) né atractivo

(E

) foco atractivo

Resposta: I:'

4. Qual das seguintes é uma caracteristica dos sistemas
cadticos?

A) Nao é possivel prever a trajectéria exacta do sistema.

(
(B) Tém 3 ou mais pontos de equilibrio.
(C) O sistema nao ¢ auténomo

(

D) Pequenas variagoes nas condigdes iniciais produzem 7. Num sistema conservativo, com varidveis de estado (x, v),

solugoes muito diferentes. a velocidade de fase no ponto (8, 4) do espago de fase tem
(E) As equagoes do sistema s@o aleatérias. componentes (4, 3). Indique as componentes da velocidade
Resposta: I:' de fase no ponto (8, -4) do espago de fase.

5. Uma particula desloca-se ao longo do eixo dos x de forma (A) (-4,3) (C) (4,-3) (E) (4,3)
que a sua velocidade é dada pela expressao: (B) (3,4) (D) (-4,-3)

v(@) =be” Resposta: I:'

onde b e n sdo duas constantes. Qual é a expressao para a
aceleragdo da particula em fungéo da posi¢ao x? 8. O sistema com equagdes de evolugao:
; 2 : 2
T=—-y—vy y=052z—-02y+xy—12y
_ —(n+1 2 -
(A) —nbe™* (C) —be~(te (E) nb?e " tem unicamente dois pontos de equilibrio: um foco atrac-
(B) —nb?e"® (D) —nb*e 2" tivo em (0,0) e um foco repulsivo em (-2, -1). O sistema
tem dois ciclos, representados pelas letras R e S na figura
Resposta: I:' seguinte; qual das afirmacoes é correcta?



10.

11.

12.

0.8

0.4

0.4

-0.8

(A) Nem R nem S podem ser ciclos limite.

(B) R é ciclo limite atractivo e S é ciclo limite repulsivo.
(C) R e S sao ciclos limite atractivos.

(D) R é ciclo limite repulsivo e S é ciclo limite atractivo. 14

(E) R e S séo ciclos limite repulsivos.

Resposta: I:'

. Um corpo de 12 kg desloca-se ao longo do eixo dos x. A

forga resultante sobre o corpo é conservativa, com energia
potencial dada pela expressdo 5 + 22 (SI). Se o corpo
passa pela origem com velocidade 5 €, com que energia
cinética chegard ao ponto z = 2 m?

(A) 355
(B) 42 ]

Resposta: I:'

As equacoes de um sistema dindmico com varidveis de es-
tado (z, y) foram transformadas para coordenadas polares
(r, 0), obtendo-se as equagoes:

0=-2 F=3r—r
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(C) 1207 J
(D) 142 J

(E) 710 ]

2

(A) Existe um ciclo limite atractivo em r = 3

(B) Existe um ciclo limite repulsivo em r = 2 16.
(C) Existe um ciclo limite atractivo em r = 0
(D) Existe um ciclo limite atractivo em r = 2
(E) Existe um ciclo limite repulsivo em r = 3
Resposta: I:'
As equagoes de evolugdo de um sistema linear sio:
T=x+2y y=z+y
Que tipo de ponto de equilibrio é a origem?
(A) Centro. (D) NG¢ repulsivo.
(B) Foco atractivo. (E) Ponto de sela.
(C) Foco repulsivo.
17.

Resposta: I:'

A matriz jacobiana de um sistema nao linear, num ponto
P do espago de fase (z,y), foi armazenada na varidvel
J, no Maxima. O comando eigenvectors(J) produz:
(rc-1,11, [1,111, CC001,-111, [[1,1/3]111] que tipo

de ponto de equilibrio é o ponto P?

(A) centro.
(B) ponto de sela.
(C) foco repulsivo.

Resposta: I:'

(D) foco atractivo.

(E) né atractivo.

15.

. O bloco na figura, com massa igual a 3 kg, desloca-se para

a esquerda, com velocidade inicial ¥y, sobre uma superficie
horizontal. Sobre o bloco actua uma forga externa ﬁ, hori-
zontal e constante, com mdédulo igual a 24 N. O coeficiente
de atrito cinético entre o bloco e a superficie é igual a 0.25.
Calcule o médulo da aceleracao do bloco.

Vo
~f—

F
—1

(A) 10.45 m/s?
(B) 16.65 m/s>

Resposta: I:'

(C) 31.35 m/s?
(D) 5.55 m/s?

(E) 8.00 m/s?

. A forca resultante sobre um objecto de massa 2 kg é

F = 6é, +4té, (SI). Se a velocidade do objecto em
t =0 for 6 €&, + 7€, m/s, calcule a velocidade em ¢t = 2 s.

(A) 18.0¢, +15.0¢,
(B) 12.0¢, + 4.0¢,
(C) 12.0&, + 11.0¢,

Resposta: I:'

Se o conjunto limite positivo de uma trajectéria A no
espago de fase for um ciclo limite C, qual das afirmacoces
sera correcta?

(A) A afasta-se de C.

(D) 6.0&, +4.0€,
(E) 12.0€, + 11.0¢,

(B) Todos os pontos de C também pertencem a A.
(C) A aproxima-se de C, sem nunca o tocar.
(D) A torna-se exactamente igual a C apés algum tempo.

(E) A toca o ciclo C num ponto.

Resposta: I:'

O comando

a:rk([f,gl,[y,=z],[0,1],[x,0,1,0.11)

do Maxima foi usado para resolver numericamente um sis-
tema de equagoes. Qual dos comandos seguintes produz
uma lista com os valores de z?

(A) makelist(al1][i],i,1,11)

(B) makelist(a[3][i],i,1,11)

(C) makelist(alil[2],i,1,11)

(D) makelist(alil[1],i,1,11)

(E) makelist(alil([3],i,1,11)

Resposta: I:'

Um homem empurra um bloco de madeira sobre uma su-
perficie horizontal. Sobre o bloco estd pousado um livro.
Considerando as forgas seguintes:

1. Forga de contacto entre as maos do homem e o bloco.
2. Peso do livro.

3. Forga de atrito produzida pela superficie horizontal.
Quais dessas forgas actuam sobre o bloco de madeira?

(A) 1e2
(B) 1

Resposta: I:'

(C) 1e3
(D) 2¢3

(E) 1,2e3
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Problemas

1. (a) Este problema é muito semelhante ao exemplo 4.1 resolvido no livro. O diagrama seguinte mostra as 3 forgas externas que actuam
sobre o reboque:

33 cm
CM
. F,
R, !
A
—95 cm
mg
Y

As duas equacdes que permitem calcular os médulos da reac¢do normal, R,,, e da for¢a em P, Fy, sdo a soma das forcas verticais e a
soma dos momentos; ambas devem ser nulas, por nfo existir nem aceleragdo linear nem aceleragdo angular.

95
0.33R, —0.95F, =0 = Ri=
750 % 9.8
Ry+Fy—750x9.8 =0 N Fyzﬁzm%N R, = 5455N

33

Repare que os momentos foram calculados em relacido ao centro de massa. Outra forma mais simples de resolver o problema € a
seguinte: como o sistema estd em equilibrio, podemos calcular momentos em relagéo aos pontos P e a ponto de contacto do pneu,
obtendo duas equagdes que permitem calcular F; e R, directamente:

1.28R, —0.95x750x9.8 =0 = R, =5455N
1.28F,—0.33x750x9.8=0 = F,=1895N

(b) Este problema € muito semelhante ao exemplo 4.2 resolvido no livro. O diagrama seguinte mostra as 4 forgas externas que actuam
sobre o reboque:

= /_t %» l40 cm
R,

di
——95 cm

mg
\

el |

Como a aceleragdo € na direccao x (horizontal) e o reboque ndo roda, a soma das componentes x das forcas deve ser igual a ma, a
soma das componentes y (verticais) deve ser nula e a soma dos momentos em relacdo ao centro de massa devera ser nula:

F,=750a
R,+F,—750x9.8=0
0.33R,—095F,—0.4F, =0

Essas 3 equagdes, com quatro varidveis, permitem calcular R, Fy e F}, em func¢@o de a.

2. Este problema € muito semelhante aos exemplos 7.1 e 7.2, que foram resolvidos no livro usando o Maxima. Os problemas no fim do
capitulo também proponham problemas semelhantes para serem resolvidos com e sem o Maxima. Mostraremos aqui a resolu¢ao sem
usar o0 Maxima.



(a) Nos pontos de equilibrio, as duas componentes da velocidade de fase deverao ser nulas:

V43y—10=0 =  (y+5)(y—2)=0
xy+x+12=0

A primeira equacdo tem duas solugdes: y = —5 e y = 2. Substituindo y = —5 na segunda equacao obtém-se x = 3 e substituindo y = 2
obtém-se x = —4. Consequentemente, existem unicamente dois pontos de equilibrio:

P, =(3,-5) P, =(—4,2)

(b) A matriz jacobiana do sistema é:

d(y*+3y—10) d(y*+3y—10)

. ox dy _ 0 2y+3
d(xy+x+12)  dlxy+x+12) y+1  x
ox dy

(c¢) Substituindo as coordenadas de Py na matriz jacobiana obtemos:
0o -7
J=
-4 3
Assim, a soma e o produto dos valores préprios nesse ponto sao:

M+A=04+43=3 MAy=0x3—(=7)x(—4)=—28

portanto, os valores préprios em P; sdo 7 e —4.

Substituindo as coordenadas de P, na matriz jacobiana obtemos:
0o 7
J =
Assim, a soma e o produto dos valores préprios nesse ponto sao:

M+A=0-4=—-4 )q),QZOX(—4)—7><3=—21

portanto, os valores proprios em P, sdo 3 e —7.

(d) Como nos dois pontos de equilibrio os valores proprios sdo reais € com sinais opostos, os dois pontos sao pontos de sela.

Perguntas

9. D 12. B 15. C
10. A 13. A 16. E
11. E 14. CouE 17. C



