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Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros!

1. (4 valores). Um cilindro com raio de 4 cm esté colado a uma roda com
6 cm de raio que se encontra sobre uma superficie horizontal plana, tal
como mostra a figura. Uma corda foi enrolada & volta do cilindro e estd a
ser puxada horizontalmente para a direita, com velocidade constante ¢’ de 4 cm
valor 2.5 cm/s. O movimento da corda faz rodar a roda sobre a superficie 0
horizontal, sem derrapar. (a) Determine o valor da velocidade angular da
roda. (b) Diga em que sentido se desloca o ponto O, no eixo da roda e do
cilindro, e determine o valor da sua velocidade. (¢) Determine quantos
centimetros de corda sao desenrolados do cilindro a cada segundo.

6 cm

).

2. (4 valores). O sistema dindmico com equagoes de evolugao:

t=2xy’> —at y=yt—22%y

tem um unico ponto de equilibrio na origem. A matriz jacobiana nesse ponto é igual a zero e, portanto, os valores préprios
(nulos) ndo podem ser usados para caraterizar o ponto de equilibrio. Use o seguinte método para analisar o retrato de fase
do sistema: (a) Determine o versor na direcao da velocidade de fase em qualquer ponto do eixo dos x e em qualquer ponto
do eixo dos y. (b) Determine o versor na diregao da velocidade de fase em qualquer ponto das duas retas y =x e y = —x.
(¢) Faga a mao um grafico mostrando os versores que encontrou nas alineas a e b, em vérios pontos nos 4 quadrantes do
espaco de fase, e trace algumas curvas de evolucao seguindo as diregoes da velocidade de fase. Com base nesse gréfico, que
tipo de ponto de equilibrio julga que é a origem? (d) Diga se existem ciclos, érbitas homoclinicas ou heteroclinicas e no
caso afirmativo quantas. (e) No primeiro quadrante, = > 0, y > 0, o sistema pode ser considerado um sistema de duas
espécies. Diga se é um sistema com cooperagao, com competi¢cao ou predador presa. Explique em palavras como sera a
evolugao das duas populacoes x e y a partir de quaisquer valores iniciais g € yp.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3.0 quagrado na figura tem aresta d =9 cm. O médulo da 5. Qual dos sistemas dinamicos na lista é equivalente a
forca F' ¢ 20 N e o médulo da forca P é 60 N. Determine o equacdo diferencial 2z — 2224 + 423 = 07
médulo do momento produzido por essas duas forcas em

relagdo ao ponto A. (A) z=y y=2y—2

P B) =y y=4zy—22x
= hdg’ 70° : . >
F (C) &=y y=xzy—2x

(

D)=y y=2y+z

d
l Resposta: I:'

6. O espaco de fase de um sistema dinamico ¢ o plano zy. Em

A

coordenadas polares, as equagoes de evolugao sao 0 = —3,
(A) 3.95 N'm (C) 3.6 N'm (E) 8.72 N'm 7 =13 — 272 +r. Quantos ciclos limite tem o sistema?
Resposta: I:' B) 1 (D) 2
4. A componente x da aceleragao de uma particula aumenta Resposta: I:'

em funcgao do tempo, de acordo com a expressao a; = 5t
(unidades SI). No instante ¢ = 0 a componente 2 da ve- 7
locidade é nula e a componente da posicao é x = 7 m.
Determine a componente x da posicao em t = 2 s.

(A) 13.7m (C) 41.0 m (E) 6.8 m (A) 1 (C) 2 (E) 3
(B) 84.7m (D) 34.2m (B) -1 (D) -2

Resposta: I:' Resposta: I:'
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Num sistema que se desloca no eixo dos x, a forca resul-
tante é 2 + x — 2. Na lista seguinte, qual dos valores
corresponde & posicao z dum ponto de equilibrio estavel?




10.

11.

12.

13.

raio constante. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?
(A) A aceleracao angular é constante.
(B) A velocidade angular é constante.

(C) O mddulo da velocidade é diretamente proporcional
a velocidade angular.

(D) A aceleragao normal é constante.

(E) O mdédulo da aceleragéo é diretamente proporcional &
aceleragao angular.

Resposta: I:'

. A figura mostra uma barra reta com comprimento L que

estd a cair; enquanto a barra cai, o extremo A desliza na
superficie horizontal e o extremo B desliza sobre a parede
vertical. Qual é a relacao entre os valores das velocidades
dos dois extremos?

B

A
(A) va =vptanf
(B) VA = 21]]3
(C) va =wvpcosh

Resposta: I:'

Um bloco de massa 2 kg desce deslizando sobre a superficie

(D) va =vpsinf
(E) va =vsB

de um plano inclinado com base x = 8 m e altura y = 4 m.
Calcule o médulo da reagao normal do plano sobre o bloco.

(A) 19.6 N
(B) 10.87 N

Resposta: I:'

Quais sao as componentes da velocidade de fase do sistema
conservativo com energia potencial U(z) = 3e” e massa
m = 37
= —z =
(A) ver, +e 7 é,
= _z =
(B) ve, —e " g,

(C) veé, —e” g,

Resposta: I:'

A velocidade de uma particula, em funcao do tempo, é:
2t? &, +t* €, (unidades SI). Encontre a expressao para o
moédulo da aceleragao.

(C) 1753 N
(D) 4.93 N

(E) 877N

(D) ve, —x €y

(B) vé, +e® &,

(A) 4¢3 +4¢ (D) 4t
(B) V1616 + 1612 (BE) 4t

(C) VA4t 4t

Resposta: I:'

Em qual dos seguintes sistemas dinamicos o critério de
Bendixson permite concluir que nao pode existir nenhum
ciclo, érbita homoclinica ou érbita heteroclinica?

(D) & =ay® §=—a’y
(E) ¢ =ay y=2a

(A) =32y y=2zy
(B) #=-2zy y=-wy
(C) & =2xy> y=ay

Resposta: I:'

. Um ponto num objeto descreve numa trajetdria curva, com 14.

15.

16.

17.

A energia mecanica de um corpo celeste em 6rbita a volta
do Sol pode ser considerada constante e é dada pela ex-
pressao

4 2
Em = ﬁ(z2+y2) - -~

2 /22 + Y2
onde m é a massa do corpo, x e y as suas coordenadas
no plano da érbita com origem no Sol, as distancias sao
medidas em unidades astronémicas e o tempo em anos.

Encontre a expressido da componente y da aceleragao (§).

472y 4n2zy
(a) j=-—"Lo )=
(22 +42)"? (22 +42)"?
Am?y 472
B)j=—"35 (E) j=———
($2+y22)3/2 (x2+y2)3/2
dmex
©C) i=-—"—""373

Quando um cilindro com massa 135 g é pendurado de uma
mola vertical, fica em equilibrio a uma altura de 10 cm. Se
o cilindro for substituido por outro com massa de 139 g,
ficard em equilibrio a uma altura de 7 cm. Calcule a
constante elastica da mola.

(A) 2613 mN/m (C) 1307 mN/m
(B) 133 mN/m (D) 261 mN/m

Resposta: I:'

A figura mostra o retrato de fase de um sistema nao li-
near com dois pontos de equilibrio, em (z,y) = (-1, —1)
e (z,y) = (2,2). Qual é o sistema linear que aproxima o
sistema nao linear na vizinhan¢a do ponto (—1,—1)?

3

(E) 653 mN/m

2

1

(A) i=32z §=-3y
B) i=-3y §=3ux
(C) &=3z §=3y

Resposta: I:'

Numa méaquina de Atwood, com dois cilindros de 200 e
500 gramas e roldana com 600 gramas, a expressao para
a energia mecanica total é: 0.5v? — 0.3 gy, em unidades
SI, onde g é a aceleracao da gravidade, y é a distancia
que o cilindro mais pesado desce e v a velocidade com que
esse cilindro desce. Calcule o valor da aceleragao dos cilin-
dros, em unidades SI, admitindo conservagao da energia
mecanica.

(A) 5.88
(B) 9.8

Resposta: I:'

D) =3y y=-3y
(E) a=-3z y=-3y

(C) 16.33
(D) 2.94

(E) 32.67
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Problemas

1.

(a) Como a roda ndo derrapa, a velocidade do ponto B € nula. Escolhendo o
sistema de eixos indicado na figura, e distdncias em centimetros, a velocidade
do ponto A serd:

‘7A = —daB OJEX = —ZCOEX

y
onde @ ¢ a velocidade angular da roda, positiva no sentido anti horério ou [ .
negativa no sentido horario. Como a velocidade do ponto A ¢ igual a velocidade . o
do ponto C, que € 2.5¢,, a velocidade angular é: A c
2.5 . ’
m:—z=—1.25s*1 B

o sinal negativo indica que a velocidade angular € no sentido hordrio.
(b) Como a velocidade angular da roda € no sentido horério, o ponto O desloca-se para a direita. O valor da sua velocidade é:

vo=dog®="7.5cm/s

(c) A velocidade do ponto C, em relacdo ao ponto O, é:
Vicjo =Vc—Vo =2.5¢,—7.5¢, = —5¢;

o sentido dessa velocidade, no sentido negativo do eixo dos x, indica que os pontos O e C estdo a aproximarem-se € o fio ndo estd a
desenrolar-se mas sim a enrolar-se ainda mais: cada segundo enrolam-se mais 5 cm de fio.

(a) No eixo dos x, y é igual a zero e a velocidade de fase serd,
- 4 S o
U=—x¢é — &,=—¢&

No eixo dos y, x € igual a zero e a velocidade de fase serd,

4 S .
y €y - e, = €y

i
(b) Nareta y = x, a velocidade de fase é,

x*eé, —x4é'y

i
o seu médulo é v/2x* e o versor que define a sua direcdo &,

x4é'x—x4é'y 1

V2 V2

Naretay = —x,

e, =

—

i=-3x"¢,+3x*e, = & =-—=(-¢+¢)

1
V2
(c) A figura mostra os versores encontrados nas duas alineas anteriores e algumas

curvas de evolucdo. Como ha curvas que se aproximam da origem e curvas que
se afastam dele, a origem € um ponto de sela.

(d) Nio existem ciclos nem 6rbitas heteroclinicas. Existe um nimero infinito
de o6rbitas homoclinicas: todas as curvas de evolugdo no primeiro e terceiro
quadrantes sdo 6rbitas homoclinicas.

(e) A populacdo y faz aumentar a taxa de crescimento X da populagdo x e a
populagdo x faz diminuir a taxa de crescimento y da populacdo y. Assim sendo,
trata-se de um sistema predador presa, em que x sdo os predadores € y as presas.
Se o nimero inicial de predadores, xg, for nulo, o nimero de presas aumentara
ilimitadamente. Se o nimero inicial de presas, yg, for nulo, o nimero de
predadores diminuird até zero.




Quando os niimeros iniciais de predadores e presas nao sejam nulos, as duas
populagdes evoluirdo seguindo uma 6rbita homoclinica. O ponto A em que a
populacdo de predadores atinge o seu valor maximo é quando a componente x
da velocidade de fase é nula, ou seja, y = x/ v/2. O ponto B onde a populagdo
de presas atinge o seu valor maximo é quando a componente y da velocidade de
fase é nula, ou seja, y = V/2x. Assim sendo, existem 3 casos diferentes: (i) Se
yo > \ﬁxo, os nimeros de predadores e presas aumentam, até um instante /g em
que o nimero de presas comega a diminuir; num instante posterior 4, 0 nimero
de predadores também comega a diminuir e finalmente as duas populagdes serdo
extintas. (if) Se xo/ V2 < yo < v/2x0, o niimero de presas diminui e o nimero de
predadores aumenta, até um instante 4 em que o nimero de predadores também
comega a diminuir e as duas populagdes serdo extintas. (iii) Se 0 < yo < xp/ V2,
as duas populacdes diminuem até se extinguirem totalmente.

Perguntas

3. B 6. B 9. A 12. B 15. C
10. C 13. C 16. C
11. C 14. A 17. D



