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1. (4 valores) Um bloco de massa 2m estd pendurado por um fio
vertical que esta ligado no outro extremo a um carrinho de massa
4 m, passando por uma roldana de massa m, onde m = 100 g. O
carrinho encontra-se na superficie de um plano inclinado 33° em
relacao a horizontal e a roldana é um disco homogéneo de raio R
(momento de inércia Iy, = m R?/2). A massa do fio e das rodas do
carrinho s@o desprezaveis. O fio faz rodar a roldana, sem deslizar
sobre ela. Determine o valor da aceleragao do carrinho, ignorando
as forgas nao conservativas (resisténcia do ar e atrito nos eixos das
rodas e da roldana) e o sentido dessa aceleracao (para cima ou para
baixo do plano inclinado?).
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2. (4 valores) Determine a posigao dos pontos de equilibrio e o tipo de cada um desses pontos, no sistema dindmico com as
seguintes equacoes de evolugao:

=y’ —y-3z

Diga se o sistema corresponde ou nao as seguintes categorias de sistemas: (a) auténomo, (b) linear, (¢) conservativo,

(d) pedador presa (todas as suas respostas devem ser argumentadas corretamente).

t=1y3 -4z

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. O sistema de Lotka-Volterra consegue explicar muito bem 6. Um corpo de 18 kg desloca-se ao longo do eixo dos x. A

a evolugao de um sistema predador presa mas tem uma
grande desvantagem que outros sistemas tentam corrigir.
Qual é essa desvantagem?

(A) Cada uma das populagdes pode aumentar indefinida-
mente.

(B) Nenhuma das duas populagdes atinge nunca um valor
constante.

(C) Nenhuma das duas populagbes pode chegar a
extinguir-se totalmente.

(D) Cada uma das populagoes oscila indefinidamente.

(E) Cada uma das populagoes pode oscilar entre um valor
muito baixo e um valor muito elevado.

Resposta:

. Determine o valor da componente normal da aceleracao
dum ponto, no instante em que o seu vetor velocidade é
37+ 6] e o vetor aceleracdo é —5i + 67 (unidades SI).

(A) 7.6 m/s? (C) 21.0m/s?  (E) 48.0 m/s?
(B) 3.13m/s2 (D) 7.16 m/s>

Resposta: I:'

. As equagdes dum sistema dindmico com varidveis de estado
(z, y) foram transformadas para coordenadas polares (r,
), obtendo-se as equagbes: 6=—-2 7=3r—12

Como tal, conclui-se que o sistema tem um ciclo limite:

(A) atrativo com r = 2 (D) atrativo com r =3

(B) repulsivo com r = 2 (E) repulsivo com r = 3

(C) atrativo com r =0

Resposta: I:'

forga resultante sobre o corpo € conservativa, com energia
potencial dada pela expressao 3 + 5x2 (SI). Se o corpo
passa pela origem com velocidade 9%, com que energia
cinética chegard ao ponto =7 m?
(A) 2420.0 J (C) 145.2 ]
(B) 1210.0 J (D) 484.0J

Resposta: I:'

(E) 4114.0 J

. Aplica-se uma forga 572 + 4 j num ponto com vetor posicao

4% — 17 (unidades SI). Determine o médulo do momento
dessa forca, em relagao a origem.

(A) 33 N-m (C) 16 N-m
(B) 21 N'm (D) 24 N'm

Resposta: I:'

(E) 11 N-m

. A matriz dum sistema dindmico linear é (unidades SI):

2 4

5
Como é a evolugao das variaveis de estado em funcao do
tempo?
(A) Oscilam com periodo 7 e amplitude decrescente.
(B) Oscilam com periodo igual a 7 e amplitude constante.
(C) Oscilam com periodo /2 e amplitude constante.
(D) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude decrescente.

(E) Oscilam com perfodo 7/2 e amplitude crescente.

Resposta: I:'



9. Uma particula desloca-se numa trajetéria circular sob a 14.

10.

11.

12.

13.

acao duma forga tangencial resultante Fy = 3 cos(#), onde
0 é o angulo medido ao longo do circulo. Qual dos valores
de 0 na lista seguinte corresponde a um ponto de equilibrio
instdvel?

(A) m/2
(B) 27

Resposta: I:'

A projecao = da aceleragdo duma particula aumenta em
funcao do tempo, de acordo com a expressao a, = 3t
(unidades SI). No instante ¢ = 0 a projegao x da velocidade
é nula e a componente da posicao é x = 4 m. Determine a
projecao x da posicao em t =6 s.

(A) 112.0 m (C) 56.0 m
(B) 694.4 m (D) 280.0 m

Resposta: I:'

Uma particula de massa m desloca-se ao longo da curva

y = 22/2, no plano horizontal xy. Assim sendo, basta uma

Unica variavel generalizada para descrever o movimento;

escolhendo a varidvel x, a expressao da energia cinética é
m >

E.

generalizada @), responsavel pelo movimento da particula.

(€)oo
(D) =

(E) 37/2

(E) 336.0 m

(1 + x2). Encontre a expressao para a forca

(A) mi(1+2?) +2mai
(B) mTj(1+x2)+1mm';2
(©) "L (1447) —2mat?
(D) mTjj(ler?)—zmm

(BE) mi (1+2?) + 1mai?

Resposta: I:'

O vetor velocidade do objeto 1, em fungao do tempo, é:
1 = (1 —6t)i+ 8t 7 (unidades SI) e o vetor velocidade do

objeto 2, no mesmo referencial, é: v, = 3ti+ (1 —5¢)j.

Determine o vetor aceleracao do objeto 1 em relacao ao
objeto 2.

(A) 3i+3j (D) 9i+3)
(B) 9i—3) (E) —3i+13)
(C) —9i+13)

Resposta: I:'

Se z > 0 ey > 0, qual dos seguintes sistemas é um sistema
de duas espécies com competicao?

(A) 2 =2>+2y g=vy>+uzy
B) i=y*—zy y=2>—-xy
(C) i=a2*~-zy y=y*>—zy
D) t=zy—2® y=y>—2?
(E) =y -2y y=a"+uy

Resposta: I:'

15.

16.

17.

O vetor velocidade duma particula, em fungao do tempo,
é: 227+ 23 7 (unidades SI). Encontre a expressao para o
moédulo da aceleragao.

(A) 62 (D) V36t*+ 162
(B) 4t (E) 612+ 4t

(C) V62 +dt

Resposta: I:'

A forga F', com médulo de 54 N, faz acelerar os dois blocos
na figura, sobre uma mesa horizontal, sem que o bloco de
cima deslize em relagdo ao outro bloco. As forgas de atrito
nas rodas podem ser desprezadas. Calcule o moédulo da
forga de atrito entre os dois blocos.

(A) 8N
(B) 5N

Resposta: I:'

Na figura, a roldana fixa tem raio de 6 cm, a roldana médvel
tem raio de 3 cm e o fio faz rodar as roldanas sem desli-
zar sobre elas. No instante em que o bloco A desce, com
velocidade de valor 18 c¢m/s, qual o valor da velocidade
angular da roldana mével?

(E) 7N

(A) 12 rad/s
(B) 18 rad/s

Resposta: I:'

A equagao diferencial:

F—x?+x+6=0
é equivalente a um sistema dinamico com espacgo de fase
(z, ). Qual dos pontos na lista é ponto de equilibrio desse
sistema?

(A) (=3,0)
(B) (=1, 0)

Resposta: I:'

(C) 6rad/s
(D) 9rad/s

(E) 3rad/s

(©) (1,0
(D) (3,0)

(E) (0, 0)
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Resoluciao do exame de 21 de junho de 2016 Regente: Jaime Villate

Problema 1. Para descrever o movimento do sistema sdo necessdrias trés varidveis. Duas varidveis s e £,
para determinar as posi¢des do carrinho e do bloco, que podem ser definidas como mostra a figura seguinte,
e um angulo 0 que determina a rotacdo da roldana.

Como o fio faz rodar a roldana sem deslizar nela, o angulo que a roldana roda (no sentido dos ponteiros do
relGgio) estd relacionado com a posi¢do do carrinho: 6 = s/R + constante e, como tal, a velocidade angular
da roldana é:

1%
®=—
R

onde v = s € a velocidade do carrinho. O comprimento do fio € igual a
L = constante —s — h
e, como permanece constante, a velocidade do bloco € igual a menos a velocidade do carrinho:
h=—v
Assim sendo, o sistema tem um tnico grau de liberdade, s, € uma tnica velocidade generalizada, v.
Resolucio por mecanica de Lagrange. A expressdo da energia cinética total dos trés objetos é:

1 1 > 1 (mR? 1 13
E. = §(4m)s'2+ E(Zm)hz—I— 3 (mT) @ =2mv* +mv? + vaz = vaz

E a expressdo da energia potencial gravitica (ignorando a da roldana que permanece constante) é:

U=4mgssin(33°)+2mgh=4mgs sin(33°) —2mgs + constante

A equagdo de movimento obtém-se a partir da equagdo de Lagrange:

d [JE; JdE. JU 13 . o .

E a aceleracdo do carrinho € entdo,

4g . o m
a—= 'E} (1 —25sin(33°)) = —0.2692 2

O sinal negativo indica que a aceleragdo € para baixo do plano inclinado (a velocidade do carrinho, v, € uma
varidvel de estado que pode ser positiva ou negativa, ou seja, para cima ou para baixo).
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Resoluc¢ao por mecanica vetorial. A figura ao lado mostra o diagrama de corpo
livre do carrinho. A soma das componentes das forcas normais ao plano deve ser
nula e a soma das componentes das forcas tangentes ao plano € igual a:

Ty —4mgsin(33°) =4ma = T, =4m(a+gsin(33%)) (1)
A figura ao lado mostra o diagrama de corpo livre do bloco. Como na equacao do A
carrinho admitiu-se que a aceleracio a era para cima do plano, entdo a aceleragao T,
do bloco € a, para baixo, e a equacdo de movimento é:
2mg—Tr=2ma =— Th=2m(g—a) (2) .
2mg
Y

Na roldana atuam as tensdes nos dois lados do fio, o seu peso e uma forca de
contato no eixo (diagrama ao lado). A soma dessas forcas deve ser nula e a soma

dos momentos, em relacao ao eixo, é: F.
T,
mR? m
T2R—T1R:<T>OC - T2—T1:§a T,
mg

Substituindo nesta expressdo as equacdes (2?) e (??), obtém-se a mesma expressdo da aceleracdo obtida
pelo método de mecanica de Lagrange.

Problema 2. Os pontos de equilibrio sdo as solugdes das duas equagdes:
Yy —4x=0 VY —y—3x=0

Subtraindo as duas equagdes obtém-se y = x, ou seja,
X —dx=x(x*—4) =x(x+2)(x—2) =0

Como tal, ha trés pontos de equilibrio (x, y):
P; =(0,0) P, =(2,2) P3; = (-2,-2)

Derivando as duas expressoes das equagdes de evolugdo, obtém-se a matriz jacobiana:

|4 3y?
J_{—3 %ﬂ—J

No ponto Py, a matriz da aproximagdo linear € entao,

—4 0
SR B

que tem valores préoprios —4 e —1 e, como tal, Py € um né atrativo.

Nos pontos P, e P3 obtém-se a mesma matriz para a aproximacgao linear,

—4 12
M:M:Lsn}



Que tem determinante igual a —8. Conclui-se entdo que P, e P3 sdo ambos pontos de sela.

(a) O sistema € auténomo, porque as expressdes das equagdes de evolugao ndo dependem explicitamente
do tempo. (b) Nao € um sistema linear, porque a matriz jacobiana nio € constante. (c) Nado € sistema
conservativo, porque o traco da matriz jacobiana, igual a 3y> — 5, ndo é nulo. (d) Nio pode ser sistema
predador presa, porque nio é um sistema de duas espécias, ja que y°> —4x nio se aproxima de zero quando
x se aproxima de zero e y> —y — 3x no se aproxima de zero quando y se aproxima de zero.

Perguntas

3. E 6. D 9. E 12. C 15. C
4. D 7. B 10. A 13. C 16. E
5. D 8. C 11. E 14. D 17. D



Critérios de avaliacao

Problema 1

Mecénica de Lagrange.

e Determinagdo do grau de liberdade e relagdes entre as velocidades e aceleragdes

0.8

0.8

Expressdo para a energia cinética do sistema

Expressao para a energia potencial do sistema

0.8

Aplicacdo da equagdo de Lagrange para obter a equacdo de movimento

0.8

Valor da aceleracdo do carrinho, com unidades corretas

0.4

e Indicacdo do sentido da acelerag¢do do carrinho

0.4

Mecanica vetorial.

e Determinagdo do grau de liberdade e relagdes entre as velocidades e aceleragdes

Diagrama de corpo libre e equagdo de movimento do carrinho

0.8

0.8

Diagrama de corpo libre e equacdo de movimento do bloco

Diagrama de corpo libre e equacao de movimento da roldana

0.8
0.8

0.4

Valor da aceleracdo do carrinho, com unidades corretas

e Indicacdo do sentido da acelerag¢do do carrinho

0.4

Problema 2

0.4

e Determinagao dos 3 pontos de equilibrio

e Obtencdo da matriz jacobiana

0.4

0.4

e Caraterizagdo do ponto de equilibrio na origem

e Caraterizagdo dos dois pontos de equilibrio fora da origem

0.4

e Alineaa

0.6

e Alinea b

0.6

e Alineac

0.6

e Alinead

0.6




