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Nome:

Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s?.

1. (4 valores) Uma barra reta, ndo homogénea e muito estreita, de comprimento L = 6 m e massa m = 6.2 kg, foi pendurada
dum teto horizontal, por meio de duas cordas de comprimentos a = 4 m e b = 3 m, ligadas nos dois extremos A e B da
barra, tal como mostra a figura. A barra fica em equilibrio quando os dngulos entre as cordas e o teto sdo o = 60° e 8 = 70°.
(a) Determine os valores das tensoes nas duas cordas quando a barra estd nessa posigao de equilibrio. (b) Determine a
distancia desde o centro de gravidade da barra até o ponto A.

2. (4 valores) A equacdo de movimento & + (3 — 2?)

(a) Determine a posicao dos pontos de equilibrio no plano zy. (b) Explique de que tipo é cada um dos pontos de equilibrio.
(¢) Trace o retrato de fase do sistema. (d) Diga se o sistema tem ciclos (solugdes periédicas) e em que regioes do plano xy.

& — 3z + 23 = 0 pode ser escrita como sistema dindmico no plano zy.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. Qual das seguintes equagoes podera ser uma das equagoes 6. Um jogador de golfe lanca a sua bola com uma velocidade
de evolugao num sistema predador presa? inicial de 36 m/s, fazendo um angulo de 25° com a horizon-
tal. Desprezando a resisténcia do ar, determine o raio de

S o .2
(A) y o 529:y +2y (D) y 6y -y ) curvatura da trajetdria descrita pela bola, no ponto inicial
(B) y=2y" -3y (E) y=2y -5y onde esta foi lancada.
C) y= 2
(C) j=wtay (A) 210.1 m (C) 1459 m (E) 121.6 m
Resposta: | | (B) 252.1 m (D) 175.1 m
4. Um bloco com massa m = 5 kg encontra-se sobre a su- Resposta: I:'

perficie de uma mesa horizontal. Sobre o bloco atua uma
forca externa F, com médulo de 80 N e direciio que faz um 7. Calcule o momento de inércia duma esfera com raio de 1

angulo o = 20° com a horizontal, tal como mostra a figura. centimetro e massa 17 gramas, que roda a volta dum eixo
Calcule o médulo da reacao normal entre o bloco e a mesa. tangente a superficie da esfera, sabendo que o momento de
F inércia duma esfera de raio R e massa m & volta do eixo
o que passa pelo centro é 2m R?/5.
(A) 6.80 x 1077 kg-m? (D) 1.21 x 107° kg:m?
" (B) 1.36 x 107°¢ kg-m? (E) 3.40 x 1077 kg-m?

(C) 2.38 x 1076 kg-m?

Resposta: I:'

(A) 76.36 N (C) 21.64 N (E) 242N 8. Coloca-se um carrinho numa rampa a uma altura inicial

(B) 100.42 N (D) 49.0 N h e deixa-se descer livremente, a partir do repouso, che-
gando ao fim da rampa (altura zero) com velocidade v.

Resposta: I:' Admitindo que a energia mecéanica do carrinho permanece
constante (forcas dissipativas desprezaveis, massa das ro-

5. A forca tangencial resultante sobre um objeto é 52 — s — 2, das desprezavel, etc) desde que altura inicial na rampa

onde s é a posigdo na trajetéria. Sabendo que o retrato deveria ser largado o carrinho para que chegasse ao fim

de fase do sistema tem uma o6rbita homoclinica que se com velocidade v /37

aproxima assimptoticamente do ponto (a, 0), determine o (A) 6h (C) 9h (E) 3h

valor de a. B) h/3 (D) h/9

(A) -1 (C) 3 (E) -2 (

(B) 1 (D) 2 Resposta: I:'

Resposta: I:'



9. A figura mostra uma barra reta com comprimento L que 13.

10.

11.

12.

estd a cair; enquanto a barra cai, o extremo A desliza na
superficie horizontal e o extremo B desliza sobre a parede
vertical. Qual é a relacdo entre os valores das velocidades
dos dois extremos? (za e yp medidos a partir de O)

B
0
A (0]
(A) va = —vpcosb (D) va = —vptanf
(B) va = —2uvp (E) va = —vpsinf

(C) va = —up

Resposta: I:'

O vetor velocidade duma particula, em fungao do tempo, é:
2127+ 0.4t2 7 (unidades SI). Em t = 0 a particula parte do

ponto y = —7 no eixo dos y. Calcule o tempo que demora
até passar pelo eixo dos x.

(A) 3.27 s (C) 592 (E) 2.6 s

(B) 4.18 s (D) 3.74 s

Resposta: I:'

A figura mostra o retrato de fase dum sistema néo linear
com dois pontos de equilibrio, em (z,y) = (—=1,—1) e
(z,y) = (2,2). Qual é o sistema linear que aproxima o
sistema nao linear na vizinhanga do ponto (—1,—1)?

3

(A) i =3z §=-3y
(B) a=-3z y=-3y
(C)i=-3y §g=3a

Resposta: I:'

A trajetéria de uma particula na qual atua uma forga cen-
tral é sempre plana e pode ser descrita em coordenadas
polares r e f. As expressoes da energia cinética e da energia

(D) =32 y=3y
(E) ¢ =3y y=-3y

potencial central em questao sao:
m .
ECZE(T292+’I'“2) U=kr®

onde m é a massa do corpo e k uma constante. Encontre
a equagao de movimento para 7

. 4 . 4
(A) r22 - 2KT (D) r2g2 - 20
o 5k7"4 . 5]@7’4
(B) r6— (E) ré—
(C) 710'2_5’”]27"4

14.

15.

16.

17.

Partindo da origem na sua trajetoria e sem velocidade
inicial, uma particula fica sujeita a aceleragao tangencial
2v/v2 4+ 5, em unidades SI, onde v é o valor da velocidade.
Determine a posicao da particula na trajetéria quando
v =30 m/s.

(A) 13.8 m
(B) 19.9 m

Resposta: I:'

Uma particula desloca-se ao longo de uma elipse no plano
xy. As coordenadas cartesianas da particula sdo x e y e
as suas coordenadas polares sao r e #. Na lista seguinte,
quais sao as possiveis varidveis que podem ser usadas para
descrever os graus de liberdade do sistema?

(C) 9.6 m
(D) 115 m

(E) 16.6 m

NS
>

v
N

(A) Duas varidveis (z, y) ou (r, 6).

(B) As duas varidveis r e 6.
(C) Uma tnica varidvel z ou y.
(D) Uma tnica varidvel z, y ou 6.

(E) As duas varidveis x ¢ y.

Resposta: I:'

As equagoes de evolugao dum sistema linear sao:
t=-2x-y y=2x
Que tipo de ponto de equilibrio tem esse sistema?

(A) foco repulsivo. (D) foco atrativo.

(B) né repulsivo. (E) ponto de sela.

(C) centro.

Resposta: I:'

Um objeto descreve uma trajetdria circular de raio 1 m; a
velocidade aumenta em fungao do tempo ¢, de acordo com
a expressdo v = 4t% (unidades SI). Determine a expressio
para o médulo da aceleragao.

(A) V161 + 8t (D) 4%+ 8t
(B) V25618 + 64¢2 (E) 8t

(C) V16t% + 6412

Resposta: I:'

O espago de fase dum sistema dinémico ¢ o plano zy. Em
coordenadas polares, as equagoes de evolugao sao 6§ = —3,
7 = —r3+2r2 —r. Que tipo de ponto de equilibrio é a

origem?
(A) foco repulsivo (D) ponto de sela
(B) n6 repulsivo (E) foco atrativo

(C) nd atrativo

Resposta: I:'
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Resoluc¢io do exame de 30 de junho de 2017 Regente: Jaime Villate

Problema 1. (1) A figura ao lado mostra o diagrama de corpo livre da
barra. Como a barra estd em equilibrio, as somas das componentes x € y
das trés forcas devem ser nulas:

T, cos(60°) — T, cos(70°) =0
T, sin(60°) 4 T sin(70°) —mg =0

e a solucdo deste sistema é:

mg cos(70°)
T, = =27.1N
“ " sin(60°) cos(70°) + sin(70°) cos(70°)
mg cos(60°)
T, = =39.7N
> 5in(60°) cos(70°) + sin(70°) cos(70°)
(b) A diferenca de alturas entre os pontos A e B e a distancia horizontal )
entre eles sdo (ver figura ao lado): . O B 70
h
h = 4sin(60°) — 3sin(70°) = 0.6450m  d = /6> — k2 =5.965m A |d
mg

A soma dos momentos das forcas em relacdo ao ponto A deve ser nula e,
como tal,

d h
T), cos(70°) T, sin(70°)

rcos@ rsin0

0 g =—mgrcosO+Tj,(d sin(70°)) —h cos(70°) =0

na qual r € a distancia desde A até o centro de gravidade C e 6 € o dngulo que a barra faz com a horizontal.
Substituindo os valores de m, g, T, e cos@ = d /6,

60.41r=213.55 =— r=3.535m

Problema 2. (a) Introduz-se a varidvel auxiliar y = % para tornar a equagdo diferencial de segunda ordem
numa equagdo de primeira ordem. As equacdes de evolucao do sistema dindmico sdo entdo,

X=y y:(x2—3)y+3x—x3

Os pontos de equilibrio obtém-se resolvendo o sistema das duas expressdes nos lados direitos iguais a zero.
No Maxima escreve-se

(%11) e: [y, (x72-3)*y+3+xx-x"318$
($12) p: solve(e);

[ k=0, y=0], [x=—V3, y=0], [x=V3, y=0]]

Existem entdo 3 pontos de equilibrio (x, y):
PI=(0,0) Py=(-V3,0) P=(V3,0)

(b) a matriz jacobiana é



($13) J: jacobian(e, [x,v]);
0 1

2xy—3x>+3  x*-3

E os valores proprios das matrizes das aproximagdes lineares do sistema, na vizinhanga dos 3 pontos de
equilibrio, sdo

i4) map (eigenvalues, makelist (subst(qg,]j), 49, p));

([ ] 0] e ], 0, (s i ]

Como /21 é maior que 3, Py € ponto de sela e P, e P3 parecem ser sdo ambos centros. Os centros podem
ser deformados em focos o0 nds, devido aos termos nao lineares, mas o retrato de fase corrobora que existem
ciclos na vizinhanga de P, e P3 e, como tal, ambos sao centros.

(¢) O retrato de fase obtém-se com o comando:

(%15) plOtdf (er [XI YJ; [XI _31 3]! [YI _31 3])$

e tracando algumas curvas de evolucdo. A figura seguinte mostra as curvas mais importantes:

2

C; e G, sdo dois dos ciclos que existem a volta de P, e P3. As duas curvas de evolucdo que saem do ponto
de sela aproximam-se desses ciclos mas, como ndo se podem cruzar com eles, conclui-se que existem dois
ciclos limite, L e L, a volta de cada um dos pontos P, e P3.

(d) Existe um ndmero infinito de ciclos, dentro dos dois ciclos limite L e L, a volta de cada um dos pontos
Pz € P3.



Perguntas

3. A 6. C 9. D
4. A 7. C 10. D
5. D 8. D 11. D

Critérios de avaliacao

Problema 1

e Equacgdo da soma das componentes x das forcas

Equacdo da soma das componentes y das forgas

Obtengdo dos valores das duas tensdes

12. C
13. A

14. D

15. D
16. B

17. E

Equacdo da soma dos momentos das forcas

Determinagao das coordenadas dos pontos A e B e angulo da barra com a horizontal

e Obtencdo da distancia até o centro de gravidade

Problema 2

e Equacdes de evolugdo

Obtengdo dos trés pontos de equilibrio

Calculo da matriz jacobiana e valores proprios

Caraterizagdo dos trés pontos de equilibrio

Retrato de fase

Identificacao dos ciclos

0.6
0.6
0.8
0.8
0.4
0.8

0.4
0.4
0.8
0.8
1.2
0.4



