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UNIVERSIDADE DO PORTO

Duracao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar apenas uma folha
A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar calculos e ndo para consultar apontamentos ou
comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Uma esfera homogénea de massa m, raio r e momento de inércia, em relagcdo ao

seu centro, I = % mr?, roda sem deslizar numa calha no plano vertical xy, de forma que o s=-1 Y s=1
centro da esfera descreve uma trajetéria com forma de cicloide de 2 m de comprimento, tal

como mostra a figura. Como tal, a altura y do centro da esfera € dada pela expressdo y = % 52, X
em que s € o comprimento de arco ao longo da trajetéria, com s = +1 nos dois extremos e - >

s = 0 no ponto meio (y e s em metros). O sistema de eixos tem x horizontal, y vertical e
origem no ponto meio da trajetoria.

S =

(a) Encontre as expressdes da energia potencial da esfera, em fun¢do de s, e da energia cinética em funcao de §. (b) Encontre a equacio
de movimento para a aceleracdo § da esfera, desprezando a resisténcia do ar. (c) Mostre que se trata de um sistema dinamico linear e
diga de que tipo € o ponto de equilibrio. (d) Explique como serd o movimento da esfera quando for largada do repouso numa posicao
qualquer s diferente de zero. (e) Determine o tempo que demorard a esfera, largada do repouso em s # 0, até chegar ao ponto mais
baixo, s = 0 (observe-se que esse tempo € o mesmo qualquer que for o valor inicial s # 0).

. (4 valores) A curvatura de qualquer funcdo y = f(x) pode ser determinada resolvendo um problema de cinemadtica. Considere-se, por
exemplo, a trajetéria y = cos(x). Admitindo uma particula que se desloca ao longo dessa trajetéria, com componente x da velocidade
vx = 1, conclui-se entdo que x = ¢. (a) Escreva a expressao do vetor posicdo da particula em fung@o de ¢ e encontre as expressoes para
os vetores velocidade e aceleragdo. (b) Determine a expressdo da aceleragdo tangencial, derivando o valor da velocidade, v, em ordem
ao tempo. (c) Determine a expressdo da aceleragdo normal. (d) Encontre a expressao do raio de curvatura e substitua t = x para obter a
expressdo em fungdo de x.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

. Num objeto com massa de 0.4 kg atuam unicamente duas forcas 7. Um ciclista demora 39 s a percorrer 350 m, numa pista reta

externas: 27— 6 je 87+ 10 j (ambas em newtons). Determine o e horizontal, com velocidade uniforme. Sabendo que o raio
modulo da acelerag@o do centro de massa do objeto. das rodas da bicicleta € 26.8 cm e admitindo que as rodas ndo
(A) 26.9 m/s? (C) 35.0 m/s? (E) 53.9 m/s2 3:1531;15 sobre a pista, determine o valor da velocidade angular
(B) 23.3 m/s2 (D) 18.0 m/s> )
(A) 28.7 rad/s (C) 19.1 rad/s (E) 38.3 rad/s
Resposta: D (B) 33.5rad/s (D) 23.9 rad/s
. Num sistema que se desloca no eixo dos x, a forca resultante é Resposta: D
x? + x — 2. Na lista seguinte, qual dos valores corresponde 2
posi¢do x dum ponto de equilibrio estdvel? 8. Um sistema nao linear tem um centro no ponto P. Qual das
(A) 3 (©) -1 (E) -2 afirmagdes seguintes, acerca da matriz jacobiana no ponto P, é
verdadeira?
®) 2 D) 1
(A) o trago € positivo
Resposta: D

(B) o determinante € negativo

. O vetor posicdo dum ponto, em fung¢io do tempo, é dado pela (C) o determinante é nulo
expressdo: 3137+ (2 +2) j (unidades SI). Calcule o Angulo entre (D) o traco € negativo
os vetores velocidade e posi¢do, no instante ¢ = 1. ¢ &

(E) o trago € nulo.

(A) 68.2° (C) 13.0° (E) 32.5°
R ta:
(B) 52.0° (D) 42.2° esposta: ||
Resposta: D 9. A velocidade de um corredor pode aproximar-se de v =
P ) 7.5V¥1 —0.03 s, na qual v € expressa em km/h e a posi¢do na

trajetdria, s, € expressa em km. Sabendo que s = 0em ¢ = 0,
determine quantos quilémetros terd percorrido o corredor ao fim
de trés quartos de hora.

. As equagdes de evolugdo dum sistema linear, sdo:
X=ax+y y=x+a(x+y)
onde a estd no intervalo a > (1 + V5)/2. Que tipo de ponto de

equilibrio € a origem do espaco de fase? (A) 3.741 (C) 5.388 (E) 4.49
(A) foco repulsivo (C) foco atrativo (E) ponto de sela (B) 6.465 D) 7.758
(B) no atrativo (D) no repulsivo Resposta: D

Resposta: D



com que velocidade sobe o bloco B?

(A) 12 cm/s
(B) 24 cm/s

Resposta: D

(C) 6cm/s
D) 4 cm/s

(E) 36 cm/s

11. Um carpinteiro estd a construir um armdrio formado por uma

caixa vertical de 2 m de altura e massa de 15 kg, com centro de
massa no ponto C indicado na figura. O armdrio tem uma barra
com massa de 6 kg, ligado a um eixo horizontal no ponto B,
0.1 m a esquerda e 0.8 m por cima do ponto C, que lhe permite
rodar um angulo € em relacdo a vertical. O centro de massa da

10. No instante em que o bloco A desce com velocidade 12 cm/s, 14. A figura mostra o retrato de fase duma particula, em que s € a

posicdo na trajetdria e v a velocidade. Existe um tnico ponto de
equilibrio em s = 3. Qual das seguintes afirmacdes € correta?

R

2.5

-2.5

(A) Existem ciclos.

(B) Existe uma 6rbita heteroclinica.
(C) Existe uma érbita homoclinica.
(D) O ponto de equilibrio € estavel
(E) O ponto de equilibrio € instdvel.

barra € o ponto A. Determine o valor maximo do angulo 6 que a
barra pode rodar, sem o armdrio cair para o lado.

Resposta: D

15. Um corpo de 18 kg desloca-se ao longo do eixo dos x. A forca
resultante sobre o corpo € conservativa, com energia potencial
dada pela expressido 1 + 7 x2 (SI). Se o corpo passa pela origem
com velocidade 81, com que energia cinética chegard ao ponto

x=5m?
(A) 2005.0J (C) 3408.57 (E) 401.07J
(B) 1002.5) D) 120.3)

Resposta: D

16. Um sistema de pesos e roldanas, conservativo, tem um tnico
grau de liberdade y. A energia cinética é dada pela expressdo
5m y? e a energia potencial é: U = —6m g y, onde g é a acelera-
¢ao da gravidade e m € um pardmetro com unidades de massa.

I —

0.2m Determine o valor da aceleragdo .
(A) 73.40 (C) 38.70 (E) 48.6 (A) g g (C) 1_52 g (E) % g

Resposta: D

12. O espago de fase dum sistema dindmico € o plano xy. Em
coordenadas polares, as equacdes de evolucdo sio 6 = -3,
#=r3+2r?+r. Que tipo de ponto de equilibrio é a origem?

Resposta: D

17. O bloco na figura, com massa igual a 6 kg, desloca-se para
a esquerda, com velocidade inicial vy, sobre uma superficie
horizontal. Sobre o bloco atua uma forga externa F, horizontal
e constante, com moédulo igual a 30 N. O coeficiente de atrito
cinético entre o bloco e a superficie € igual a 0.25. Calcule o
modulo da aceleracdo do bloco.

(A) no atrativo (D) ponto de sela

(B) foco atrativo (E) n6 repulsivo

(C) foco repulsivo

Vo

~af—

Resposta: D
13. Se x > 0 e y > 0, qual dos seguintes sistemas € um sistema de F m

duas espécies com competi¢do? —
A) x=x*~xy y=y"-xy
(B) i=xy—x? y=y?-x?
(C) £=y2—xy y=x2+xy (A) 7.45 m/s? (C) 15.3 m/s? (E) 2.55 m/s?
D) i=y2—xy y=xi—xy (B) 44.7 m/s? (D) 5.0 m/s?
(E) x=x>+xy y=y>+xy Resposta:D

Resposta: D
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Resolucao do exame de 12 de junho de 2018 Regente: Jaime Villate
Problema 1. (a) Como a esfera é homogénea, o seu centro é o centro de massa e:

Vem = § Iem==—mr

5

A energia cinética da esfera é:

1(2
EC:%S2+§(SI’I1F2) w?

e como roda sem deslizar, a sua velocidade angular é w = §/r e, como tal,

.\ 2
E(::@S_z_i_mr2 S :7 .9
2 5

A energia potencial gravitica é:

m
U=mgy= —g52
2
(b) A equacgao de movimento obtém-se aplicando a equagao de Lagrange para sistemas conservativos com

um Unico grau de liberdade s:

7\ s =—3§+mgs=0 = s:—7s:—7s (SD

d (0E. _GEC+(9_U Tm | g
ds ads 5

(c) As equagdes de evolugdo, em func¢do das varidveis de estado s e v, sdo entdo,

Que € um sistema linear, porque os lados direitos sdo combinagdes lineares das duas varidveis de estado, e a
matriz do sistema é:

Ex

O trago nulo implica que os dois valores proprios diferem apenas no sinal: 41 = —A2. O produto dos valores
proprios € igual ao determinante da matriz:

MA=-2=7T = A9==iV7

Conclui-se entdo que o ponto de equilibrio, s = § = 0, € um centro.

(d) Todos os possiveis movimentos da esfera na calha sdo oscilacdes harménicas com frequéncia angular
Q = 7 Hz. Se a esfera parte do repouso em so # 0, oscilard entre as posi¢des so € —so na calha. Na
realidade, a resisténcia do ar faz com que a cada oscilag@o os valores maximos e minimos de s se aproximem
de zero e a esfera acabard em repouso em s = (.

(e) O periodo de oscilagao, em segundos, €,

_271_271

Q"



O tempo que demora a descer desde sg até s = 0 € a quarta parte do periodo:
n
t=——==0.594s
2V7

2° método. O problema pode também ser resolvido usando a expressao da energia mecanica,

7 mg §2
Enw=E.+U=—ms" +—
10 §° 2

(b) Ignorando a resisténcia do ar, essa energia permanece constante e, como tal, a sua derivada em ordem ao
tempo € nula:

—dEm—zms'S'+m s§=0 = S'——5—gS
dr 5 §35 = T

(usou-se o facto de que s deve ser continua, ou seja, o resultado quando § = 0 deve ser o mesmo que no limite
s — 0).

(c) O sistema € linear porque a expressao para § € combinacgdo linear das varidveis de estado s e §. Nos
sistemas conservativos os minimos locais da energia potencial sdo centros. Como U tem um minimo local
em s = (, esse ponto de equilibrio € um centro.

(d) A energia mecanica da esfera largada do repouso em s é:

mg o
Ey=—
0 5 5o

O seguinte grafico mostra a energia mecanica Ey (segmento horizontal) e a energia potencial (pardbola)

Energias U

—S0 S0 S

A esfera desloca-se no sentido negativo de s até chegar ao ponto —sy, onde 0 movimento passa a ser no
sentido positivo de s; quando a esfera regressa até o ponto sp, o sentido do movimento muda novamente e
repete-se 0 mesmo movimento indefinidamente: oscilagio entre —sq e sq.

(e) Em qualquer posi¢do s, entre —sq € sg, a energia mecanica € igual a energia inicial Eg

Como tal, a expressdo da velocidade em fun¢do da posicao na trajetoria € (unidades SI):
§=4/7 (sg - 52)
Separando varidveis e integrando s desde sq até 0, obtém-se o tempo pedido:

e

\/_fdt— f~0.594s



3° método. Outra forma de resolver o problema consiste em observar que a energia cinética € igual a energia
cinética de uma particula pontual com massa 7m/5. (b) A componente tangencial da forca resultante nessa
particula é:

e a aceleracdo tangencial € entdo:

. Fr,  mgs 5gs
o TIm

(c) Como a equagao diferencial anterior € linear, corresponde a um sistema dindmico linear. A aceleracdo
tangencial também pode escrever-se assim (unidades SI):

dv
Vd—s =-Ts

Separando varidveis e integrando desde a posi¢do inicial sg, onde vg = 0, até uma posi¢do qualquer, com
velocidade v, obtém-se a expressao da velocidade em funcao de s:

_ds

v S
—_ _ 2 2 il
jvdv- 7!sds = y= 7(s0 S)_dt
0

0

Separando varidveis novamente e integrando desde ¢ = 0, na posicdo inicial sg, até uma posicao qualquer s
no instante ¢,

1 s
\/?fdt:fizcos_l 2 — 5 =s9 cos(NT1)
0 52

S0 S(Q) —

A posicao s oscila entre —sq e s, ou seja, o ponto de equilibrio é um centro.
(d) A expressado obtida para s em fun¢do do tempo mostra que a esfera oscila entre —sg € sg.

(e) A frequéncia angular da funcdo so cos(V71) é V7. O tempo que a esfera demora desde sg até s = 0 é um
quarto do periodo, ou seja,
1(2n

t=~|=—=|~059%s
i)

Comentarios sobre o problema 1.

Este problema estd relacionado com um problema famoso da mecanica classica, proposto por Johann
Bernoulli em 1696, chamado problema da braquistocrona, que consiste em encontrar a trajetdria descrita por
um corpo sujeito apenas a forca da gravidade que vai dum ponto a outro com menor altura, no menor tempo
possivel.

2

A derivada de y em ordem ao tempo é y = s §. A equacido §° = %2 + y2 implica X% = (1- s2) §2, que conduz

a expressdo de x em funcao de s:
1
X = f\ll —s2ds = Esin_l(s)+ %\/1 — 52

Substituindo o comprimento de arco s pelo pardmetro ¢ = sin~'(s), obtém-se a representacio paramétrica
mais habitual da cicloide:

¢ sin(2¢) 1 —cos(2 ¢)
e Sl 4 y= 2P

2 4 4



Problema 2. (a) O vetor posi¢io dos pontos no plano xy é x i+ y j. Em particular, nos pontos da trajetoria,
x =1,y = cos(t) e o vetor posicdo ¢&:

F=ti+cos(t)]

Os vetores velocidade e aceleragdo sdo:

d—)

¥ = d—; —i—sin(r) ]
d—)

a= d_‘t} = —cos(t) ]

(b) A expressdo do valor da velocidade &,

v =V¥-7 = 4/1 +sin?(r)
e a aceleracdo tangencial é

_dv _ sin(z) cos(r)

S dr V1 + sin?(z)

(c) A aceleracdo normal é

s 2 [z 2. i sin?(t) cos?(t) _ cos® (1) | cos(t)]
= ‘/a “ ‘/a TH T \/COS -7 +sin2(r) N 1+sin’(t) 1 +sin20)

ay

(d) O raio de curvatura é

v2 (\/1 + sinz(t))

R = (1 + sinz(f)) | cos(?)]

Simplificando e substituindo ¢ por x, obtém-se a expressdo do raio de curvatura da fungdo cos(x)

(1 + sin2()c))3/2

| cos(x)|
Perguntas
3. A 6. D 9. C 12. C 15. E
4. E 7. B 10. C 13. A 16. E
5. E 8. E 11. E 14. E 17. A



Cotacoes

Problema 1

e Alinea a

0.8

e Alinea b

0.8

e Alinea c

0.8

* Alinea d

0.8

e Alinea e

0.8

Problema 2

e Alinea a

1.2

e Alinea b

0.8

e Alinea c

0.8

e Alinead

1.2




