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1. (4 valores) A barra na figura, com massa m = 1.9 kg e comprimento L = 0.85 m,
pode rodar a volta dum eixo horizontal fixo que passa pelo seu centro de massa
C, no ponto meio da barra. Dois blocos de 3 kg e 1 kg foram pendurados nos
dois extremos da barra, por meio de fios de massa desprezdvel em comparacao
com as massas dos blocos. Sabendo que o momento de inércia da barra,
em relacdo ao eixo no centro de massa C, é dado pela expressao % ml? e
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desprezando a resisténcia do ar e o atrito no eixo, determine as aceleracoes
dos dois blocos, no instante em que a barra est4 na posi¢do horizontal.

x=x(1—y2)

. (4 valores) Determine os pontos de equilibrio do sistema dindmico com equacdes de evolucao:

y=x+y

Encontre a matriz da aproximacao linear na vizinhanca de cada um desses pontos, e os seus valores proprios e vetores proprios
(caso existam no plano real xy). Com base nos valores préprios, indique que tipo de ponto é cada um dos pontos de equilibrio.
Mostre os pontos de equilibrio no plano real xy e com base nos vetores préprios obtidos, trace algumas curvas de evolucao na

vizinhanca de cada um desses pontos.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

. Um aviao esta a voar com velocidade de valor 900 km/h, em

relacdo ao ar. Nesse instante, o valor da velocidade do vento
é de 50 km/h. Qual dos valores na lista poder4 ser o valor da
velocidade do avido em relacao a terra?
(C) 925km/h
(D) 800 km/h

(A) 825.0km/h
(B) 975.0km/h

Resposta: D

As equacdes dum sistema dinamico com varidveis de estado
(x, y) foram transformadas para coordenadas polares (r, 0),
obtendo-se as equacdes: 0 = -2 =r2-3r

Como tal, conclui-se que o sistema tem um ciclo limite:

(E) 1000 km/h

(A) atrativocom r =2 (D) repulsivo com r =3

(B) atrativocom r =0 (E) atrativocomr =3

(C) repulsivocom r =2

Resposta: D

. A forca tangencial resultante sobre um objeto é —s> + s + 6,

onde s é a posicdo na trajetéria. Sabendo que o retrato de
fase do sistema tem uma 6rbita homoclinica que se aproxima
assimptoticamente do ponto (a, 0), determine o valor de a.
) 2
D) -2

A) 3
B) -1

Resposta: D

(E) 1

. Para subir uma caixa com massa de 65 kg, desde o chao até

um camiao com altura 120 cm, um homem empurra a caixa
sobre cilindros (para reduzir o atrito) ao longo duma rampa
inclinada 30° em relacdo a horizontal. Determine o trabalho
minimo (quando o atrito e a resisténcia do ar sdo desprezaveis)
que deverd realizar o homem para subir a caixa ao camido.

(A) 331]
(B) 764]

Resposta: D

(C) 382]
(D) 662]

(E) 191]

7. As equacdes de evolugdo de dois sistemas dindmicos sao:

xX=2xy-y xX=2x-y
{y:sx—yz {y:3x—2y
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
(A) O 1° é conservativo e o 2° ndo é conservativo.
(B) Nenhum dos dois é linear.
(C) Ambos sdo conservativos.
(D) O 1°nao é conservativo e o 2° é conservativo.

(E) Nenhum dos dois é conservativo.
Resposta:

. Determine o mddulo da aceleracdo da Terra a volta do Sol,

sabendo que a distancia média entre o Sol e a Terra é 1.50 x
10'! m e que a Terra demora 365.25 dias a completar uma volta
em torno do Sol (admita uma 6rbita circular).

(A) 3.43 m/s? (D) 4.44 x 107 m/s?
(B) 2.99 x 10* m/s? (E) 2.64%10725 m/s?
(C) 5.95x 103 m/s?

Resposta: D

9. A equacdo diferencial:

I—-x2+x+6=0
é equivalente a um sistema dindmico com espaco de fase (x, x).
Qual dos pontos na lista é ponto de equilibrio desse sistema?

A 0,0 @ 3,0 E) (-3,0)
B) 1,0 D) (-1,0

Resposta: D



10. Um ciclista demora 22 s a percorrer 200 m, numa pista reta e 14. Um projetil lancado verticalmente para cima atinge uma al-

11.

12.

13.

horizontal, com velocidade uniforme. Sabendo que o raio das
rodas da bicicleta é 27.8 cm e admitindo que as rodas nao des-
lizam sobre a pista, determine o valor da velocidade angular
das rodas.

(A) 49.1rad/s
(B) 32.7rad/s

Resposta: D

O vetor velocidade do objeto 1, em funcdo do tempo, é:
U1 = (1-21¢)1+8¢j (unidades SI) e o vetor velocidade do objeto
2, no mesmo referencial, é: U, =5¢7+(1—-9¢) j. Determine o
vetor aceleracdo do objeto 1 em relagdo ao objeto 2.

(C) 65.4rad/s
(D) 57.2rad/s

(E) 40.9rad/s

A) 7i+1] (D) -3i-1j
B) -7i+17] (B) 7i-1j
(C) 3i+17]

Resposta: D

Qual das seguintes afirmacoes, acerca da origem no espago de
fase num sistema dindmico de duas espécies, é correta?

(A) Esempre ponto de equilibrio instavel.

(B) E sempre ponto de equilibrio estavel.

(C) E sempre ponto de equilibrio, de qualquer tipo.

(D) Pode nao ser ponto de equilibrio.

(E) Esempre ponto de equilibrio, do tipo sela.

Resposta: D

Um camido transporta uma caixa retangular homogénea, com
60 cm de largura na base e 90 cm de altura. Quando o camiao
acelera, numa estrada horizontal, existe suficiente atrito entre
a superficie do camido e a caixa evitando que a caixa derrape
sobre a superficie, mas a aceleracdo ndo pode ser maior do
que um valor maximo, para evitar que a caixa rode. Determine
esse valor maximo da aceleracdo do camido.

(E) 6.53 m/s?

(C) 3.92m/s?
(D) 5.88 m/s?

(A) 4.20 m/s?
(B) 7.35m/s?

Resposta: D

15.

16.

17.

tura i méxima, que depende da velocidade inicial com que foi
lancado, antes de voltar a cair. Se a velocidade for muito ele-
vada, a altura pode atingir valores elevados, onde a aceleracio
da gravidade ja ndo é a constante g mas é dada pela expressao:

gR?
(R+h)?

onde R = 6.4 x 10° m é o raio da Terra. Desprezando a re-
sisténcia do ar, determine o valor minimo que devera ter a
velocidade inicial, para o objeto atingir uma altura méaxima
infinita; ou seja, fugir ao campo gravitico da Terra.

(A) 2.2x10°m/s
(B) 11.2x10° m/s

Resposta: D

Um bloco de massa 1 kg desce deslizando sobre a superfi-
cie dum plano inclinado com base x =5 m e altura y = 3 m.
Calcule o médulo da reagdo normal do plano sobre o bloco.
(C) 10.08 N
(D) 8.17N

(C) 3.7x10° m/s (E) 100.8x103m/s

(D) 56.0x10% m/s

(A) 9.8N
(B) 84N

Resposta: D

A trajetéria de uma particula na qual atua uma forca central é
sempre plana e pode ser descrita em coordenadas polares r
e 6. As expressoes da energia cinética e da energia potencial
central em questao sao:
m ., .
E.= ?(r262+r2) U=krt

onde m é a massa do corpo e k uma constante. Encontre a
equacao de movimento para 7

(E) 42N

. 4kr3 o 4krd
@) ro2-==" D) r262- ="
. 3 3
(B) 7'0+4kr (E) r29'2+4kr
m

. Akrd

©) ri+ 2K

m
Resposta: D

Qual das seguintes equacoes poderd ser uma das equacdes de
evolucdao num sistema predador presa?

@A) j=2y*-3y (D) y=6y-y°

B) y=2y-5)° (B) y=x+xy>?

(C) y=-5xy+2y

Resposta: D
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Problema 1. Mostra-se a a resolucdo por dois métodos diferentes: mecanica vetorial e mecanica
lagrangiana.

(@) Mecanica vetorial. E necessdrio separar o sistema em 3 corpos rigidos (blocos e barra), porque o
movimento de cada um deles é diferente: a barra roda, sem se deslocar e os blocos deslocam-se sem
rodar.

A figura seguinte mostra os diagramas de corpo livre de cada um dos trés corpos. No caso da barra, por
ter movimento de rotacdo em torno de um eixo fixo, ndo ha necessidade de indicar as forcas que atuam
no eixo.

38 F
v

A barra terd aceleracao angular a no sentido contrdrio aos ponteiros do relégio. A aceleracdo do bloco do
lado esquerdo serd a = a(L/2), para baixo, e o bloco do lado direito terd a mesma aceleracao a, mas para
cima. Como tal, as equagdes de movimento dos 3 corpos sdo as seguintes:

3g-Th1=3a
Tg—g:a
L Ly 1
h|=-|-T=-]|=—mL «a
2 2 12

As duas primeiras equacdes permitem encontrar as tensoes nos cabos, em funcao da aceleragao:
h=3(g-a TL=g+a

Na terceira equacao, substitui-se @ =2 a/L e, a seguir, as expressoes encontradas para as tensoes:

ma 2g
TI—TZZT - a=

=423~
m = e 2
3 S
(b) Mecanica lagrangiana. Considera-se o movimento do sistema completo. A barra rodara um angulo 6,

enquanto os blocos descreverao dois arcos de circulo, ambos com o mesmo comprimento s =6 L/2, tal
como mostra a figura seguinte.

SSELA
S



Como tal, o sistema tem um tnico grau de liberdade: basta usar 0(#) ou s(#) para descrever o movimento
de todo o sistema. Escolhendo s, as duas variaveis de estado serdo s e v = §, e existird uma tnica equacgao
de Lagrange.

O movimento de cada um dos blocos € de translacdo, num circulo com raio L/2, com velocidade v = s.
O movimento da barra € rotacdao com velocidade angular w = v/(L/2). Como tal, a energia cinética do
sistema, em funcao da varidvel de estado v, é:

32 ¥ 1(1 2 2v\? my o,
Ece=—+—+—-|—mL||— :(2+—)v
2 2 2\12 L

A energia potencial, usando como posicdo de energia nula a posi¢ao horizontal da barra, é o peso do
bloco da direita, vezes a altura que sobe quando a barra roda o angulo 0 = s/(L/2), menos o peso do bloco
da esquerda, vezes a altura que desce quando a barra roda. Em funcdo da variavel de estado s, a energia
potencial é:

T

A aceleracao tangencial dos blocos, a = 7, obtém-se aplicando a equacado de Lagrange para sistemas
conservativos com um unico grau de liberdade s:

4 (o5 0 U

—_ +_
dr\ ov 0s O0s

m 2s
4+—)a—2gcos(—):0 = a= cos(—)
3 L +

Substituindo a massa da barra e s = 0 (posicao horizontal), obtém-se a = 4.23 m/s?.

Problema 2. Os pontos de equilibrio sdo as solucdes das duas equacdes:

— 12 = = = = —
x(1-y%)=0 X o,v,y=1,v,y=-1
x+y=0 y=-x

que conduzem a trés pontos de equilibrio no plano x y:

P; =(0,0) P,=(-1,1) P;=(1,-1)

Derivando as duas expressoes das equacoes de evolucao, em ordem a x e a y, obtém-se a matriz jacobiana:

1-y?> -2xy

I=1 1

No ponto P;, a matriz da aproximacao linear € entdo,

1 0

Al:[l 1

a soma dos valores proprios € 2 e o seu produto 1, ou seja, os dois valores proprios sao iguais a 1. Como
tal, P; € n6 improprio repulsivo. Os vetores proprios obtém-se resolvendo o sistema de equacdes lineares:

00
10

X
y

8] — x:O

Qualquer vetor no eixo dos y é vetor proprio.

Nos pontos P, e P3, a matriz da aproximacao linear é a mesma:
0 2

A, =A; =
=ns=|] 3]



A equacao dos valores proprios é:

‘—A 2

_ 2_91_o9_ _ —
) 1_/1'—0 = A1°-1-2=0 = A-2A+1)=0

Ha dois valores préprios, 1; =2 e 1, = —1. Como tal, os pontos P, e P3 sdo pontos de sela.

Os vetores proprios correspondentes a A; = 2 sdo as solugdes do sistema:

-2 2
1 -1

10
|0

X
y

g y:x

os vetores proprios estdo na reta com declive +1, que passa pelo ponto de equilibrio (P, ou P3).

Os vetores proprios correspondentes a A, = —1 sdo as solucoes do sistema:

1 2
1 2

0
0

b
y

X

os vetores proprios estdo na reta com declive —0.5, que passa pelo ponto de equilibrio (P, ou P3).

A partir dos valores e vetores proprios obtidos, conclui-se que na vizinhanca de Py ha duas curvas de
evolucdo retas que se saem do ponto, na dire¢ao do eixo dos y; as restantes curvas de evolucao que
saem do ponto sdo todas curvas. Nos pontos P, e P3, ha duas curvas de evolucao que saem do ponto
de equilibrio, com declive igual a 1, e outras duas curvas de evolucdo retas, que terminam no ponto de
equilibrio, com declive -0.5. A figura seguinte mostra esses resultados:

daclive 1

)
g Ndaclive
deoclive L —05
Perguntas
3. C 6. B 9. C 12. C 15. B
4. D 7. C 10. B 13. E 16. A
5.D 8. C 11. B 14. B 17. C
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