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1. (4 valores) Um bloco de massa m = 1.5 kg encontra-se na superficie de um plano inclinado, que
faz um angulo 6 = 28° com a horizontal. Entre o bloco e o plano inclinado o coeficiente de 7
atrito estético é 0.3 e o coeficiente de atrito cinético é 0.2. Sobre o bloco atua uma for¢a externa
F, horizontal, tal como mostra a figura. (@) Quando o médulo da forca for F = 10 N, o bloco
permanece em repouso; determine o valor da for¢a de atrito entre o bloco e o plano. (b) Se a forca 0
aumenta para F = 15 N, o bloco acelera para cima do plano; determine o valor da aceleracao.
2. (4 valores) A funcao hamiltoniana de um sistema conservativo é: 12
2
H(x, ) = 2+ UG of
onde U(x) é a funcdo representada no grafico a direita. (a) Deter- 87
mine a posicdo dos pontos de equilibrio no plano xy. (b) Trace o
retrato de fase aproximado, no plano xy, mostrando os pontos de u e
equilibrio e as curvas de evolucao que considere mais importan-
tes. (¢) Se no instante ¢ = 0 o estado do sistema for (x, y) = (5,-1), 41
explique como serd a evolucao do sistema em ¢ > 0.
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PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.
3. O vetor posicdo dum ponto, em funcio do tempo, é dado pela 6. A forca resultante sobre um objeto de massa2kgé F =2i+7¢}

4. A expressdo da energia cinética dum sistema conservativo é

expressao: 2 i (24 2) j (unidades SI). Calcule o angulo
entre os vetores velocidade e posi¢ao, no instante ¢ = 1.

(A) 88.8° (C) 16.9°
(B) 42.3° (D) 55.0°

Resposta: D

(SI). Se a velocidade do objeto em ¢ = 0 for 5746 j m/s, calcule
avelocidadeem t=7s.

(E) 67.6° (A) 12.07+30.5]
(B) 7.0i+85.8]

(C) 12.01+91.8j

Resposta: D
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2 ($°+35%), onde s é a posigao na trajetéria, e a expressaoda 7, O espaco de fase dum sistema dindmico € o plano xy. Em

(D) 12.0i+85.8]
(E) 19.0i+177.5]

energia potencial total é 9s. O sistema tem um tinico ponto de coordenadas polares, as equacdes de evolucdo sio 6 =-3,
equilibrio; determine o valor de s nesse ponto de equilibrio. 7 = r3+3r2+2r. Quantos ciclos limite tem o sistema?

A) -1 © -2 (E) 1 @A) 1 © 2 (E) 0

(B) 2 D) 3 (B) 4 (D) 3

Resposta: D

5. As equagdes de evolucdo dum sistema linear sdo:
X=x-2y y=2x+y
Como variam x e y em funcdo do tempo?
(A) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude crescente.
(B) Oscilam com periodo /2 e amplitude constante.
(C) Oscilam com periodo igual a 7 e amplitude constante.
(D) Oscilam com periodo 7 e amplitude crescente.

(E) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude decrescente.

Resposta: D

Resposta: D

8. A matriz jacobiana dum sistema néo linear, num ponto de

equilibrio P no plano de fase (x, y), encontra-se na varidvel J
do Maxima. O comando eigenvectors (J) produz:
ccf-1,-21, 1,111, CC[1,-117, [[1,1/3111]

que tipo de ponto de equilibrio é o ponto P?

(A) ponto de sela. (D) n6 atrativo.

(B) centro. (E) foco atrativo.

(C) foco repulsivo.

Resposta: D



9. A figura mostra o retrato de fase dum sistema dindmico com 14.

10.

duas variaveis de estado e 4 pontos de equilibrio: A, B, Ce D.
Que tipo de curva de evolugao é a circunferéncia ntimero 2?

(D) Ciclo.
(E) Orbita heteroclinica.

(A) Isoclina.
(B) Nulclina.
(C) Orbita homoclinica.

Resposta: D

O bloco B move-se para a direita com velocidade de valor cons-
tante 210 mm/s. Calcule o valor absoluto da velocidade do
bloco A.

11.

12.

13.

(E) 315 mm/s

(A) 105 mm/s
(B) 70 mm/s

Resposta: D

Quando um avido acelera desde o repouso, na pista de desco-
lagem, a expressao da sua aceleracao tangencial € 2.5 —2.5 x
107212 (em unidades SI), onde v é o valor da velocidade do
avido. Para conseguir levantar voo, a velocidade minima do
avido no fim da pista deve ser de 250 km/h. Determine o
comprimento minimo, em metros, que devera ter a pista de
descolagem.

(C) 210 mm/s
(D) 140 mm/s

(A) 612
(B) 989

Resposta: D

Qual das seguintes equagdes poderd ser uma das equacoes de
evolucdo num sistema de duas espécies?

D) y=x/y—x+ xy?
(B) y=2xy*>-xcosy

(€) 701
(D) 1251

(E) 820

(A) y=y>-3xsinx
B) y=y3+3xysinx
(C) y=xy/y+1-5yx?

Resposta: D

As equacdes de evolugdo dum sistema linear, sdo:

X=ax+y y=x+alx+y)

onde a estd no intervalo a < —1. Que tipo de ponto de equili-
brio é a origem do espaco de fase?

(A) no atrativo (C) no repulsivo (E) foco repulsivo

(B) foco atrativo (D) ponto de sela

Resposta: D

12 cm.

15.

16.

17.

A barra na figura é homogénea, com 20 cm de comprimento
e massa igual a 50 gramas. Se na posic¢do inicial, no lado es-
querdo da figura, a barra for largada do repouso na posicao
horizontal, rodard descendo até a posicao vertical, no lado
direito da figura. Uso-se uma mola de 15 cm (quando néo esta
nem comprida nem esticada) e com constante eldstica que faz
com que quando a barra desca fique novamente em repouso
na posicao vertical. Determine a constante eldstica da mola.

r
1

F—chm—%

(A) 2.72N/m
(B) 6.81 N/m

Resposta: D

Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea com
2 centimetros de raio e massa igual a 101 gramas, que roda a
volta dum eixo tangente a superficie da esfera, sabendo que o
momento de inércia de uma esfera de raio R e massa m a volta
do eixo que passa pelo centro é 2m R?/5.

(D) 2.89 x 107° kg-m?
(E) 5.66x 107° kg-m?

(C) 4.08 N/m
(D) 5.44N/m

(E) 8.17N/m

(A) 3.23 x 1075 kg-m?
(B) 8.08 x 107 kg:m?
(C) 1.62x 107° kg-m?

Resposta: D

Um jogador de golfe lanca a sua bola com uma velocidade
inicial de 53 m/s, fazendo um angulo de 25° com a horizontal.
Desprezando a resisténcia do ar, determine o raio de curvatura
da trajetéria descrita pela bola, no ponto inicial onde esta foi
lancada.

(A) 183.0m
(B) 219.6 m

Resposta: D

Para determinar a posi¢do do seu centro de gravidade, uma
barra retangular foi pendurada de dois fios verticais, ficando
em repouso na posicdo horizontal que mostra a figura. Sa-
bendo que a tensdo no fio ligado no ponto A é 2.2 N, a tensédo
no fio ligado em B é 3.1 N e o comprimento da barra, desde A
até B, é 30 cm, determine a distancia desde a aresta AC até o
centro de gravidade.

(C) 316.3m
(D) 152.5m

(E) 263.6m

A B

C

(A) 8.4cm
B) 17.5cm

Resposta: D

(C) 12.2cm
(D) 10.1cm

(E) 14.6cm
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Problema 1. O grafico a direita mostra o diagrama de corpo livre do bloco e

uma forma possivel de definir os eixos x e y. O sentido indicado na figura para

a forca de atrito, F,, é o que terd na alinea b, quando for atrito cinético, oposto N x
ao sentido do movimento do bloco. Na alinea a, em que o atrito € estatico,

poder4 ter esse sentido ou o sentido oposto (nesse segundo caso, o valor obtido

para F, sera negativo).

(a) Uma das condicoes de equilibrio é que a componente x da forca resultante 28°| mg
seja nula, que traduz-se na seguinte equacao:

F,+mgsin28°—Fcos28°=0 = F,=10co0s28°—-14.7sin28°=1.928N

O sinal positivo indica que a forca de atrito sim é no sentido indicado na figura.

(b) A forca de atrito, F,, corresponde a atrito cinético e, como tal,

Fa=pcN=02N

A componente y da forca resultante deverd ser nula, e a componente x deverd ser igual a menos a massa
vezes a aceleracdo:

N —-15sin28°—-14.7 cos28° =0 N=20.02N
frm—— m
0.2 N+14.7sin28°—15c0s28°=-1.5a a=1.559 2

Problema 2. As equacoes de evolugao do sistema sdo obtidas a partir das equacoes de Hamilton:

x_aH_ . 0H dU
_ay_y y= ox  dx

Ou, em vez de usarmos as equacoes de Hamilton, podemos considerar que o sistema € uma particula de
massa igual a 1, que se desloca no eixo dos x, sob a acdo da energia potencial U(x), com velocidade y = x.
A funcao hamiltoniana é a energia mecanica dessa particula.

(a) Ha trés pontos de equilibrio, onde a derivada de 12
U é nula: dois minimos locaisem x = 1.5 e x = 6.5,
e um maximo local em x = 3.5, indicados na figura
ao lado com trés circulos. A primeira equacao de o |
evolucdo implica que nos pontos de equilibrio y = 0. \

el < H=6.3 .
As coordenadas (x,y) dos 3 pontos de equilibrio sdo U 6!l /

entao: e

10

P; =(1.5,0) P, =(3.5,0) P3 =(6.5,0)

(b) As barras horizontais na figura mostram onde
poderd estar o sistema para diferentes valores de H. 0 : 5 3 4 s 6 7 8
H4 4 casos diferentes: x

(i) H maior que o valor de H no ponto Pj3 (igual a U(6.5) = 1, porque y = 0) e menor que o valor de H
no ponto P; (U(1.5) = 4.3); optamos por usar H =2 que, como mostra o gréfico, corresponde a um ciclo
avolta de Ps. (ii) H maior que 4.3 e menor que o valor de H no ponto P, (U(3.5) = 6.3); optamos por




usar H =5, que conduz a dois ciclos diferentes, um a volta de P, e outro a volta de Ps. (iii) H = 6.3, que
conduz a duas 6rbitas homoclinicas, uma a volta de P; e outra a volta de Ps. (iv) H > 6.3, que conduz a
ciclos que contornam os 3 pontos de equilibrio (mostra-se o caso H = 8).

O retrato de fase é o sumario desses resultados:

vy

>

(c) H(5,-1) = 1/2+4 =4.5, que se encontra na regiao onde hé ciclos em torno do ponto P3. O sistema
oscila em torno desse ponto. O valor inicial negativo de y implica que x diminui e y aumenta, até um
instante em que x = 4.5 e y = 0. A partir desse instante, x e y aumentam, até um instante em que x = 6.5
e y atinge o valor maximo y = v/2(4.5— 1) = 2.6; a seguir, x continua a aumentar mas y diminui, até
um instante em que x = 7.5 e y = 0. Depois, x e y diminuem até x = 6.5, y = —2.6 (valor minimo de y).
A seguir, x continua a diminuir mas y aumenta, até voltar ao estado inicial do sistema: x =5, y = —1.
O mesmo ciclo repete-se indefinidamente.

Perguntas

3.B 6. C 9. E 12. B 15. E
4. D 7. E 10. D 13. B 16. C
5. D 8. D 11. B 14. B 17. B



Cotacoes

Problema 1
e Diagrama de corpo livre incluindo angulos e eixos 0.8
* Expressdo da soma das componentes das for¢as paralelas ao plano (a) 0.8
* Obtencao da forca de atrito, indicando as unidades 0.2
* Relacao entre forca de atrito cinético e reacdao normal (b) 0.4
* Expressdo da soma das componentes das forgas paralelas ao plano (b) 0.8
* Expressdao da soma das componentes das forcas perpendiculares ao plano (b) 0.8
* Obtencao da aceleracao, indicando as unidades 0.2
Problema 2
* Obtencdo dos 3 pontos de equilibrio 0.8

 Retrato de fase mostrando os eixos x e y, os 3 pontos de equilibrio e as curvas importantes (6rbitas
homoclinicas/heteroclinicas, ciclos, curvas abertas) com setas que indiquem o sentido em que o
sistema evolui 2.4

* Explicacdo da evolucao do sistema para ¢ > 0 na alinea c¢ 0.8




