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Prefacio

Este livro destina-se a alunos universitdrios do primeiro ano de ciéncias e
engenharia. Espera-se que o aluno tenha alguns conhecimentos de dlgebra
linear e de cdlculo infinitesimal e diferencial. Com o desenvolvimento
dos computadores pessoais, o tipo de problemas que podem ser resolvidos
numa disciplina introdutéria de fisica aumentou significativamente. As
técnicas de computacao e simula¢io permitem ao aluno desenvolver uma
visdo geral de um problema de fisica, sem ter de aprender métodos analiticos
complicados. As técnicas computacionais inicialmente desenvolvidas para
resolver problemas de mecanica tém sido aplicadas com sucesso em dominios
exteriores a fisica, dando origem a teoria geral dos sistemas dindmicos.

O objetivo é transmitir ao leitor conhecimentos basicos de mecanica e
dos métodos computacionais usados para resolver sistemas dindmicos. E
usado o Sistema de Computacido Algébrica (CAS) Maxima para facilitar a

resolu¢do dos problemas.

O tema central do livro é a mecénica, incluindo-se também alguns temas
contemporaneos, como sistemas nado lineares e sistemas cadticos. A abor-
dagem adotada situa-se no ambito da mecanica cldssica, admitindo-se a
existéncia de um espago absoluto e de um tempo absoluto, independentes
dos observadores.

O livro foi escrito como texto de apoio para a disciplina de Fisica 1 (EIC0010)
do primeiro ano do Mestrado Integrado em Engenharia Informética e
Computacdo (MIEIC) da Faculdade de Engenharia da Universidade do
Porto e é o primeiro de dois volumes. O segundo volume € “Eletricidade,
Magnetismo e Circuitos” (Villate, 2014). Sao feitas atualizacdes frequentes
ao texto que podem ser obtidas no sitio Web do livro.

Este livro estd a ser usado numa disciplina semestral, com 12 semanas de
aulas e 2 horas de aula tedrica mais 2 horas de aula tedrico-pratica por
semana. As aulas tedricas sdo do tipo palestra, num anfiteatro, e as aulas
tedrico-praticas decorrem numa sala com computadores portateis, onde os
alunos podem consultar a versdo Web do livro e usar o software Maxima.
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Os seis primeiros capitulos seguem o programa tradicional das disciplinas
de introdu¢@o a mecénica para estudantes de ci€éncias e engenharia, sem
incluir sistemas de vérios corpos nem mecanica dos fluidos. O capitulo 7 é
uma introdugdo aos sistemas dindmicos. O capitulo 8 aborda a mecanica
lagrangiana e os capitulos 9, 10 11 e 12 sdo sobre sistemas dindmicos.

Nesta edi¢ao de 2016 foram acrescentados mais problemas, a sec¢do sobre
aceleracdo da gravidade no capitulo 1 foi estendida, foram melhoradas as
seccdes sobre as leis de Newton e ciclos limite, nos capitulos 4 e 11, e no
apéndice sobre o0 Maxima a descricdo da interface Xmaxima foi substituida
por uma descri¢do mais geral das interfaces de Maxima.

Agradeco ao professor Jodo Rui Guedes de Carvalho a revisao cuidadosa
que fez do manuscrito e as suas sugestdes e troca de opinides sobre o tema.
Agradeco também aos alunos o entusiasmo e interesse que tém sido fonte
de inspiracdo para escrever este livro e a sua valiosa ajuda na correcdo
de erros e gralhas. Muitos alunos ao longo de vérios anos de ensino t€ém
contribuido para melhorar este livro. Finalmente devo agradecer também
aos colegas que lecionaram comigo as aulas tedrico-prdticas desta disciplina
quando este livro comecgou a ser escrito, Maria Helena Braga, Francisco
Salzedas, Helder Silva e Jodo Carvalho, quem para além da sua formacao
em fisica partilhou comigo a sua experiéncia como atleta de competicdo,
elucidando-me em alguns aspetos da fisica do desporto. Jaime E. Villate

E-mail: villate@fe.up.pt
Porto, fevereiro de 2016



Lista de simbolos e notacoes

|QX :
SIS TR

‘a.
=

S'
S
R

Q
=1

ay

Ay, Ay, dz
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Cp

cm

pontos no espago, curvas, superficies e sélidos
matrizes e operadores

unidades

varidveis ou médulos de vetores

vetores

versores

produto escalar entre vetores

produto vetorial entre vetores

derivada da variavel a em ordem a x

derivadas da varidvel a em ordem ao tempo
valor médio da varidvel a

aceleracdo

vetor aceleracao

aceleracdo normal (centripeta)

aceleracio tangencial

componentes cartesianas da aceleragio

brago do momento de uma forca

coeficiente aerodindmico

centimetro ou, como subindice, centro de massa
nimero de Euler (base dos logaritmos naturais)
energia cinética

energia mecanica

versores normal e tangencial

versores no espago de fase

forca

forcas de atrito cinético e estdtico

forga eldstica

componentes normal e tangencial da forca
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forca de resisténcia num fluido
aceleracdo da gravidade
funcdo hamiltoniana

ndmero imaginario V-1

~ = I ogy S

impulso
I, I.,, momentos de inércia (eixo z ou eixo no centro de massa)
I, j,k versores cartesianos segundo os eixos x, y € z

J matriz jacobiana
J joule (unidade SI de trabalho e energia)
k  constante eldstica
kg quilograma (unidade SI de massa)
L momento angular
[ comprimento eficaz de um péndulo
m massa
m metro (unidade SI de comprimento)
M momento de um bindrio
1\20 momento de uma forca em relacdo a um ponto O
N newton (unidade SI de forca)
Nr nimero de Reynolds
p quantidade de movimento
P peso
¥ vetor posi¢do
rg raio de gira¢do
R raio de curvatura de uma trajetéria
R, 0,z coordenadas cilindricas
R, é9,k versores das coordenadas cilindricas
R, reacdo normal
s posicdo na trajetéria; elongacdo de uma mola
s segundo (unidade SI de tempo)
T periodo, no movimento circular uniforme ou no movimento
oscilatério
u velocidade de fase
U energia potencial
U. energia potencial eldstica
U, energia potencial gravitica
V  energia potencial por unidade de massa
v velocidade
v vetor velocidade
Vx, Vy,V;  componentes cartesianas da velocidade



X, ¥, 2
Aa

A7
As

He> Hc

o0 S N

trabalho

coordenadas cartesianas

aceleracdo angular

aumento da varidvel a durante um intervalo de tempo
vetor deslocamento

deslocamento ao longo da trajetéria

coeficiente de viscosidade

angulo de rotacao dos versores normal e tangencial

valor préprio de uma matriz ou multiplicador de Lagrange
coeficientes de atrito estdtico e cinético

razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e o seu didmetro
massa volimica (densidade)

velocidade angular

frequéncia angular

grau (unidade de angulo)






A cinemadtica é a andlise do movimento sem consideracdo das suas causas.
No caso das corredoras na fotografia, o movimento dos bracos e pernas é
oscilante, enquanto que o movimento da cabecga é mais aproximadamente
uniforme e, por isso, mais facil de descrever; basta contabilizar o deslo-
camento horizontal da cabeca, em funcdo do tempo. Para descrever o
movimento das pernas, para além de considerar o deslocamento horizontal,
€ necessdrio considerar a variagdo de algum angulo em fun¢do do tempo.
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1.1. Movimento dos corpos rigidos

Um objeto encontra-se em movimento se a sua posicao for diferente em
diferentes instantes; se a posi¢do permanece constante, o objeto estd em
repouso. Para medir a posi¢do do objeto, é necessario usar um referencial;
nomeadamente, outros objetos usados como referencia. Se a posi¢ao do
corpo em estudo varia em relacio ao referencial, o corpo estd em movimento
em relagdo a esse referencial. Assim, o movimento € um conceito relativo,
ja que um objeto pode estar em repouso em relacdo a um dado referencial,
mas em movimento em relagdo a um outro referencial.

O movimento mais simples de um corpo rigido, de translacdo sem rotagado, é
quando todos os pontos do corpo seguem trajetdrias idénticas (ver figura 1.1).
Assim sendo, basta estudar o movimento de um Unico ponto para conhecer
o movimento do corpo rigido.

Translagao Rotacao

K 30°

A\

20°

20°

50°
Translacao e rotagdo

Figura 1.1.: Movimentos de translacdo, rotacdo em torno de um eixo e
sobreposi¢do dos dois.
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No movimento de rotagdo em torno de um eixo, todos os pontos num eixo
permanecem em repouso e os outros pontos deslocam-se. Na segunda parte
na figura 1.1, o martelo rodou em torno de um eixo perpendicular a pagina.
Nesse tipo de movimento as trajetérias de pontos diferentes ja ndo sdo
idénticas mas todas elas s@o arcos de circulo, com o mesmo angulo, que s6
diferem no valor do raio. Basta saber como varia o dngulo de rotagdo para
descrever o movimento de qualquer ponto no corpo.

Um movimento mais complicado € a sobreposi¢ao de translacio e rotagcao
em torno de um eixo (terceira parte na figura 1.1). Nesse caso, as trajetorias
do diferentes pontos do corpo sdo curvas diferentes. No entanto, esse
movimento mais complicado pode ser descrito apenas com a trajetéria de
um ponto qualquer do corpo e a variacido do angulo de rotacdo de uma reta
qualquer no corpo; com efeito, o &ngulo de rotagdo é o mesmo para qualquer
segmento no corpo rigido e apds fixar a posi¢do do ponto num instante e o
angulo de rotacdo, consegue dizer onde estardo todos os outros pontos do
corpo nesse instante.

Existe também outro tipo de rotacdo mais geral, rota¢do a volta de um ponto,
em que um Unico ponto permanece em repouso. Nesse caso as trajetdrias
dos diferentes pontos sdo curvas na superficie de uma esfera com centro
no ponto em repouso. A forma mais conveniente de descrever esse tipo
de movimento consiste em determinar a variagdo de trés dngulos. O caso
mais geral do movimento de um corpo rigido consiste na sobreposicdo
de translagdo e rotacdo a volta de um ponto. Nesse caso serd necessario
conhecer a trajetdria de um ponto do corpo e a variacdo de trés angulos.

1.2. Movimento e graus de liberdade

Os graus de liberdade de um sistema sdo as varidveis necessarias para
determinar a sua posicdo exata. Por exemplo, para determinar a posicdo de
uma mosca numa sala “retangular”’, podem medir-se as suas distancias até o
chao e duas paredes perpendiculares da sala, dando origem a um sistema de
trés coordenadas perpendiculares (coordenadas cartesianas ou retangulares),
que se costumam designar pelas letras x, y e z (figura 1.2).

Ou seja, o movimento de um ponto no espaco estd associado a 3 graus
de liberdade. A trajetéria do ponto € uma curva no espago, que pode ser
descrita indicando as expressdes para as 3 coordenadas cartesianas x, y € z
em func¢do do tempo. Como 0 movimento mais geral de um corpo rigido
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Mosca

.

Figura 1.2.: Coordenadas cartesianas de uma mosca numa sala retangular.

¢é a sobreposi¢do do movimento de um ponto e variagdo de trés angulos,
esse movimento tem 6 graus de liberdade: 3 coordenadas que descrevem o
movimento do ponto, mais os 3 angulos que descrevem a rotacdo. Outros
movimentos mais simples possuem menos graus de liberdade; a rotacdo em
torno de um eixo fixo tem apenas um grau de liberdade, a translacdo sem
rotacdo 3 graus de liberdade e a translacdo com rotacdo em torno de um
eixo fixo estd associada a 4 graus de liberdade.

Neste capitulo estuda-se apenas o movimento de um ponto. Esse estudo
serd suficiente para descrever a translacao dos corpos rigidos e servird de
base para estudar movimentos mais complexos.

Quando um ponto estd limitado a seguir uma trajetéria pré determinada,
o0 movimento desse ponto t€ém um tnico grau de liberdade. Por exemplo,
no movimento de cada uma das rodas de um carrinho nos carris de uma
montanha russa, enquanto o carrinho siga os carris sem perder o contacto
com eles, o movimento do centro da roda segue uma curva determinada.
Se a posi¢do do ponto num instante inicial € conhecida, para determinar a
posicdo em qualquer outro instante basta saber o deslocamento ao longo
dos carris, desde o instante inicial até esse instante.

No movimento de translacdo de um automdével numa autoestrada poderd ser
suficiente um tnico grau de liberdade (figura 1.3). Se o automével sofrer
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uma avaria e o condutor tiver que telefonar para pedir um reboque, basta
dizer em que quilémetro da autoestrada se encontra para que o condutor
do camifo de reboque saiba para onde se dirigir. Assim, o movimento dos
automoveis na autoestrada € caraterizado por um dnico grau de liberdade, o
deslocamento ao longo da estrada.

[ e

Figura 1.3.: A translagdo de um automdvel numa autoestrada considera-se
um movimento com um grau de liberdade.

De referir que o deslocamento na estrada ndo é medido em linha reta, mas
ao longo de uma curva no espago; no entanto, como a forma detalhada dessa
curva ja estd estabelecida, basta uma varidvel para descrever a posicdo em
cada instante. Em outros casos podera ser necessario descrever a variacao
de outros graus de liberdade, por exemplo, a distdncia a berma da estrada.
Se o automével fosse perfeitamente rigido e sempre em contacto com a
estrada, a descri¢do completa do movimento seria feita incluindo também
um angulo. Na prética hd sempre muitos mais graus de liberdade porque
ndo existem corpos perfeitamente rigidos.

Se um ponto estd limitado a deslocar-se sobre uma superficie, basta usar
duas coordenadas para determinar a sua posicdo e o seu movimento tem
dois graus de liberdade.

Um bidlogo a seguir o movimento de uma raposa num territdrio terd apenas
de medir a sua longitude e latitude, por exemplo, com um dispositivo de
GPS, para indicar o ponto onde se encontra em cada instante. Nao sdo
necessdrias 3 varidveis, mas apenas duas, se o mapa topografico da regidao
for conhecido, permitindo localizar um ponto apenas com a sua longitude
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e latitude; uma terceira varidvel, a altura, tem um valor pré determinado
de acordo com a topografia do terreno, como no exemplo da figura 1.4.
Realmente hd um terceiro grau de liberdade, a altura sobre a superficie do
terreno, mas como essa altura terd variagOes insignificantes comparada com
as variagdes da latitude e longitude, poderd nao ter relevancia.

Figura 1.4.: A translacdo na superficie de um terreno ¢ um movimento com
dois graus de liberdade.

Consequentemente, o movimento da raposa € um movimento com dois graus
de liberdade, porque bastam duas coordenadas para determinar a posi¢do. A
latitude e a longitude na superficie do terreno ndo sdo realmente distancias
mas sim angulos com vértice no centro da Terra, mas continuam a ser dois
graus de liberdade que podem ter diferentes valores em diferentes instantes.

Regressando ao exemplo inicial do voo da mosca, que foi considerada como
um Unico ponto em movimento com 3 coordenadas x, y € z, a mosca também
pode mudar a sua orientacdo. Para definir a orienta¢do da reta segundo o
corpo da mosca podem usar-se 2 dngulos e € necessdrio um terceiro angulo
para indicar a rotacdo da mosca em relacdo a essa reta; ao todo sdo 6 graus
de liberdade. Mas a mosca pode também esticar ou dobrar o corpo e abrir ou
fechar as asas, por exemplo, pelo que, do ponto de vista fisico, tem muitos
mais graus de liberdade. Se a mosca for modelada com 3 corpos rigidos: as
duas asas e o bloco constituido por cabeca, térax e abdémen, para descrever
o movimento do primeiro corpo rigido — cabecga, térax e abdémen — sao
precisos os seis graus de liberdade j4 descritos. Cada asa acrescenta outros
3 graus de liberdade — os angulos da rotagdo a volta de um ponto fixo onde
a asa estd ligada ao térax — tendo no total 12 graus de liberdade.
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1.3. Deslocamento e velocidade

Neste capitulo considera-se apenas o movimento com um grau de liberdade,
no qual a trajetéria € uma curva conhecida. Para determinar a posi¢do na
trajetodria, s, escolhe-se como origem um ponto qualquer da trajetéria (ponto
onde s = 0) e arbitra-se sinal positivo para os pontos a um dos lados da
origem e negativo para os pontos no outro lado. A posi¢do num ponto
da trajetéria € o comprimento de arco s da trajetdria, desde o ponto até a
origem, com sinal positivo ou negativo segundo o lado onde estiver o ponto.

A posic¢do € uma fungdo do tempo s(¢), porque em cada instante o objeto
s6 pode estar num ponto e é uma funcdo continua porque o objeto ndo
pode passar de um ponto para outro, sem passar antes por todos os pontos
intermédios. Num instante posterior a ¢, ou seja, em t + At, onde At é
positivo, o objeto estara na posi¢do s(t + At). O aumento da posicdo nesse
intervalo de tempo A t, chamado deslocamento, ¢ igual a:

As=s(t+At)—s(t) (1.1)

Define-se a velocidade média, nesse intervalo de tempo A¢, igual ao
deslocamento dividido pelo intervalo de tempo:

As

V:E

(1.2)
O deslocamento e a velocidade média podem ser positivos ou negativos. Se
o deslocamento e a velocidade sdo positivos, quer dizer que o movimento é
no sentido positivo em que se mede s; caso contrdrio, 0 movimento é no
sentido negativo. O valor absoluto de v é a rapidez com que se desloca o
objeto. As unidades da velocidade sdo distincia sobre tempo: por exemplo,
metros por segundo, m/s, quildémetros por hora, km/h, etc.

4 N\
Exemplo 1.1
Um condutor que se desloca sempre no mesmo sentido de uma estrada
registou a distancia total por si percorrida durante vérios instantes,
obtendo os valores na seguinte tabela:

tempo (h) 0/05]|1.0] 15| 2.0
distancia (km) | O | 60 | 90 | 100 | 140

Calcule a velocidade média em cada intervalo de meia hora e represente

L os graficos da posicdo na trajetéria e da velocidade média. )
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Resolucdao. Como nido existe inversdo do sentido do deslocamento, as
distancias na tabela correspondem também as posi¢des em relacido ao ponto
inicial. Sendo #1, 19, ..., t5 0s 5 instantes indicados na tabela, as velocidades
médias nos vérios intervalos sio:

60 — 0 km
Pig = =120 2
M2 = ey T 120
. 90-60 km
=705 =00
_100-90 _ km
YMET s T
. 140-100 km
5= 5 s o0

O gréfico da posicao em funcdo do tempo pode ser criado com o programa
Maxima (consulte o apéndice A). Convém agrupar os valores de tempo e
posicdo numa lista que é logo usada na funcdo plot2d para tracar o grafico:
(%il) s_t: [[0,0], [0.5,60], [1,90], [1.5,100], [2,140]]$%
(%i2) plot2d ([discrete, s_t], [style, points], [xlabel, "t (h)"],

[ylabel, "s (km)"1)$

140

120 ¢

100 .

80 t

s (km)

60 .

40 |

20 t

0 0.5 1 1.5 2
t (h)

Figura 1.5.: Grafico da posicdo na trajetéria em alguns instantes.
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O resultado mostra-se na figura 1.5. Como s(¢) € uma funcio continua,
o seu gréifico deve ser uma curva que passa pelos pontos apresentados na
figura, mas a informacgdo dada ndo permite determinar qual € essa curva.

Para tracar o gréfico da velocidade média em funcdo do tempo, ha que ter
em conta que cada velocidade média foi calculada num intervalo de tempo
e, por isso, o seu valor deve ser atribuido a todos os pontos nesse intervalo.
O seguinte comando associa os dados de tempo e velocidade média a uma
lista com quatro sublistas, uma para cada intervalo:

(%i3) v_t: [[[0,120],[0.5,120]1], [[0.5,60],[1,60]],

[[1,20],[1.5,20]], [[1.5,80],[2,80]111$

A seguir, para fazer o grafico com quatro segmentos que representem a
velocidade média nos quatro intervalos, cria-se uma lista em que cada
segmento € identificado pela palavra chave discrete, seguida pelos dois
pontos que definem o intervalo; essa lista € logo dada a fungao plot2d para
fazer o gréfico. Ja ndo é necessdrio usar a op¢do [style, points], porque serd
usado o valor por omissdo que liga os pontos dados com segmentos de retas,
mas usa-se [style, blue] para que os quatro segmentos tenham a mesma cor:

(%i4) plot2d (makelist ([discrete,g], g, v_t), [x,0,2], [y,0,150],

[xlabel,"t (h)"],[ylabel,"v (km/h)"],[legend,false],[color,blue])$

140 ¢
120
100 ¢
80

v (km/h)

60 |
40 |

20 t

0 L L L
0 0.5 1 1.5 2
t(h)

Figura 1.6.: Grafico da velocidade média em alguns intervalos de tempo.
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A figura 1.6 mostra o resultado.

O gréfico 1.6 ndo d4a informacdo precisa sobre o verdadeiro movimento
do automével. Por exemplo, no segundo intervalo, entre 0.5 e 1 hora, em
vez de ter andado a uma velocidade de 60 km/h como mostra o grafico, o
condutor pode ter mantido a mesma velocidade de 120 km/h que teve durante
a primeira meia hora durante mais 15 minutos e depois ter parado por 15
minutos; assim, durante os primeiros 15 minutos desse segundo intervalo o
automovel deslocava-se mais 30 km, ficando na posi¢cao s = 90 km registada
na tabela.

A posicdo calcula-se a partir da velocidade média, combinando as duas
equacdes 1.1 e 1.2:
s(t+At)=s()+ VAt (1.3)

O segundo termo na equagdo anterior € o deslocamento A s durante o
intervalo de tempo At. Dividindo esse intervalo em n subintervalos
Aty...At,, aequagdo anterior fica:

s(t+At):s(t)+Z\7iAt,- (1.4)

i=1

Onde v; € a velocidade média no subintervalo A¢;. Assim sendo, a velo-
cidade média de 60 km/h no intervalo At = 0.5 h, conduz a um desloca-
mento A s = 30 km, que é o0 mesmo que se obtém com velocidade média
v1 =120 km/h, durante A #; = 0.25 h, seguida de v, =0, durante A t2 = 0.25 h.

Mas a velocidade também nao pode passar de 120 km/h para 0, sem
antes passar por todos os valores entre 120 e 0. Ou seja, a velocidade,
tal como a posicdo, também é uma fungdo continua do tempo. Para
determinar essa funcao continua € entdo necessdrio dividir o intervalo A ¢
em muitos subintervalos. No limite quando n vai para infinito, o somatério
na equagdo 1.4 chama-se integral e € indicado assim:

t+At
s(t+ A1) = s(t) + f vdr (1.5)

t

Dentro do integral, v sem barra por cima indica a velocidade instantinea,
ou seja, a velocidade média em cada intervalo de tempo muito pequeno,
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com At aproximando-se de zero:

A
v(r) = lim 23 2 4

=48 1.
At—0 At dr (1.6)

Este limite chama-se derivada; o lado direito da equagdo mostra a notagao
usada habitualmente para a derivada. Neste caso trata-se da derivada da
funcdo s(f) em ordem a . Neste livro usa-se com maior frequéncia outra
notacdo alternativa para as derivadas em ordem ao tempo, em que um ponto
por cima da func¢ao indica a sua derivada em ordem ao tempo:

V=2 1.7

A partir de agora, quando se fale de velocidade estard implicito que se estd a
falar da velocidade instantinea, num instante qualquer ¢.

Num automoével, o valor absoluto da velocidade instantinea € dado com boa
aproximagdo pelo velocimetro. O valor dado pelo velocimetro tem algum
erro associado com o facto de que o instrumento tem um tempo de resposta
minimo #,;,. Num velocimetro de boa qualidade, com tempo de resposta
muito baixo, ou em situacdes em que a velocidade ndo tem mudangas muito
bruscas, admite-se que o velocimetro indica a velocidade instantinea exata.

1.4. Aceleracao

Seguindo o mesmo raciocinio usado no caso da posicdo s(z), o aumento da
velocidade num intervalo de tempo At € igual a:

Av=v(t+Ar)—v(t) (1.8)

E define-se a aceleracdo tangencial média, nesse intervalo, igual ao
aumento da velocidade, dividido pelo intervalo de tempo:

Av

ay = — 1.9
v (1.9)
Combinando essas duas ultimas equacdes, a velocidade no fim do intervalo
pode ser calculada a partir da velocidade no inicio do intervalo e da aceleracio
tangencial média:

v(t+At)=v(t) + a At (1.10)
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Ou em func¢do da aceleracdo tangencial instantanea a

t+At
vt + A1) = v(1) + f aydr (1.11)

t

Onde a aceleracio tangencial instantanea € igual a derivada da velocidade,
em ordem ao tempo, ou seja, a segunda derivada da posi¢do em ordem ao
tempo.

ag =1 (1.12)

A aceleragdo tem unidades de distincia sobre tempo ao quadrado. Por
exemplo, metros por segundo ao quadrado, m/s?.

Se a aceleracdo tangencial de um objeto € negativa, a sua velocidade estd a
diminuir: pode estar a abrandar se a velocidade é no sentido positivo ou pode
estar a andar cada vez mais rdpido, se a velocidade € no sentido negativo.
Aceleragao tangencial positiva indica que o objeto estd a andar cada vez
mais rdpido, se a velocidade € positiva, ou mais devagar se a velocidade é
negativa. Aceleracdo tangencial nula implica velocidade constante.

O uso do termo “aceleragdo tangencial”, e ndo apenas aceleracdo, é porque
como se explica no capitulo 3, a aceleracio tem outra componente perpendi-
cular a trajetoria, que ndo estd relacionada com a variagdo da velocidade
mas sim com a curvatura da trajetéria. No caso da velocidade, também se
mostra nesse capitulo que € sempre na direcdo da trajetéria e, por isso, nao
€ necessdrio o indice t, porque v € sempre tangencial.

Tal como a posi¢ado e a velocidade, a aceleragdo tangencial também € uma
fungdo do tempo. No entanto, ndo tem de ser uma fun¢do continua. A
posi¢ao e a velocidade sdo propriedades que definem o estado de um objeto
e esse estado ndo pode mudar bruscamente, enquanto que a aceleracio estd
associada a fatores externos que podem aparecer ou desaparecer em qualquer
instante. Como tal, ndo costuma definir-se nenhuma outra grandeza fisica
associada a derivada da aceleraco.

Exemplo 1.2

Um barco encontra-se inicialmente parado num canal; no instante ¢ = 0
liga-se o motor durante 5 minutos e a seguir deliga-se, deixando que o
barco abrande até travar pela resisténcia da 4gua. Em unidades SI, a
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expressao da velocidade em fungdo do tempo ¢ €

12 (1 —e731/50) 0 <t <300
12 (1 —e718) 18-31/50 "+ > 300

Encontre as expressdes da aceleracdo tangencial e da posi¢do na
trajetéria, em fungdo do tempo. Represente os gréficos da velocidade,
aceleracdo e posi¢dao em funcdo do tempo. Calcule as distancias
percorridas enquanto o motor esteve ligado e enquanto esteve desligado

até o barco parar.
A /

Resolucdo. Antes de comecar, observe-se que a expressao dada para a
velocidade é continua, como era de esperar. A aceleracdo tangencial calcula-
se derivando a expressao da velocidade. Para fazer os cédlculos no Maxima,
pode comecar-se por associar as duas expressoes para a velocidade a duas
varidveis diferentes

(%i5) v1: 12*(1-exp(-3*t/50))$

(%16) v2: 12%(1l-exp(-18))*exp(18-3*t/50)$%

A derivacgao é feita usando a funcdo diff

(%i7) al: diff (v1, t);
186731‘/50
25
(%i8) a2: diff (v2, t);
18 (1 _ e—18) el8 - 31/50
B 25

(%07)

(%08)

Observe-se que a aceleracdo tangencial neste caso € descontinua. Em
t = 300, a expressdo al aproxima-se de 18 e™¥/25, que é um valor positivo,
enquanto a2 aproxima-se de —18 (1 —e~'8)/25, que é negativo. A aceleracio
é descontinua em ¢ = 300 s, devido a que o motor foi desligado subitamente
nesse instante.

Para obter a expressao da posicdo em qualquer instante ¢, usa-se aequaco 1.5,
substituindo o instante inicial ¢ por zero e o instante final #+A ¢ por um tempo
t qualquer e arbitrando que a posi¢ao inicial s(0) € igual a zero. Se ¢ for
menor ou igual a 300, a expressdo para a velocidade € a primeira expressao
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dada: .
si0) = [ 12 (1 - e—3’/50) dr
0

Se t for maior que 300, em vez de substituir-se ¢ por 0 na equacio 1.5
substitui-se ¢ = 300, a posi¢do s(300) ja ndo pode ser arbitrada porque
deve ser consistente com o calculo em ¢ menor que 300 e usa-se a segunda
expressdo dada para a velocidade.

t
s2(t) = 51(300) + j 12 (1 _ e—18) o18-31/50 4,
300

No Maxima, esses dois integrais calculam-se assim:

(%19) sl: expand(integrate(vl, t, 0, t));
(%09)  200e731/50 4+ 12 — 200
(%1i10) s2: subst(t=300, sl1) + expand(integrate(v2, t, 300, t));

(%010)  200e~ 31/50 — 200e!8-31/50 4+ 3600
Ou seja, a expressdo para a posicao (arbitrando a origem no ponto inicial) é:
200e731/50 + 12+ - 200, 0<7<300
200 e731/50 — 200 e!8-31/50 + 3600, ¢ > 300
O gréfico da velocidade obtém-se com o seguinte comando:
(%il11) plot2d (if t<300 then vl else v2,[t,0,400], [ylabel,"v"],

ly,0,141)$

E o resultado € apresentado na figura 1.7. O gréifico da aceleragdo € obtido
com:

(%i12) plot2d (if t<300 then al else a2, [t,0,400], [ylabel,"a"])$

E o resultado pode ver-se na figura 1.8.

Finalmente, para criar o grafico da posicao usa-se o seguinte comando:

(%113) plot2d (if t<300 then sl else s2, [t,0,400], [ylabel,"s"]1)$
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14

12 ¢

10

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.7.: Grafico da velocidade.

E o resultado pode ver-se na figura 1.9.

Os gréficos fornecem muita informacao 1util que € menos evidente nas

0.8
0.6
0.4 ¢
0.2t
< 0

02}
04 |
0.6 |

-0.8

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.8.: Grafico da aceleragdo.
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4000 - - : : : ; ;

3500 ¢ ]
3000 ¢ 1
2500 ¢ 1
« 2000 1
1500 ¢ 1
1000 ¢ 1
500 ¢ 1

0 s s s s s s s
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.9.: Grifico da posi¢do na trajetoria.

expressoes algébricas. O grafico da velocidade mostra que o barco atinge
rapidamente, no primeiro minuto, uma velocidade médxima de 12 m/s e
permanece com velocidade quase constante até o instante em que € desligado
0 motor; a partir desse instante, a velocidade diminui rapidamente e em ¢
= 360 s (6 minutos) ja é praticamente nula. A expressdo exponencial da
velocidade implica que, em teoria, nunca chega a ser completamente nula.

Na prética, a expressdo dada no enunciado para a velocidade ndo pode ser
vélida quando o valor obtido for muito pequeno; por exemplo, em ¢ = 400 s
a velocidade obtida com essa expressao é

(%114) float (subst (t=400, v2));

(%014) 0.02975

quase 3 centimetros por segundo. Existem outros fendmenos como correntes
na 4gua ventos e ondas na superficie da dgua, que produzem variagoes da
velocidade maiores do que esse valor. A expressdo dada para a velocidade é
o resultado de um modelo matemdtico, que s6 pode ser valido quando os
valores obtidos ultrapassem os efeitos de outras flutuagdes que ndo sdo tidas
em conta no modelo.

No gréfico da aceleracio, a descontinuidade em ¢ =300 s aparece como uma
risca continua, devido a que o comando plot2d do Maxima nao deteta a
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descontinuidade nesse ponto, mas considera as duas partes do grafico como
uma tnica fungdo continua. O gréifico da posi¢do mostra um aumento linear
em quase todo o intervalo dos primeiros 5 minutos e a paragem rapida apds
esses primeiros minutos. A distincia percorrida enquanto o motor esteve
ligado é o deslocamento desde ¢ = 0 até ¢t = 300; como arbitrou-se s(0) = 0,
essa distancia €,

5(300) = 4 (850 +50 e—18) ~ 3400

Segundo o modelo tedrico, o barco demorava um tempo infinito até parar; na
pratica, demorard s6 um pouco mais de 6 minutos, como j4 foi dito. Como
tal, a distancia percorrida enquanto o motor esteve desligado é s(co0) — s(300).
O valor s(o0) é o limite de s(¢) quando ¢ € infinito. No Maxima, o limite
calcula-se assim:

(%i15) limit (s2, t, inf);

(%015) 3600

Conclui-se entdo que o barco percorre 200 m desde o instante em que o
motor € desligado até parar.

1.5. Movimento uniforme e uniformemente
acelerado

Chama-se movimento uniforme ao movimento com velocidade constante.
Como a derivada de uma funcdo constante é nula, entdo a aceleracdo
tangencial € nula nesse caso. Na equagdo 1.4, independentemente do
nimero de subintervalos, o resultado serd o mesmo, porque v € igual em
todos os subintervalos (a velocidade média € igual a velocidade v) e o
resultado é:

s=s5o+ vt (1.13)

onde s representa a posicdo s(f) em qualquer instante ¢, so € a posi¢do no
instante t = 0 e v € a velocidade constante.

O movimento uniformemente acelerado é o movimento com aceleracdo
tangencial constante. Na equacgdo 1.10, a aceleracao tangencial média em
qualquer subintervalo € a prépria aceleracdo a; constante e obtém-se a
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expressao para a velocidade em qualquer instante ¢,
Vv=vg+ait (1.14)

onde vq € a velocidade em ¢ = 0. Substituindo esta expressao na equagado 1.5,
obtém-se a expressdo para a posicao,

t
1
s=s0+f(v0+att)dt=s0+v0t+§att2 (1.15)
0

Entre as equagdeso 1.14 e 1.15 pode eliminar-se o tempo ¢ e obtém-se assim
uma terceira relacio entre a velocidade e a posigao:

v2 =3+ 2ay (s — so) (1.16)

H4 que ter em conta que as equagdes 1.14, 1.15 e 1.16 s@o apenas validas
no caso em que a aceleragdo tangencial € constante. Quando esse nao for
0 caso, para obter a expressdo da velocidade a partir da equacgado 1.11, é
