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Capitulo 1

Sumarios

Disciplina: Fisica 1.
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mestre do primeiro ano.
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CINEMATICA
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VELOCIDADE MEDIA
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3 3
S¢=S = Z ASL)L“ = Z Gy il A”Ifg,gﬂ
(=0 (=0

E no grifico de S vst, observejsz gue Uy ¢
o declive do segrmurfa entre Si e S

Os roiga‘cos do e}OZWIP(O |.l s&x0 apznas UMa aproXi~
m . 0s verdadeires ﬁfﬁ,frcos seriom obtidos

se. saubissemos S em gudl guier instants T, Para
WmamLar S ?radsa“o, vsamos muitos mals infervalos

emtf@ to z'ﬁf ) de ,garma g},wl todos esses :‘Mﬂwados S¢mw

At‘gj a0 .

VELOCIDADE INSTANTANEA

No instanfe €

Velocidaaﬁe = U'U:z): lim [}ELL gscroye-se (}_9)
S=5¢

stij 20 ALij ot
ou simp{%mzﬂ@: U’{-ég):: é(fa> \
S = derivada e S em ordim & 11:)

. ‘ _sl+
$(4) = A)'{‘;*-ng() s(fcusi)t s(4)




1.1 Cinemadtica 7

O duslocamento desde a POS(~¢5CO fnfcfa[(So)a‘({aPOSFpEo
/f:‘m( (Sf-) L lim no_
S’_g_—So: ( . Z UCﬂ;H A’til&“

n— -
(com Atij"°> (=0

Escr_z\/Q"SQ simp(es mevte e

€5
ng'%: [ ot dt |

to

€ hama-se integral da velo cidade ;‘AS{”WYJ(QM“}
entre +o e Ty (&rea sob 0 ?rof,@"co de U’C’Q)

Exemplo2 . Se sovbermos que em guxa\qmr ins-
tonte £ o post¢de ¢ S= 342

ROl oty i BBt [im Gtat a3t
At=0 At At—=0 At

= lim, 6t+34t = 6T

Exemplo 3. Sabemos QL o_velocidade ¢ dada

pela QYPILSHO H €)= 342 . Pora deferminar

o imlzz?«m‘ Sﬂj.ohg) QUL sLra 9 deslocamerto

to
S§ -So, teatamos descobrir a primitiva de 263
ou szf vma cungo gue derivada sefo ?9wn/

a 3 2) neste Casa, coma Q& e rivada ole
+?% da bf"‘) ?OOQQMOS Aizer:

te S(:f')=f-'t3“

Cadt o 4 4
L ¥ ki



8 Sumdrios

Aola 2.2020-02-12

Posigao na +raj¢+6 rlac:  s() = gungo continva de T
Nelocidade: v(#) = S(t) —s derivada de s em ardem
a
T tambem 1wm;‘a?o contiwva det
ACELERAGAO TANGEN CIAL
\Q.(,: \.)’(-(:):.S.[tﬂ a at>0

derivada de U7 em ardim od:) v 2
seaunda derivada deS-,am

ofdem ot

P andla mais o~
preso, S¢ U790
+ P obranda se

g L0
o Pcomega a andar

S RL>0

valor médio de At o @Q’fﬁf:)
intervalo Aty =t)-ti:

no sentidot; se =
Re,, = Ul = olt:) s o
J ",é_ 4 areas >0
Jo v J/
v intervales em+re JcQ Z’t_g S M

= oi)-bk)= Z g, AL \t / te
(=0 ' R~ Qreaco
— coma das areas sob o;f&yco de T

g

limit At—0 (n>w) (e = av)
— — £4 A= G (£)

Ultg) - (k)= ch o) dt

&rea sob o curve Qg ({-) Natea g




1.1 Cinemdtica L

s () ’e >
t % o) D GpE P VE—S
a(t)

(estimo celacionada
par £UngoLs {mplici

s _dv_ duods = pdw
5 o g 4 4 - v

Tres equagles cinematicas
———————" f‘ [ 4

. 0 _ovdo | ¢ oG 02
U= S A=V Ae=Y = j{ferczna“ah’

agaes infegrals) poder
U=S°

s relagaes inversas (¢ )
obtec-se assSim: ex&l/vzpigydpu tnversa

+ 3

U= ds = odt=ds = SJO&:SJS
d-'t— o Se te
ot

Y

t¢ ~ g
= [odt =55 — F&_SO” )
to

T
tnvarsSa de Ae= = U;c-U’o;—.g Ol+0('é

g,{ »

. 2 2
oversa de QJC:\’%([%'.«,—) Uj_,\)'o:Sa-&dS}
2 Se ,

2

Para poder ca[cu(ar a(%vm desses 3 e -
9mfs)§u gus saber o oXPressae do - em un-
a0 de £, ou de Ay em fongaa de € ov agem

sungao de S

Quando ¢ conMcida alguvma ovfro r(&(agé&
entre t, s, 0,af 4 & 511 o méfedo Segvirr/?d



10 Sumdrios

ME TODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS
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CINEMATICA VETORIAL

Movimento de v porto,com 2 9v 3 grays de \iburdade .
Exemplo: movimento num plano

v 'X[H, ﬂ(%) * Projegdes da
y " f‘ﬁ\ posiga’o nos eixos cartesiany
:P ).(:ch ) (.)“)(—?—@xfa,(:k)'d&x

\ dx
IR AR ":J:‘aﬂlaﬂ:‘fg‘-;ﬁ
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Cle)= xeerge)) | YO
vetor ve [Ocid.ao(e: JT 'F[—é )  x
Cle)= ox€)tr gy 1=
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QA () = ax(6) T+ 2y(E)T
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AV = Ftast) -V (¢)
locidade mzdia:
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Equagoes mversa,s -
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K
(regro da oo dires 1‘u>
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N
— 4:—¥~~~--\T° Xé‘):%‘t

) (\_\ﬁ:\\ o=t - £
'7L/// 77/ 7)< > o

=) Uk =X=Uo ) Ax=0 (MOV]M@Kf‘o um“q&ormg)
0’3: —-(9‘{.' ) %:«-} (mOVtM(uri‘OdUm,(orsz@n“@

\ allgrado

97:,/ 9.8 m (ac&te ¥ete do g,roxwdac{e)

se Yo §OT z(@va&a (v&cios metfros) a resisténcio
do ar foz diminvir |Qy| .
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(:('— =VYYmax = o+UoS‘nZ‘9 -9 wfﬁ; - o_\)bzgznl-g
I Ini = Gt 25 ?—(%—)9?
%({2) 0 = Yo ~Vo5i00)E ~ZAZ (t,2 iz Pasw@

dessa 0-0}(00\?0\0

X&) = Xmax = Xot Uyt cos4

*ngua,gao o(a*}*mje{‘oma ,
- X )<0 = Y= 90+taw(x—><o> F(xAe)
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Exem 2. _£\A -
X plo 2 7 = (5-12 5)( +(3—e% T (sT)
e th f-—o T =2/L\+53\

Ehcomtm as a_j)rassﬁeg (La e ™ em ungao o&’(f 0S

m{orzs de ¥ r eaemt= lES)e 05 SaUs (mﬁzs enzi + 0.

B@ég&,@_@_& No Maxima os vefores ?o«i@m Ser m?resznfados
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(%€4) v [5-thaxexp(-t/z), 3-exp(-t/12) [%
(%iz) a; digs (v)t);

- -t 0l
/002) {‘(ﬁ Yol /i 2t %e-'%> &Azl (n/umfro 0{9
12 Euler

(%12) assume (4 >0)%
(%4) vil2,5] 4 'm+egrm‘£(\l,f at);

(5t -250 ¢ (stsotamled 2 ) 3t Hi2ee E 7]
(%15) S;loa%(subsf(f..(5)&,\1,0@)),

[[-67.2,41.44], [-6.202,2.713], [0.7465,0.02335] |

¥ (15) o (1%) 2(15)

(%(é) limi+ ([r,v)a])t/in{)‘;
Lling, inf] , 15,3 )[0,0]1 s
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(@) T @)
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MOYIMENTO RELATIVO

G = A% = velpcidade de
ot P relativa o O

(?Q = %&9 VL ocso(ao(( de

Q relafiva a0

'F:/Q_:_‘(?p “'??Q = ?03(?5.‘0 de 3?) rz[a,‘('wa a Q.
VP/Q 0((‘?(@, -~ velocidade d@? rz(awtwa a &

at g,era\
- W@'P‘ﬁ’a( \79-"7’/&*\76)’&’“\72(3

ip{gﬁ 9%8;’/& = acclara;zao d¢ P, re lativa a Q.

_) & a?/a: dp “‘i&{

—>

Jo
Exemplos: T 1o W Mg
O’a/cr ento E.——- = o= = ?l?‘;i:

e 74

U’a{o, = yel oclo(aolz do Vi em relagmo ao ar
3, = veocida da do ar (wentojem relogav a terra)

=) D'a, - U;%&J‘-U'U. = VZ(OO{ daé( do ovitw zm
rz(mgao & tesro .
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T’ %’f’mga.a ZSFGLCM(
é é@ 408 km sobte a supergicie Aa

W* Term, onde gdﬁéém—

@\ (88/ do sev valar na supzqctae[

Como & ZS’F&?M (e) ¢ o5 astronavtas(a) estaw em

%Mdﬂ Vr@) Qe = - 8. éé_j R, = -8 éGJ
{"r‘onau‘mvs (vtvam no )

- gs as
= Q a./c O ( +erior da ¢s ao -

MOVIMENTOS DEPENDENTES
| £xemp(o:

Carrinho +raJmLorw\ horizomal (v &m @Aaal(/ifl
N'e YA

C{hnd{o +rajq‘{’o(‘£0\ \I‘Zf'{'ifa( nﬂb rroo(\;ﬁe 83 §

Se!Y esta0 re lacionados gorg(w Q commeerd“o
da corda permanece Lansta

< S J]T }k(eons{‘m—é) S@a-) {W\QZWSD(L'(%
/11 Condigao de ligagio:
J t
iac i‘i”nffﬁ%%ﬁ*zd“)

= | um Unico g-rau de |i (otrdadi (S ov 97
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- é 4 29 =0 == \ Uearrinho= —2 Ucilindro

se 0 carrin‘«@ onda ?ara . @GQVﬂrda’(Vwr. >o>) 0 Ci‘(ﬂ‘
dro andx pare cima (Uir.£0),2 a0 contrdrio.

Derivando novamen em ordem o £: Qearr, =- 2 A cag,
3 aqyo&azs + Vcapr = 'S) QReatr.= U_car./QCar =0 d anr

ds
VETORES :

T,7)k: deslocamentos unitdries
ao \ongo dos 3 eixes
cartesiano s

R=0xt+ayf+azk
(o) e’ oo

ov nz;aéva;
WI = wmbdvle de O = \fﬂ,{wﬁcé (mc’z-?osfhmj

k@ = vetor com wadvlo k| vezes —» produte
o médwlo de ) na diregan de ) % o ar
no mesmo sentido,se k>0)0v Lk
e senfido oPas\‘o se keo / ~a.

Projcq&'o dvm yetar puma diregao

> dies?® g = aﬂ?ﬂo entre e a
O“ﬁj/ difegao .

|| cos® = {>roje¢5$o
La,,af,/a%) = projeg0es nas dife-
| Goes X,y eZ .
—)
Ot = projegao da aceleragao &
na diregao da +r<>jd‘é’m‘aL

|&| cos@
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Prodvto escalar.
a",ﬁ - ?rojega,o L& na dirzgi‘oo&ﬁ'\iues \‘b)
:\E{'[cose mt *6=3ngu\o ¢rifre R

= b =52 = Proj. B na diregao de T vezes izl

‘(:QM\OéM ] d.KS{'fibU"'fVO am refag&‘o o Soma VQ‘L‘O{‘[Q(_’

® (’E’%@):"C?-JB’F&"-? X \ d1regen
) ‘ Z

e em re(agfi?) ao Pmdx/]to 7.) "\_?mJZ?&’o de?
(QI': 0" 'ﬁ -
por esca proj dz\/ﬁ&ﬁ+c

2 (kB)= (k&) B = k@ B)
Produtoes enfre versores cartesianos !
Ttaff=REk=L TfetR=pk=0
%B = (axT+ag] +ask)e( bx’c‘%ﬁ‘*rbg)@
T8 = Oxbyt0yby 1050, |

Y

= |
Re@=@Rleso = |R={%-a

No Maxima , usa-s¢ um ?oajro para o rodwto escalq
enfre vetores’ e % para prodito entre escalar ¢ vefor

‘EXQMP(Q; k=-2 | ®=3T-] +4k )‘5":2?—5&?
(k)T — -2x[3,-141.02,0,-5];
L 23
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Aoula 5. 2020-02-2¢
MOVIMENTO CURVILINEQ

— ‘l" f!‘(' i A -
~A U “ o e = Vrsay tan ﬂ% o
[ +mj¢fm” rion
(sentido “positivo des).

U0 m %ura)

tm %Ua‘g}uﬁr“ﬁ \7 U@ex 20 lod
\)’ dc,gmd a d«chao da +raJ(:(‘6rca

rapide = & = ol =3l
-
U—[{-&-Aﬁ\ ‘\anj\in‘aa( /\’Mrm/

/" Ao* @
or(t—wt) AY

A mponzn’ti %an nClaL - modi{( ca o ra.Fm(.g%
{ MPOY\QA:& norma( — altera a dngao o@av
d

- OL(O’@Q - \’)’é\é 4—0’0(6
& - TdE &

+an2,ah51a ney-ma(
DERIVADA DO VERSOR TANGENCIAL

~ A 'y
@yé\g =4 = %@vﬁ:.% t 2&‘0-2[%‘ =0 = é‘{:.%___o

%% e, um Ve’{'or grPQndtcu( ra d(rzgao %qng;@ncm(
ee(“M’

?A:V —_— é ;‘\6{"
Frizgngulo 1sosct les cam

dois %a dos dlCom?ﬁMZ o L
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lim ]A/éél = AS =78 (cm radianos)
Ht—=20

direeao o N2g  sebt-30 —»per ndicular
o ’ e

”~\ ~ ® /\
=) d@é = l.‘m AQ‘_,,é = ©En
dt T M0 AL

,\ -
0 = versar normal . Perpanouw(ar a 2t no sentido
| em g a fra jc%rm se curvm .

{rajchér:’a entre t ¢ tast

~e orco de ciredode raio R,
com &‘ngu(o 6 (o mesmo
ang,ulo %,u.ﬁ et rod.a.s

=) A/e:'—é—s- =) '@.’:—S:——:__\_)_—_

R R R
) O’A - 2 2
Z‘t:’izzh \a;: £+ﬁnj 0%z Q¢ +Qn

51 = 0L Q¢ = \.3' £ acz(erag:a”(c) “&ang,zndq(
U [N

—d,n = % = vt An aca(emga‘o normd

=0 =38 Qo = 2 [ R=raio de curvatura ioca()
’ —’é ( Qn SQNP"Q >0

€X¢MP‘0 3.). 0 movimento dum Porﬁb £ azgimdo por-
2 .
rTH)=5tT +§££j‘+z(1'-tl)ja (sx)

Pﬁ(&rmme‘. @ \TU:) ,@ R(—E)/@ AS Ln*re f—éO e t=1t |
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&e..s.o.&@z ® 'G:o}g = 5{+3t] -4tk
() =) =TT = \25+9¢2+l6t2 = 5Y 2+

arbt'}(mnOQO S»0 no wentido de T

r\)’(ﬁ):S £2+ (
® 0= propgaodea na diregao de 2y = @&,
T= 9% = 374k
2, . O - sba3t]-4tk

T (ezet
o PV tampém pode ser oHTqu)

gtriet _ st o o o
= o 4=
sVEeT  Jary  \dervene &

An=\|a*— a? :@16 - 25¢2 = >
" ‘I u 124 Nl
2 2
Ve
@ o=3S = 5\]{-2“ o[S (EDO variavels ge(x\mvm)

Se+AS

ENHJ« ot fg d s

=7 As = ‘5‘(\7 +. n,smir\(i)) 5.739m

(obtido no Maximo).

Ot =
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avlo 6. 2020-03-02

MOVIMENTO CIRCULAR
=22 do-

150 SH) - U’:é OL(:=C)' CL{,:—O’B
4 oo, &) = w= eoéwx w dw
\lzloa&ad-e AN a.ce(eray.a
an?U ar a.ﬂ?,U ar
trajetoria ciccolar  $=RE, U=Rw ,a{=R«<

an = Z_z~. sz (‘6’ m md(amos)
Sy —

Movimento circular unirme:  ol=0 = W=w (const)
= | 9¢) =@+ w,t |
Perfodo{T): 6[t+T) = @)+t = wWT=21
FT@%U@YICT& (,G)' ,? :..—}r—_-‘ = %%-( |
hertz: AHz= 15" rpm= 1mzn"=-é‘—5Hz

BA = g}vaggcuzr Parrbs N0 Carpo

Y‘B/,(( ) ?B( ) - &)
[Tt | = consturle (ﬁ;‘ﬁiﬁ;’fﬁ@

| P/a ), Ca/n® V%

= O\(}Z Y\a/ + ra/ TL =
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{@/k."@ :o‘\ tm g‘ya(gruu instante o velocidade relatia
da entre dals ?on{‘os do carpo ¢ sempre per-
?endicalar %o se?mmfo AL rete entre

?olo L L55€5 pONToS.

/?orﬂ‘os % distracia d de A
¥
movimentos em ourcos Pam\a(osj sobre
o~ szém\\w
- dois po\os w(oddade rz(mLWaﬁ
esquo\' da mio 0(, a A wla.
cantrea em A

Eixo de r‘o+a9&'o: refa Pa,ssando por A ¢ os pofoS

Plano d€ fO‘hk;Zﬁoi P[amo Pam(do A0 2iXo diro{uga‘o
C

Movimento oe Yodos Os
pontos do corpe (8,60, ..),
lative & A= moviment
circular no plano de rofogas

x 2 .. = elocidade
%B:GC:GD - ° =W ;mgu(/laf
do corpe

()—B/A:RBW) UE/A:RCW)" »

Se em vezr de A cor escolhido grualgrwer oUTro
pon+o de ref@r@mio\) wea mesma L o
plano de rotogio € o mesmo.Se mudam

PB) Rc/ Rp).-- 2 QS \m(ocidadzs’ M{mLit/a,g.
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EX¢MP|O 3.2 . Sistema Q
bicla— manivda . Petermine o
as vz\m{smadzs an u(arzs = /P -
do bieln (AP ) e da manivela )
(0@) no instantt em g ub 77/?/ ST
p=40° |05 = 605"" 5} =Z5cm  PR=20cm
’Reso(ugﬁot
20si0(3=25cos40
=482
= %=13.95"

2L
Duas gormas de calcular _G,,Q.. re

() relativa o 01 Tg="Ugpo + 05 = G
= (35 wnm) (-sin 40° T +cos40°})
~ Va= Wm(-#32T+5.75])
((¢) relativa o P: Ta = U'Q/p‘H}P
—(ZOWb)(Sf”@L“('COS@J) 60T
= Ta = (+4820Wp-6) T+ 19.4wp
i%uaiancﬁo os dois resvltados,
v4.32 Wp—60 = - 432 Wm 5§ W= 9,603 Hz
il@‘f’wb: 5. 75 W, ?Wb = 2.843 Hz

——

observe~se quet € =Wm (G =Wy
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VETOR YELOCIDADE ANGULAR

Bl =Rew (eFee)

R\) = \-‘:?p\ sint

|G | = W[l sine-

nicEo " médwlo = w= velocidade an (ar
Decinigaio : oo Go corpe g

diregzo = ¢ixe de rotogdo

sentido = veqre da mzo
diloita no sentido

rola 4B da rob\;:a(‘o

N
s
%inigﬁo de 'produ’{‘o V[{‘Oﬁa(

— —~
L% =W x P\
angolo zm’-re

méowlo (9,:/0\( aQ Iﬂ[\ﬁ,}sine we PP

. —1 —
pzryr\d/ica(ar ngs dois vetores, w ¢ (p,¢ no
sen

ido do regia da wizo alireh“a)de ] para Tp.
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Avle 2. 2020-03-04

Acelerag,@ aﬂgvv(ar. < = 0&&2
;OC(-)E%—:%%(O—JX?): OLX? XU'
Prodd‘o ve{'orml

—h do da o Aa mao dtm’f‘a de A pave

Y e com moowo aval o.com anen
o um dos V ares) arp amdtamr ao outro,
ve5 0 modulo ou,sse 00 rovz

\ﬁ\ B wxl= lpxal = 18\ F(sing = 2A
> A= %’ZZ@M {'rrﬁmﬂu(o com ladas

Propr iedades:
ropri dast

e -

& 7 x(xe) # (@B *‘/k
© ax(’m—c) = WXxP+ AXC t‘)‘\»
@ wxaA =0 ) <.’
@ =k k=t ext=] )

= TrB= (ybs ~Teby)T + (azbx-axba) § “'(a"bfa"b& k

Qx O“j Az
b by b

RorAgKo PLANA
(dwm €orpo rlgido) o eixo dzroﬁ@ ouPom‘m Sempre
no. MLsma diregao. =5 plang de rofog oo £iXo
=W myda 0.penas em modvlo efu sentido, mas
seMpre ‘no mes ma diregcag

—
p—
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seJa 0 pLM\o de ro*uﬁao o ?Iano Xy =7 wW=wl = ~J¢

)
> |T 1 7
p=loo w|=w Xe Y =-W ‘ﬂp(. )(P ( 6:}:;;9
Xt Yp Zp e Lok /
-~ ~ A PPN o Yry [ ’(“
ho=|T T ¥ t 5k v K
f \o 0 o +\o 0 w -——04(9#"‘97)*&0 (x& +‘JPJ)
)(p 9? Zp wg\,i'wXVO

RODAS E ROLPDANAS

code. em movimento, sem W
dLS izar na sv?zr{me

?°“+o com U=p

=
o nao
m_rﬂ ‘1' c&s{ia sobre

contacto COM
a stszqc(cm « roldang

Nos dois casas ha rojrafao p(ana ¢ 'J’P_
= T = =05 = Uk = w(Yal ~Xa])

codon de raio R \ m'}o(iﬁz dosde P
" po et
B @ ey
Vs
e = WR
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MECANICA VETORIAL
Newton 682 : Princfyl‘os Mateméticos da F(’[OSO{(O Natoml

vantidade de movimorton 13 ”HM??%’%%O I ) ,,
(momento |inear) )

3 Leis de Newton

A% . Lei da inercia. Todo cor po mantém o seo
estado de repauso ou de movimento vniforme se-
%undo uma (iaha rejra/ o mends que pof compe(ido a
mudar o sev estado’par forgas nele impressas.

-

Quseja, U = constante (Podx Ser 2¢er0 &> rePowo),a
Menos gug afvem corgas.

2% A modanga na guantidade de movimento € propar-

.

cional & carga mofora impressa 2 faz-se na diregao

da linha rete segunda o qr/a( o forka matorad aplias.
¥ = forga Yotal a\)(;cada sobwe o objeto |
- J A W 4
=) 6%-—?‘: — S‘ Fd—é (-:: \MPU[SO )
i

A govma d{,frzmncc"a( daﬁ‘f'o, e%wa.;(ato M{‘e?rqf &

PLe)= 4

-
cos@ Far{'fcu(ar.‘ M= CoﬂS‘Fanﬁ =) %{ - m%—%{

= Bl -mat |
Tsso explica porgue o pode ser dascontinua.
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Aula 9.2020-02-09

Unidades dg forga. ST AN=1 kgem (4ot
s2
3% L¢i. De agao ¢ reagao.

A Yoda agao opoe sempe uma i'%uou( (€oga . Tsto ¢, as
agoes Mmftvas de dois carpos i sobre o outro sa senpre
;9uai5 ¢ opostas.

GMMP(D © Um cavalo de 200kg arrastr vm bloco de
Bso\ag)numa suyzrz«’cfe horizontal.

ST
Forgas.

N
® Peso : 9= E__ZWSO e

= 9.8 M
M&"MCKSSQ kg S2

= Peso do (ava(o: Pe =300-9.6= 2940 N

Pesa do bloco P;,:550~9,‘3: 3430 N
diregao vcr\(ica( ypara baixo

® Tens@o em cobos ou cordas (T)

T, T Jcan?anﬁ a carda 0o sendi-
- | do gue faz esticar_a corda
T m . T2
| ; 5¢ T>>m9’ :? ‘/A’da esticada

(
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(3®) Reagdo normal. Componan’(l da forga de comacto
entre dwos supareicies, na diregao narmal as

duas suPerf:’des; sentido de Larma a agas{'ar as Su-
P&f{s’c‘tes.

Reagao normal do chao no bloco:

@ For?as de a)rri{;o_. ComPoM.r\"tE {'a’ngmcia( ala f"”f"
de confacto entre dwas superfici¢s.

@ Atrito estético . Quando as Supergicies ndo des-

lizam vma <obre o oqum,' ade ter qualquaer

sentido (fangeite & supzrfrcie) yMas o sev madu(o
nao pode vltrapassar o vdlor maximo:
Fmax= Mo Rn Rn = reagao normad
Me = ooegicc‘e/ﬂ'z
atrito estatico
®) Avido cindtico. HE movimento celativo entre as
s(/P@rfr’d@éi D’;I/z 0 = diregao ¢ sentido
opostos & U7, . Médolo igeral a:

Fanthico= M Rn M= coeficierlide

atrito cinético.

Exemplo 4.2 . Sobendo que M. entre o bloco & o chas
£ 0.4 ¢ Meentre o chlo ¢ as cerradoras do cavalo
¢ 0.5, deturming oo tensao no carda, as reagoes
nermats 2 as fargas ole a:QmLo Nng Z)CQMP‘O do aavalo
(o cavalo desloca-se com velocidade yp rme)

Resolugao, Convim isolar os trés objz{'as Q‘C'/Om(a) Hocq
Wdanh{(cando fodas as fOreas aut atvam neles
(diags ama de corpo livee).
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corda : T
admifindo mg.x o (com-
T 20° parado com a fansaio)
R=0 = T=1,Te="%
HoCo: S Y
3
—
A
Vi
=040 V3430 (peso)

(akeito cinetico)
Dkt Teos20°=0.4Ry=0 (8x=0)
3.Fy Tsin2d +Rn—3430=0 (2y=0)

T=1(2#4N
=
Ra = 2994 N

o 27
cavalo Y F‘}fg,2{—or9as
Rle =, x de atrito estatico
_
\ 2

0 cavolo empurma
OPO ﬁ’o(;: para afvas! P

DI IE. FtF)—12 24 cos 20°=0 _@i?ﬁﬂrll%lﬁ

Z%: RitR;2940-1274 ¢ (n 20 =0 RitR,.=3376N
Nao £ ?ossfvz( determinar E,B)?(z?z por se.?qmdo,

Fnax.= 0.5 (RiRe) = [688N > Fa QOK)@%?AW

ras naa 1z2am
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Avla 9. 2020-02-11

éxav\plo. Pendulo simples: pegueno- esgero oo raio
r ¢ mossa w\) Pe_hc(ﬂfa.dx)\ d.UM _(?fo d,o, OOW\PHWIZI&'{‘O/@

(moito maior gue ¥

//[ gD um grav o (ib@r&ao(z) 4 (¢)
/l Diagmma de carpo livre da
e ro".
1, m “K ’:[‘2 /7( €
> Ve
w=¥9o 4
//__\ & \\
)
PR T’M}COS@’ =mM0qy ?
O = Q,UJ?‘
PR TR _mgsir\fr =Ma ot = Aol

== tz_ = -%—sm;\ eq((/agio de moviment o

ol gl - fese
= w?=uw? +2%C (cosﬁ-—cosﬁo)
T m(geos® + Lwe) = m(geoso-290s0, + L)
Em vezr de fantar (n{‘e?rar o zxpresséto ole W, para.
encontrar -&Gé)’ na (sagunda arte da programa VEIrangs

um método ‘daral do analise do maviménty a partis
do equag@o ‘de movimonty (sisfemas dindmicos).
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FORCA DE RESISTENCIA NOS FLUIDOS

3 T o?ash o valocidade ¥
Fe depende do cormon, tamanho do
F/i obgi&o)e de }gi ‘
@ @ baixa

laminar do pluido
s~
,__/e@jk____ Fp ~ >
—e—— ‘ _
—— vebocidade do wc(uwlo, el afiva a0 carpe

Fr tamboéim ?roporciona[ a N
’)Z:cog/f[(,‘(m('z de viscosidade do {l(/f&o gf&;ﬁgﬂff‘)

com
diferonts o,

®) v moderoda

;LR fobo dﬁ‘(lu)cﬂ de didmg-
‘ tro d .

Pressa0 maior
pressao mendr 3 \
o &i{arang.a de ?(0,550@5 ?Tod»u% = proPorcror\a(

O, g (T(d_).) O’Z

massa” voldmice

A0 ,(f((/i deo
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© v covada — turbolenci o

5

NUMERO PE REYNOLDS

Ne= Sod  (ameo sem unidades )
n

Permite prever a gual dos 3 casos (a,bovc acima),
Pzrﬁmﬁ vm valor de v

Ne 24 =@ | 1004Np£200 ._,,@) N> 4000 >(©
entre 1 ¢ 100, estao ?reseﬁ(‘zs as 2 forgas, Froporc(‘omfs
o N ¢ a QU2

Esgceras. ‘
Nofzcaso dumo estero de raio R,

EXNR U, Se Nrsd
‘F—r:
X ¢ R? (72) se [004LNgé 2000

Fr & d({:fc(‘( de prever

(ca6'H co).

paro. determinar UR) ha gp«ﬁ saber (e paro
sober & h& que saber qual expressao usar para
E‘ AL dzpmoh de Nw -

@Am;.{re-se vma. das dwas forma_s do «En) ca(cd{a—se

e dettrmina~se se N & consisteily com a escolha



1.5 Dindmica dos corpos rigidos 37

DINAMICA DOS CORPOS RIGIDOS

Uma sorga = , com m6dx}[o)dirap?io e senfido canff)fddo,;
Frodu% d(fzr@n'fw egzhLos gfr/ando a?((cada ) Farr(vj

AE{,Z((L—TTQS‘. F‘—; . ?
F;4—Oj F

—.9

-~ J m

cm@'cramom MZ MT C@;o ﬁ
90_50 40N xdi dad
. _ 9 laadL
fnos corpos n?cdos s@o K
o méow(o /L

vefores deslizantes { oliregdao /7

* SENTIA0 p

e linha de agao
podem serdeslocados na suo- linho de op@o | was

NXo para ovtvas linhas

Forgas colineares, Com a mesma (imha
de 070 . Exemplos: -
-
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2%2-29 demargo 2020
5.1 Sobreposigso de forgas

@?OWOS colineares @ forgas concorrentes
e
Eﬁ\ ":P:F:l T Fz
( Ce (
?r em GVAIGUer POY?‘lo 0[0»
linha de agzo Deslocomse pars o porto

comumP @ Somam-—Se Nesse PO”‘I’O

@ forgas paralelas

=t -
i 2
PP 3
\ [ R N
i1 P2 ./I—f' D Ez
des|ocam-se para Somam-<e F \@/ 2
= (%Qro)

P e Pl)vm mes ma

reta perp@no\fculap dando F 0 Fz D
\
. =2 . = e E Sa0
Posicao de F no segmento AR 2
concorrentes

P_Q _—O(| JECM%\ ?Olzjtan 09

tang=""  tan ;-
F =

= \:; dl — I:Z CJZ
lef das alavancas
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39

53 Momentos e binarios

. —
Definigaa: momento da forga F em m|a9?io a0 ponfo O

Mo  tendencia a rodar

F = posigsao do ponto de
oplicagao (P)de F

d=rsing = braco de \;

M :l:OL F%m6o{u|o de F
° d = disténciq desde O até

—

a linha de acao de F
(bm;o)

@)
- .
F o Fsin®

A
0 AL
/
N
RPN

M, =Frsint 6 =angulo entre Fe 7

ve tor momento omgular

Wo = ?X\T’j

[ Mo| = F (rsine) = r (Fsino)
—~—

brago ComPOﬂenJFG de F p@rpenaf. an
. —
Bindrio. Duas forgas iguais e opostas Fe-F

com Linhas de agao paralelas,a disthncia d
—

m O

—

i
= o *

mento total:

- - = - - =
exF+ ax(-F)=0e—Ta)x F

(n&“o de pend@ CZD ponto Q

momento do binario

M=¢xF| (F=0)

r=do ponto onde atva F .
ate o ponto onde atua-F

>
M s rotagdo sem tmns/a;ao) aplicada em
qualguer ponto do corpo rigido
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M étodo geral pan somar varias gorgas

N
Cada forga i, num ponto P, desloca-se
para um ponto comum usondo 0 método

Seguinte
® 7, © . -
- N> —> PL
P&é) 5 b hML
=
M= < O
nao altera pada porgue as lg,orgqsﬁ
0 binario :? JE anvla M; ;Lg)a/ )—ff ﬁ%
¢t eém

mais binario M,
n forsas: (Fem P.>) (B em P2>), oy (Foem B)
3 (BB om0, s (o)
—> - =
M =1 x ¥

A

Forga - bindvio resultante - Ep :Z ?c . [\7% :ZVI;
forgas num plano (X Yy): v i
r =

Xo Y
Fix Fy

=l

- . N}
Mo X Y¢ \: >0 QML

Fix F(:j

Z0 g@ M:
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5.4. Corpos rigidos em equilf brio

Forsa—bindrio vesulfante nulos

n — n _
AR =7 BT ()
Exemp(o 5.1. 60em (20Ccm
mg =9090N ) <
em  ye pouso @ centro de
E ncontrar as ® (© gravidade
eagges normais nos pneys

D)'Ogmwxa de corpo |ivre

2iMnt 18 Ry —0.6- 9000 =0

= Ra=3000 N

9 000N

1500 N em cada prev Traseiro
2 Mg [.2:9000 — (.8 R, =

= R,= 6000 N (Ri+Ra=9000)
2000 N em coda pnoy do prente
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5.5. Centro de massa

Corpo rigido

dm =m =massa do corp o
corpo

centro de massa
?\Zm S-}ﬂ'c_gmfctm
S dx Ol)j dz (? = mass a Vofc/méca)
=
= =T
m = OUS_: :—‘mf idm

= r:; [:jl)?z ),“)fﬂ — {orgas exfermns
| + = dm _{5@’)—%{0@@ interna sobre cm
- )
"o
9)

5%
X dm =df (+ F se houver
forga e xferm,

ma\’m :S‘ oL odm = XOL? SN Ei <— forga vesultont
v po cOrpo =
Zero
—? —
r =mUdem

O movimento do centro de massa dum Corpo rigido
de massa. m é igual ao movimento de uma partioula
Cf.@ MAassa mjsob aguaﬁ qJCua um 7C0f/(a f\—“;/ Lgua[
& soma vetorwl das sorgas externas que

afvam no corpo rigido.
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Eyemplo 52
2 ] .
Defermine o posic@n do centro

de massa do DS ma triangulaw
Com ase do arestas er e
X aLWL,ufav C com massa dlS‘

a
b J teibuida um,ﬁormemm@

Resolugan. O volume definese por:

0~ x 2b 0LyLa = géz£0(/—§)

)
~ £
massa volum/ca equagao da
\C yeéta -
b

o\rnfg(xxdgdz X <
)G[ng

5 o © o 0

3

2 b
MYw= S ac (i _ X } — Sabc - | Xew=b
0 3

3b

6
abc(, b) L
mgcngggg y dzdxdy = §¢ 5 gg((—f)o{xdy
s (e g1t ske s [T E
abc|_‘<) & b
e =34 00" 2de dxdy =5 (0 S (-3 dx dy

2

(u|(7

= &@fogb@ - 2.1 r’;)dX‘S;C—Z(b_%Z’LBbBB) L
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\

5.6. Translagdo sem rotagdo

_%

N
? FZ m acm
: - — £orca - Lindrio
Fo \j‘ M. resultante no
centro ce massa

C

S -~
@.q{uawuu» Porﬂfo - ac.m :? 9 CO/fPO disloca-se COmo uma
partiwla di massa m, sem vodar

-

NS
— Mr=0 (em relogoo ao cenfro de Massa)

——

Exemplo. bracio traseira

T en, m =129
- ¥

Me= 05 émdas e mmpa)

100 (declive 5%)

Resolu¢go.
Condigcoes para obter aceleragio maxima:
o Forca de atrito (eera/Jrl'Co) maxima — Ta=Me Ry
o Rodas |/ vres (a great\ sem atrito nos eixos
¢ Com Massa o 0
s 5=0 (no momenoam gqu Paﬁa do rQFOUSO)
— (esistncia doar ndla
Diagrama e corpo livre

R,
R m oL
A = ™
C
0

B
mg 03R, Forga resu/iamijemC
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C C=00,0)
A . p A = (~4) —Z,5> (oil'SJr@ﬂc[aS em (_m)
B B=(3,-25)

comparando comPomnfas das forgas Nos dois lados
do d[a%m\ma de cor po livre:

_ - 9.%-5

Z \_‘j RI ‘\_RZ_MQ:} :O (%j: 958%-100 >
V10025

comparando momentos ¢m relagéo a C:
-4 25| |3 2% J
M . — MOM RN OS)
2Me R, -038, R2 O (em N-cm
~4R 3R, - 1.25R,=0
x \rQSO\ugoTo dessas 2 equoGoes dé as 3 varidvels CL)PI)EZ,

o= 2.91b Sm

+

O Pro\o|ema pode tambem ser  resolvido calculando
momentos em relagao a A emvez do C (paca que R,
NGo enfre Na Qg{uangB, Fa=05R; nao prodve mome o
M r@\agao a A)ra C:(4r/ 2,*5) em re|aga_o a A.
Comparam-se womenlos nos dois lados do dl‘a}ramaaﬁe
(Cas.,
’ SWa: 7R, 1L|4F >
m% MGy
1R2+4m% —25mGx = 2.5ma
resolve-se junlo com

Z Fx : mgx — OO5R2_ = - M Para @ncomtmr ﬂekg

4 2.5
~ l-ma O
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30 de margo a 5 dealoril
5.7 Movimento 3era\ do cor po rn'gi,do

6 4ravs de liberdade:
. 3coordenadas dum Fomjco
4 (XP)%P)Z'Q
« 2 am}utos Gus dl@imem
o duregdo dum ge?mento PQ

v OLZ'\'mufé (LQ P_Q
I "nC\ma?aO em pe{a(;ao
v ao p(ano hari 2zontal

e UM awﬁu’o& dﬁ_rO‘l‘OL(;aO
em torno de P Q

Q
RSN

Rolag ao (;om_eixo gixo; todos 05 PonJrog num
sac}mQﬂJ{O PQ permaneCem em (epouso.

= X®) %P)2P)Y) ( Condﬁnts
= Um Unico %mu de liberdade:

H = rotag({o No P|QV\O ole rofcuao _
(Perpond{ wlar ap eXo PR )C/'Xo)

JEO&QS 05 PonJros no corpo estao em mJ[aga’o P\ana.

Casos mais comPU cados Sooma's foc?lmamﬁ analizados
\)Q\o meYodo do cap(}ﬂ)\o 3.
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5.8. Rolagao com eixo gLXD

B-wlk L=k
P = X0+ gj‘JrzT; (doe{ememlo dw)
O = Bx7 = w(-yt +x7)

(2) A =&xX7¥ +Wx0

= (YT X)) ~wi(xE YD)
= (coey — w2 T +(otx —wru)
forga resultart no elemento dm:
momanﬁo des Sa forga em r@Lag(io a origzm:
- G J k
M = T x d? = X Y

—o Y- o WY

T
dM dMx e C(Mj ) quando MJCégrac(w
du en todo o corpo, deverdo Ser
e J nolos par qua a0 Confrariados
0 ’ por Lorgas do contacto no eixg
X AM x

que Nao permLﬁm ralogoes nes
P[anos 92 ou XZ.

e =(0989) = y(=ty -y dm = o (s o

dm

O
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z —

F . .
- -
£ Forcas externas: %, Fayeee E

f aiguma,s (@)/—; Sdo Sorgas de
/, co(TTamLo No z:|'><o) q}ue contrariam

~ 5
Fo

s comPonenEs X ¢y dos momentos

&M das forgas (nfernas, mas nao
Fkodu zem momento My .

COmPOMﬂJBL € o(o momenJCo resy {%an@:
M% - (i:(ﬁi )'/‘2 - (ilax;ﬁ>°)ﬁ

= _ 0s momentos das cargas >
MZ g CQ M% [ internas anylam-se iaomf@%m(
volum®&
Ms = S o (X7+y?) dm = oL g(xﬂﬁ ol
volume Volume
XZ_{_aZ. — RZ.
podistonda dedm o«l€ o eixo
< e rat agao
_ 2 momento de
I% Vg R%dm inércia do corfy
olum¢e ~ v}
em (elagde oo
CixXo 2

_= _ UGEL QO do
= mommf(ﬁ H’,S({Us. eom — M% — 12 ol s%vimenfo om
relagdo o ¢ixo £1xo LiX0 £iX0
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ExemPlo 5.4. betermine a expressao do momento de
indrcia do um cilindfo homogéneo, de raio R, altura
L ¢ massa m, codando & volta do Seu ¢ixo.

Resolugao.

t Convem usar coordenadas

R K ¢ilindricas (1,9 2)
u L
Y
* &_\J

dm OCuPa o volume Mgin[f&slma[ Uﬂfre e |/‘+df)
entre ¢ 6+d9 ¢ enfre 2 e zZtdz2

%/ R volume ~ volume do

O « . L ﬁ', Pamlelepfpedo com aresfas
0 =2 o) dr, rde ¢ de
dy = pvdrde dz
> dm =S rdr 4o dz 3 =consturtz (cil. homogeneo)
L 2m R
M= § C Crdrdedz=5L(29(5)=5TR*L
© o 0 L2 R .
To=5) rfdn=5( § {rdrdode= L) (%)
volume 0O 0O ¢
_ RY L I 2 a altura L
3T P = |1z = 2 mR nGo interessa
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Teorema d0s eixos Para[elos

z
’ O momamfo de ‘nercic para
um ¢ixo (2) pode obter—se
civo de a parTir do momento oo
cotagao inercia dum auvtro elvo,
¢ixo paralelo | par a\€|o) Gk pasSA pelo
a %, passando pelo Centro  de massa.

centrode massa C

No plano e rojragoTo (XY):

® dm _
R R Lei do cosseno:
o §‘€in 2 R® = Rcz+ d*—2Red cosd
~ N eivo d = disténcia entre os dois
Par&le fo e(x Q5

1,= ngdm =§\?c2dm + dzjdm —Zdjkccoséc@m

Recos B = X¢ = coordenadas X de dm , em relagao
ao centro de massa

= SRC cosH dm = chdm = coordenada X do C. M,
em relagao o C.M. = Q

= | T, = Toy +md? Lo = momento de indrcia

em torno do eixe

Gt passa pelo

C¢n+(o d,a MASS A
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6. TRABALHO E ENERGIA 1319 de abril 2020
6.l . cOrPo f,/%'do am Wa/\sfag. o, sem YO‘FD\} a0

o Z P

5B =F=ml =

(=t /]\
( qvelquer pOﬂJFO P) o)

X

- F mEedi? = mapds =mudw
kcompo\néyﬂl‘e ’fan}anaaf da gorga res

Fids =m odo = ngtdS “mg\r‘w

23 2 +rabood 1ho
g?r,d‘r" :f Ft ds = %YY\OB,Z—E‘-—W\D/\ (& forva
P S ves vl tante

Tearemn do trabalho ¢ a energio cinetica

frabolly da Forga tesulante: |Wi, = B,

—c ,LMU = energio cinetica

Cado forga Fﬁ% FQQI{Z'&‘\ Frabaho:
Wiz (F) = § Fede (dP =dutrdysrdzh)

teabolho da forga re&ultante = é%z(ﬁ)

UNdM@ ST de fmlowlfm 4 enaf%ia:
LT = 4Nm =1 kg (joole)
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EXEMPLO 6. 1. Espro\angade desde um Pre’aflo

z posi g daa nmcm](sx)
4
i’ PO ’LXO 90 2‘0) = / J [5>
\om Fo velocidade i cial (SI)_
o =121 12257 A5k
X \gm Y

PZ(’@Vm\'nc o altura 0 X (mad g% a 6]C€r0\ Q’I’N?g

Rosolugetp : f}:—mg’ﬁ ({?nomno{o wsist. do ar)

, D

|mP\/\50 = S-? d‘f: =m0 -m% — mﬁ—%’f?#"‘/ 3)
. Po U=Vo- ot
O = 131 +22.57 +{15-9.8£) %
P altura maxima) =\T [ mo —> & =130422.5)

P
Woy = gF\r df——m}f (dx’t+d3f+dgfé)

= ’)"{% ~%o) ”7_)“{\72 L%‘T

Maxsma
solve (-9.8% (21~ 15) (1324 225%2)) - ()3A2+215A2+\5A2Yz))~

— A =2648mM

6.2. Forgas conservativas

%)
\I\/\g,? § Fedr  nio dQPQWO{G do ﬁajeﬁ_o’rfa
P
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Ev\()r?/;a POTQV\CTOJ Up O!Q,ff\/)l-da por:
Up =— gPE e Po—> ponto arbitravio
Po <UP° ;O>

o P
= W2z { F-de +( PedP = Up =Us,
P\ Po

Up dapande do escolha de P ymas Uy —Up, nao
EXCMPLO 6.2 F=(3x+ty)T  (%,4)=(90)

CdlCU]G \N/|2 nos 3 percurses CXL) 92) (\)D
@ fetm de B ate (1,0) +veta def(l,) o) att 2
@ eto de Pioaft Po
© reto de P afe 161) +retn de (oD ate P,

Res o(u;ﬁoz

N
g)’f“-(dyf)

® | g____ ., d?id%/L\fdtjj\
. dy=dx
= 9T R (Trp)dx
RN
Pl (1) \ = ]?: 4"><]£\
Wip = [ (4xDe (t+3)dx = (4xdx =ax?)
(5 0) ©

{
0
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O AT =dxt , F=(3x+) 1
LO> ) > °P2
AP =dy
2 tdyJC
P, — X
o) P2
W) 5 = § Eradr + SF dr
Pl /\/g ZO)I)
1L
_ | _
— — (2 ¥? —
J @D dx =200 =5

P

=

N%o ¢ canservativa

ENERGIA POTENCIAL

5 Z2
peso Pi zi
z i—m ’[Z 0 peso (e qyﬂgy@f Fovg a 607\54'0(1(\7‘?)
%'Z 2 copservativo. %O(
5 W Zo=0 = Ug(z):mgg v
@ Elastica

Lorsm ?\&etica —> \E’ =ks (leide Hooke)

= g|0(\%a$0_LO da mola  k=congt. Q/ofg’/‘fca
N
=0 S=Y~Yp ﬁ:-k(f‘-—/r@ €r

P
> % coordenodas polares (1y0)
< ?e\r‘ = W@r

> dﬁ;d(‘@w %FCIQ_/Q\(') Olr\:dg
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RedP= —ksdg g%ar _2\<(9‘~5%)

@ Forgas cenfrais s CLPOV)JWLm NA Cllragao dvm PO/T/D

=508 = Bdfr=fd U= éﬁﬂdr

6.3 Energ.m mecanica
\f\)\2(?r> — ECL EC,|
2o WP + 2Wa(T) = & -
C‘/w\,/ o

corsovvodivas  nao—consevvoti vaLs

Y
U‘ — UQ_ + le(n'c‘> = ke, — B,

U= U} Ve +- - W\JH'C>:<EC2+U2> EC'+U>
E,\Qr%h mecanico s Em= EctU (%ﬂeg?dz
Teorema. do trabolho ¢ Omerg (X MECAN ca

Wiz (nc)= Em,— Em,

o) Hﬂ‘oa hO &015 Mrgag nao COV)QQV\/aﬁ VaS Qo

lon?o O(o\TmJaJmma ) ?c/a co quments ol a
BV)C’V%IO\ VY\QCamCa
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Sisfemas“consarvaﬁ!os. Todas ac forgas Sae
OO()SQ\(_\/aﬁ vas ov ha fovgas pao conser valt vas
mas o realizem Frabolho,

Emy, = Ep, Em permonece constanfe
U(S):—sfﬂols = [F=-d0
So dS

GRAFICOS DE ENERGIA

(Em :consﬁﬂi%) / PON%O/%%;’:(O%'PT 0

L — - -

’ OSC||a Qyﬂ?e S, QSZ
_ G
(imposstvel <y
I mf%' [ ‘ [ve ><U)

Q=+ | ‘;Zr \ ( |

Sl %eio §LS g@qUI)L Sequil 2

Em KConsTo«ﬁ‘e> ¢ uma refa horizontal que nao pode
etor debarxo de U.
En=| — impossivel
Cm2 0 g,’g‘i’ama osu'la €hﬂ”€ S 632_
MaXimos ¢ minimos de U - PonJros de eg(ui\fiorio:
Se Em = UﬁSequi () —> U’:o)a{:o)sis% em repouso
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6.4. Movimento har‘mém’co simples

z

k = y U=LkZ +mg 2

04-_2 @)

—__dU _
zl S m R = —O@i-»kz—m;

ponfo de egui \"brio (E:O>
= Zy=-MZ

3
s=t-% % 2=s g =Rk

om%u/ar m mrg
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t=0, S=A, v =0
4 (%>D) \)">O>

+ S
AL n NAz-s2

P@ rI/OA()j m :3,11

Maximo: -

U_/:%_S-[E =+0) \SAQ—SZ

= S = A coS(5t)

at=T = =k

pos;
pos;

(%o01)

(%i2) solve(%,s);

(%02)

pos;

(%i4) solve(%,s);
(%04)

(%il) Q*t = integrate(1/sqrt(A™~2-s"2),s, A- ,s);
Is s + A positive, negative or ze or ?

Is s - A positive, negative or zero?

Is A positive, negative or zero?

t Q = asin(-) + ---

[s =-A cos(t Q)]

(%i3) Q*t - %pi = -integrate(1/sqrt(A™2-s"2),s,A,s);
Is s - A positive, negative or zero?

Is s + A positive, negative or zero?

pos;
Is A positive, negative or zero?
pos;
%pi S
(%03) t Q- %pi = --- - asin(-)
2 A

[s =-A cos(t Q)]

S %pi

A 2




1.6 Trabalho e energia 59

6.5. Energia cinética de rotagao

P
1 A”‘ dw,, (47) = Am vz~ d’;m\f

" corga vesultante sobre dm

dm @ (infeyna ¢ externa®

Wi ()= 3 We(§0) = ) Awia(d2) = 4 fo2dm-s [ o4,
Volum, \IO lume volume
£argas exﬁmas
\I\/l2 \ EC _[-_C,‘ EC:\ISU‘ZOMY)
volume
G — &M+HX? «— & da massa dm

_%

A :POSfCa_o desde c. M

._%
U’Z:U«\?’: %%44' |C?J>&F|l *’Z\TCM°<\?%?>

b

escolho-se eixo de votagoo no instonte + —> Z
Wrt =wutex]) = (DR = w?(x? +42)
?CM“(@?“F) = (Y Um, +X Ceny ) W

S%& dm +-L- ng(Xz% dm + §(-y o 3)
<~ <)

:>‘ Ec:\zm VCM —|—J£IQMWJ

A~ : _
enuginde {ranslagio KQHQ’?'& 4¢ vofm gt
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=% =0
Exemplo 6.3. A

“%@\ o
ES‘?Q\W\ %omo;,e/v\eq R %c??

de raio R ¢ wossa m
gue rodo Sem des | zar

Resofugao _

forsas extermas m esfera

=
6
Rn" g

1/"\% —dSc — de —
dsp:o 2 /R—H o

—

Como dgpjo ) Kn ¢ Foo nio realizam {—mbaMo
— . — constante (sist Co/\Sér\/mL,‘vO>
— "=

posiséo inicial

E. =0 U=mgh Ee=

posigan £ina

N K
= %9% :%%Vol Ue = \o_%h
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20-26 de abril

7. SISTEMAS DINAMICOS
EAY Equacoes d,'tfe"e”‘:iais (ED O>
Qx@mp’o: vaeiavers Separ&vefs.
0 = = f ghe) —> [ <[l dt
— — do
e OLIC odo

Forma ?era/
[£, X, % %...)=0 X ()
& 1775 200
£ - vari avel mtﬁep!wo&ﬂf@ :
\V > var(ivel dbzp@négpn&

EPO de 12 ordem
?/(%/ X, ) =0 —— X = Jl(%) X)

oU YNl S

So!ugao Na(j milia de nGOes X[t com uma
7 %ans%anh a;r};rjrm/wfa,

Exemplo.  Y—x-t=0 — X=x+1
= X =cet -

Solugao |9ar+l"cu(ar L Verigica uma condigae (hicial
(to, Xo)
E xemplo. >2:><J(JC) am 75:0) X=3
= xll=4et—t-
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EDO avténomas
%x)x’,"x’/. .)=0 @ varida ve/ deopenc&mi/
£, G0 o parece oLejaorma
X () explicita.

Exemplo. 0y = 9.8 (51} (vz|o(. m ngda |3vv€)

7.2 Sistemas de equagdes diferenciais avtdnomas

54, = g‘(x,p@ Coso com dwiLs variavels
g Ko =55 (X, %) de pendentes Xi(4), Xl¢) ¢
| de (% ordem

Espogo de gase
o

estodo do 5?5%@/\/)0\ no |'n5+an{fi

TN
/ézjl\ © ¢ €& (x(0)%x()
2
g, ot a Pon‘fo gl/a @5?0\90 O(!Ljﬁose
2

Velocidade de fase
W= 500,08 + 5,0 0% (AW

le >
N o )f/()(,)X2> = ClUYYlefWLO e X'J
bﬁi@ por unidace det
> K 3520<')X;> =aumerto do ij
t, ‘\ par upidade de £
dq, e > U= dQé’meenTo(vdor;a/}

(/g de LJ\(!LO|U9(_E) do as+ado/por onidadeds T,
angenle o
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( “: m TN _ ilzg):\ N A A
9(5 ¢Ma dlﬂGMICQ S (/L:_Le,@[zez

?ZZ:§2

—=) Qﬂcor\Jﬂ’ar *x &Vo,ugao do EIQTZWM a Parjﬁr* dom

eﬁjtao?o nicial Lo <&V tma €1L0wa dom POMO NoO
25 gaga o 7La§€ cam

velocidade UL(X ) X9 conhecida,

Oscilador harménico simples g S
= % T Mola %
br
m

Moy =-kS (5:5+m%>
5@((/&@@65 O(ﬁevo|u§ao

%S U/Q () = \/_A freq. O\n?U’aV‘

-5
substitui-se & por 2= U=LZ
QR =02
5 -2z Estado — P=(s-2)
2 =-QS Espago de ose
velocidade o fase z A N P\{f)
b:(QE;S\LS> r w
9 —s

’UL,ZQ&ZZ%—SZ = QA (A:W:O_P)
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P

jcmcm?ubs s eme [hartes
A 4oy

— U per | pendicular @OP&JE@m médylo AL

—~ daietdria de P noespage de ase) circvlar ,com
(‘O\T>O A com \/Zéoadgaia COV{;?+QIY(’Q AQ

= nov. da P = mov. cireular vnifarme, com velocidads

%ucurﬂ
—6:6'0',Q_t Qo—ta ( So> QMLL 0)

S=Acos € — {S A Cos Q‘é -9)
{5 = Asin O =-CLA S(W(Qf Q)

Reteato &Q{QSQ (@SSI/\/@@ curvag OQZ\/O(UQQ\()
K% \w

Gmf%o/ ; /sz\ .
& AL ' ki/rﬁo C&LZ UlUDr;o

PO
(7 per manecc estélie)

As D)\cu urtes (wruas de @\/o(ugao caroterizom-Se_por
\fémrﬁw valores da Gp lftu&ﬁ A = Wo>

[cond»gveg m\clals)

Ew= LkA
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Campos de diregdes
P L Programa plotds do Maxima

& \OLI la (xmox ima)
2

lotdqt([u Uy ] [X domTn

b—f—at—> %, f She %,], dominio
v, 7 F)\)/,) )Xl)Xz )
3 derivada
EW&W\P\O: > =V (oscilador harmanico com )
\.)’ :_Oigs k/mtog
No Maxma:

P(ot d (Tv, -0sxs], I8V, [5,4,61,[v,76,€1);
mosttx o campo d¢ diregoes. Clicandg num IyonJro do
(o, aparece o curva de evolugan Gus passa por esse

g/czﬁok\j d P(?ogramm ][)|o7fr£‘: ‘ﬁ@m Voflr?ag 0]?9565, PO)’ QXKMP|0.'

?LO}t qu([\/}—o_g Kj [S}\)j/ [S/“(’/é]) ):V/—G/éj) [vec‘bfs) ! ”] p

Ctcajectory_at, 4,013
N 00 mostra oéJ v@Jm?es éo cOm)po de di regoes, mas MﬂﬁLfﬂ

& v deevolugae que passa por (s,V) = (4,0)

PO & 22 Qrobzm)au%noma

bo 0 y — ‘S’I'@m dri’);?\ co
X __)C(X) X) — >.< : SC(Om aauas h
Y = £%Y) voridveis de
Cs*ado@,j)
Exemplo S
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7.3. Pontos de equi[(lario

?onjfo do espago de (ase onde =0

estado inicial = porvto de equilibrio — 0 s (sfema permanect
SempIe NeSSE ¢stado

EX@"‘P|0 7.2, >.<l, = 4”X\2"4’X22
X2 = X5~ X,Z +

No Maxima:

UL: 4 -XIN) —AxX2r2$

W2, X2A2 =XAN2 41§

rloat (solve (Tut,uz)); mostra 4 pontos de equilibrio

(solugses reais)

plotdr(Cud,uzd ixt,x2) x4 2,3],[x2,2,2);

2
mostra os guatro
@%,\)\/ pontos Meggiﬁfbr(o

X, Q@ moloria das curvacs
K/w de evolugao qProx{mam-
;/\\ « ~se desta ponto
>

X, 3
Exemplo 2.3. A componenﬁ tan ?zncia( da Torga vesuHang
g objejw com 0.7kg 2

= S gstasias (D) (Rl

Keso|vgao: gé _ v

B 10 9%, 4c3 2 2
U= /g( 2+ 45257325 +25)
ponfos de @qfuflfbM' J=0 e ;=0
(¢i xo das abcissa)
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Mayx tma:
FL: —SA4/2 +4 %SN3 —3%SN2/2 —32%5 +25%
o posiGao S dos pontos de equillbrio sqo arraczes
reais de Ty
cloat (realroots(Ft));
mostra 4 ralzes — -2.65 051,3.95 5591
Retrato de fase:
plotds (1Y) 0%Ft/3] [5,V],(5,5,81 (v,~50,50);

H0
___oscilages
/ har ménicas
V 0 o \
oscila¢ag
P~ nao harm-
50 )’)I‘CGS
_ - . ;

Equilibrio estével e cnstivel

estdvel: o éstgdo aProxI/ma~Se 0
\70nJCo dﬂ zgr(/i (ﬂoﬂo maontdm =S¢ Préx:mo ds ¥

r Cﬂffavﬂ/ ) estado ajcas%avse do P
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No exempfo 72,0 retralo de fase mostra
w oS Ponios cleo egfui/ﬂor[o No I‘; 2%¢ 3° qwdmﬁ&f
0 plano XXz S50 instiveis, enguanto que o ponlo

do eguff[ibr(o no 4° quadrarly € estivel.

N maior parl ce estados (picials conduzem a quo
(X1,%2) se aproximem dos coordenadas desse porto.

No exempto 2».3) 0S PonJCQs de egruilfbr?o ¢m

S=-2.45 ¢ S=3.95 )
SGO (ﬂsfo’\veis) e 0S Poofos em S=0.8leS=589 sao
esthveis.

Nesse exemplo, a estobilidade do sistematombem /Oodza
ser determinada observando o grafico de Fy

PLQtZOL (Fi‘) [S)-B/ ?]J[XLO‘D@L) HSHJ/ w{’abeé) ”Ft{j))‘

60 : : l l l
40

20

instavel oozl
F}C',—a{' F{;f += - QSLL&VZ/

Ft

-40

-60 -

.80 |

-100

-120
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Ciclos e orbitas

Ciclo. Curva de evolugaa }cec[/vada O sistema oscila
()arlodlcam ente

0//\ S A

4
» /5

t=0
N
¥ “A & T
/—6;9/\ 5_4«— — _ = — —
A/ il
¢

Orb 4ta homoclinica. Corva do evol UG GO jCed/»aa(a com um
ponto de equilTbrio mslrove/

N

rS T - = ——

QSCI oLgao NGO /)anoobca <50(,L{ao

Orbd’/a heteracliica. n corvas deo eveo Uan(C) e n
PO os dp equilibrio instavel (P) (n>1)

P“?Pz C} Pg‘ﬁpg C,n Pnﬁpl

3 { C| PL C

2 A
PI v_—s\ P} X; - - C\/
C} )( - - — — — - CB
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7.4, Sistemas conservativos (hami[foniamos)
( >Zl: f0X0, X2) ¢ conservotivo se:

Xa = $2(x1)X2) /%g—'l + /g—xj =Q
jt‘— {2/4’ 2 §_7> = g—é\ 9_ é\
g ;2 2 9)(' ( 4‘9)(2 2
= 20, M =l = dwcr%mcm da velocidade
X pXL J}O\SQ

E possivel encantrar H(x,xz) (hamiltoniang) ol que:
FOux)=2 e ;&(x./xz):-w
7K

o bserve gue:
% 2H - _ 2
“ o~ -9h € s %5}_ (%E)X\_ 9)<{,49
PSRN My W X J

Ob 26 2% A

Qxf P72 PAIX, KX,
Basta saber H(X, %) para saber quais as cquagoes db

evalugaol (S = i
{X 9><z equagaes A Homilten

7<|

vavingio de H em ardem at:
dIY = 9H 1 (oM
i v X+ e Xg

nas curvas de @volupao do sislema associado a

= dit_ H M =0 (He cansfami)
0 PLL XL X X



1.7 Sistemas dindmicos 71

—|As corvas d2 evolygao do sisTema dinamico Sao
e rvac sao constantes (corvas de nivel detl)

)
.~ COrvas de muz_’ O(Q H(X,)x&)

Y

XZ B '
= Curvas de evalvgao do sislzma

dingmico associado a H

7 =10 (st 457~ 26" 325 +25)

ﬁ'a_—%—\—g(g(_%”.)) :O+O :O
(5,9) (4 ,
= sistuv\a conservod;;vo

Clag = _Code = 2 ¢ (s)
I 7 A SU z
%% = ?(S) = - |3Q (—%41_ 4'53—-2—52—~325‘|'25)

f(s) =~ 3 5l (‘s—; +hs’- 257325 +25)d5 (: —rlﬁ SFJC ds)

&%(S) - L(s) = \/(S> = ?OJCM cimL) (\) :e,ner?{a nggnc,‘a[)
m

N = 57 0%, B3, 1602250 =\/(s
§(§§39+_§g+3s 205 = V(=)




72

Sumadrios

()= o UL - BtV En fcnsharh)

Cfa’g icos No Maxima:
ploteq (H, 0,3, 5,581, [v,-50,501)
plotad (V, 1s 4,75, [ylabel,"Vis)");

\Y
Smﬁ)ﬁ
PonJrO 5«,1, ’ ato  poko pente
1 Pl Py £
500 .
J/ Sma
¢ io_(}) 356. homo!7nica 1/ 346.4 {]
m N
7 300 ciclos 250 L -
200 | ot
N hom.2 1147 hon3 1147
100 | S 7
ciclot ¢l
o} NG i 2]
-100 } -32.9 MQ/)(NY)O—%@Q,U;/ |
minimo - equil

-200

0 2 4

6

insfa/vd
estavel
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23/obril =3/ maio
8. MECANICA LAGRANGIANA
8.1 Gravs de liberdade e espago de fase

Sistemas com varios corPos r791d05 em movimento.

EXZMPlQZ -

X !

[l

carrinho

£ yodas roldoana cilindro
xS
Cotm homo?enea) 0= \L 9

& voribvels ngaﬂo\Qrﬂt@ do £ = %Y,
4 velocidades — X,fj,@(b
condicaes de |i%ac,ao

() Comprimento do fio : Xty = canst-|&p X=-y

@ as_rodas rodam sem des|izar na mesa

8 X=10 < [rp +x=comst.
T
Jg=0
@'O fio noo desliza na fo/olana
b7

e QV = 0 S|P Y=ot




74 Sumdrios

Sistema com um 9rav de |therdade —> g
duas vacigve's de ¢stado —(9,4)
uma equacao de movimento —> G =§(9,9)

velocidade de case — T = (4, £(q,8)

Sistemas com 1 gravs de |iberdody

N Coordemdas @znwa([gacﬁo@“} qr,lgz).../go
n velocidades generslizodas — g4, ... G,
Espagode fase con 21 dim ensaes

tstado — (ayy e Gay %)) )

N equogoes d Moy m ento:
q;i:jﬁz(@r,),ov@mql),“,g@ L=1,2). 00N

velocidade dx fase:
L=y G0 - 50)

esta expressao permite-nos construin o campo de
diregoes e obter as curvas de evolugao do
sistema.

O objetivo deste caPiJm/o & mostror um método
paral delerminar as eqya;?)es de movimento.
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Equag’é es de Lagrange

nuM,co fPOS

‘EO@f?CQ Uﬂé/‘hca EC(@‘)"’)%”)?’)"'}Q'D :Z; E(U

Aum. Corp,

. e p
Eﬁzr?(a Po’tﬁnC{aL. U(q}l),,,)qo - % Uj
Por cada grav de [iberdade ha oma equagoo delagrange:

d (9E\ _ 2E 9L _ @ s n
55 )-8 = Q= an)

Ri= farga %n(zm|f—2ad¢: avmerla-se g; em 29; .

= 0 Pon”lfo T onde afua umaﬁfga nao -conseryative
deslocar—se-a em S¥ (deslocamento virtval)

> B-ST (trabalho virtaal)

Q: = F.of
L naozconﬁ. 09

Exerv\\>|0,

roldana: my,ry, 7, =

Determine a aceleracao do [] ms
carrinho.
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{ grav de liberdade . Estado:(y,§)

Co 09 e £ Grrl) () - 130 )+ 29
b~ 'IZ(T“O F4m, £3m, Jr’“i;“y’&) 92

U: ,mag\j 6@0;/)5#0/#@5)
a0 de Lagronge:
€ quagao agranze dosprezands a 1

st
d(&>~&+/ﬂ)—/o doar e o atrito )
de Y 7Y 2Y Cin{tico nos eixos
%((mof?ml‘{'%}’-\-mb\) 9) —mgg,:o

(1ot 70 +202ins) Y = M5

" cons%aﬂfe

3

ﬂ = % ” |im % :9,
Mot M+ =2+ M3 o

ml—70
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E xemplo 8.1

rodas com massa e atrito cinético no eixo desprezaveis.
Encontre as equacoes de movimento do sistema.

2 gravs de liberdade. Estado—s(s, X, S, %)

-

U’Z/Oo?daaﬂﬁ do P/omo incli nadlo; jL? U;Z: §2
weloc. do bloco, relativa co plano; }W |€—% | - X

ooc. do bloco: 2
i gd” P Gl | x|
— —6" %
| = Vi/p o
o B
O'\,l = éz+ x*-2 5 xcos (TC'G) - '52+>.<2—|—2é>.< cos

te = % S +% (é2+>22+2§>2 cos&)

U:M?Xsmf‘r
- d (9 ..
t d@((;—gjf%—fw%).:o = & (15 4m$ +mkcoss) =0

(M+m)5 +mXxcost =0

d aa>,:>€c Wog =d [mymé -
92 5‘74(%2 97*9_7«/0 >ﬁ(mx+msc059+rw}9m€ao
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P+ 5 cost +ihg sind =0
(Mem) S = meosth( S cost £ gsine)

. g cos9 Sing
S =
M+ — M Cos™0

X = -gsing - Scos§ = -gsint -

constante >0

mg cos9-sin®

W+ — M cos=o-
v (M) g sint canstanle £ Q
M+ —mMco Sav
Exemplo 8.2
O fio tem massa desprezavel
e nao desliza sobre as roldanas.
01 10 10
\r% \n{ As roldanas sao discos
homgéneos com atrito no eixo
desprezavel.
7m € a massa do cilindro do
1Y2 meio mais o suporte da roldana
2mi A movel.
Determine as aceleracoes dos
3 cilindros.

JHH T

Y 8m m 5m vy
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Sistema com 2 gravs de Liberdade: Yy y,
Compﬁmenfo to LO: Yt 2y, +Y; = k (constante)
Estado — (5!)‘52) U/UUZ) Ltcm‘to az vsar 912 oU Ui)

Ro|dana 1:

oz Jin=0 w;%’l I.:M%Y'
v I\—%f,
Roldona 2.

Ur + U5 _ e )2
UEM:VZ (A)Z: Y2 12’2m<@

Roldana 3%
\))3 M UEM =0 u)a—; i T = % V\BZ

Resolugao no Maxima. Comega-se por deginir as
derivadas das varidveis de estado em ordem o t

e P e

o® o° o° o°

}_l.
AW N R

~ o~~~

Degine-se a 3% varidvel ¢ as svas derivadas em relaggo
Gs varisvejs de estado:
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(%15) y3: k-yl-2*y2$
(%16) v3: diff(y3,t);
(%06) (- 2 v2) - vl
(%17) a3: diff (v3,t);
(%07) (- 2 a2) - al

Ex pressoes das energias cinética e potencial ;

Ec: expand (8*m*v1A2/2+7*m*v2A2/2+5*m*v3A2/2+2*m*v2A2/2
+ (m*r1A2/2)* (v1/rl)A2/2+ (m*r2A2) * ((v1+v2) /r2)A2/2
+ (m*r3A2/2)*(v3/r3)N2/2);

2 15 m vl
16 mv2 + 12 m vl v2 + --------

U: expand (-8*m*g*yl-7*m*g*y2-2*m*g*y2-5*m*g*y3) ;
gmy2 - 3 gmyl -5 gkm

Jd podemos aplicar as 2 equagoes de Lagrange:

(%110) el: diff (diff (Ec,vl),t)-diff (Ec,yl)+diff (U,yl)=0;
(%010) (- 3 gm) + 12 a2 m + 15 al m =0
(%111) e2: diff (diff (Ec,v2),t)-diff (Ec,y2)+diff (U,y2)=0;
(%011) gm+ 32 a2 m+ 12 al m =0

E resolvé-|as para enc onfrar as ace‘erag oes dos 3cilindros:

(%112) solve([el,e2], [al,a2]);

9 g 17 g
(%012) [[al = ---, a2 = - ----1]
28 112
(%113) subst(%,a3);
g
(%013) ..
56

A aceleragao do (2 cilindro ¢ para bacxo (a.>o) e as dos
ovfros dois siopara cimo (,40,0,40).
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Exemplo 8.4

ep ndulo simples demassa
e comprimento L , num referencial
com aceleracéo constante ¢ ,
horizontal.

Determine a posicao de equilibrio
do péndulo.

Estado — (0w) eq. de evolugao ~—>Z( «9(9 w,t)
‘ u;,/c = (-wLcos®, wLsin®)
3:/5(» L o] A o, —at (=9, U0=0)
i L7/< 0 = (at, 0)
|| = wL U5 =0 + Ve
Maximaz

(%11) vec: [a*t,0]1$

(%12) vpc: w*L*[-cos(qg),sin(qg)]$

(%13) vp: vec+vpce;

(%03) [a t - L cos(g) w, L sin(qg) w]
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Ec: m*trigsimp (vp.vp)/2;

U: -m*g*L*cos (q) $

gradef (g, t,w) $

gradef (w,t,alfa)$

diff (diff (Ec,w),t) - diff(Ec,q) + diff(U,q) = 0$
solve(%,alfa) ;

o/ :% cost —% sinG

Dontos de eguilibrio: w=0, <=0

Qcosf}c—gsih@efo = tanf}e:; = O =tan @)

apenas um Pon’to) 04924% ) porgue se L Qol 32,7_6/

com W=0 0 {0 nao fcava esticado .

o< )

doclive do
// do

Como 04 el Wy =) coste>0, Sinfe> 0

=

— N\ b dod - — R sipp -
- '’ Ui Z—SH’H‘) _{%QOS‘G

ot
b <0

0, ¢ pon’to de @g(uitfbvfo ostovel.

Um peodulo simples pods s usado para medir a
aceleragao dum rqarenaa/. Ce nesse rqzrenua{
o pendvlo fick em vepouss com un &ngulo e com a
vertical = Q:%tﬂﬂ[ﬂzﬁ
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Exemplo 85

Péndulo simples, incluindo
a resisténcia do ar.

Determine a equacao de
9 l movimento.

Ertedo—(0,8)  |TI=48 |F|=c i’
’t,gons oml?
aclrodinaEmica

0 — 9+50
|SP| = 250
- -Cka‘é’z (é>0>

Civa +C,@1é(2 (4.}40>

Qo= -C4L%|6/6

LY SV -mg L cos 4

%4@%5 ?% 54 G

PR
6 rmg dsing =-ClIo | B = -2 sine- Sk 1416
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Forgas DE LIGAGAO
N grovs deo (iberdads —> q(,,qzj, ., 9n

FOW&\ de |Zga§2&o>\ — assoclada a umo condigao de
ltgagao o [£(%, 92 -+ Gn) Q) = constante
qus permils sobstitvic G pelas var. generalizadas

Método dos multiplicadores de Loagrange

Deferminar A% admife—se mais uma variave] oy
¢ acrescenta—s¢  um Lermo ~?\%& o cada eq, dt Lagrange
wmu €7D lic ador

d (98\ 2% . 2U 226 —q.| (-
—_ -_— M Y/ —_— :QL L { 2 s © 0O n+/
a%( 99ﬂ> 2@14 +99ri 7\}grL ) !

resolvem-se simloneamenty com (%, -, Gns ) = Const

Exemplo.

V3 y
rodas: mi,ri,rg = -5
9 T
roldana: ma,r2,7g = 7 ms

UM grou de [iberdady, —5 Y

Forga do atrifo (estatico) entre as rodas ¢ a mesa=Iq
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o . e
P ; Fa (o2 com que ;=0 —> G=1é
H $Y,8) =y- N8 =canstant
PI: B_m(ﬂ = 7 variaves L Y, 9
| + (AN

. 5 o2
Eg:\—?/(mo+4'm,+w)zl+mﬁ>52 1_%(y)/{\’ o
d e
{”‘? 933) 7Y 25 %% 0

d (2C\ —2E
de(25) <2 10 260

(mo+4m.+%km§>g \mjj_pazo
Emlf.kg -i—Fa%:O
y=0re

{(W+4M,+%+m3>g £3m, ‘j =BG

FQ:_Bm;g
= m}g/ \Lc'll(nolfo
l‘j) B Mo ++M
2 MM
e . _2Mmsg -
mOf?’m) M2 +m3 :F(L

carrinho
—
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Exemplo com 2 multiplicadores de Lagrange

X

- Determine a tensao
no fio.

V3 y
rodas: mi,ri,rg = -5

roldana: ma2,72, 1y = % [] mg—_
! 4 é
] catrioho | .
’ () |
3 varfaveis: XY, 5 roldana ci lindro
2
I,= 02 (y

2 (ondigoes de //%aog —>.<:fz/°b ) Y=r,p

Sx= TP +X {y =\322=Y| — 2 mvltiplicadores
)

o e 2 « 2
£e= LMo b 7m )X+ Dol 2 g

U:—m39

d e \_ 26 9V _T,. % 2
a‘%(w> e g =0
d [T\ _2E + Q0 _ "

b 55) 554 Ta Ty gk oo

a 2t 9T QU _T /LL B
e (56) 558 Ty =0
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(ot 2m) X =Ty =0
mggﬁo /YY)BS/"/—Tﬂ =0

(v: o ~Tx b =Ty =0

Tx:‘”

Tj:

(”b‘i’ ?mls m? 9/

M), + 1M + 7+ Mo
2 0 5

(100 + 719, +52) N3G

m; ’i’ mO‘I'?m/ ﬁ‘&
2

X=1, /3
j=np
(7{)9}(&/7’7‘) ﬂ)

Tx Tx
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4-10 de maio

3.SISTEMAS LINEARES

Exemplo 3.1 -

T1,T5 : temperaturas em 2 /\
quartos. £ __)0-5 A

0.2 < T pii I ol

Com as temperaturas em graus 2 " ]‘

Celsius e o tempo em horas, os

aumentos das temperaturas,

por unidade de tempo, sao:

dT

dtl =2 —0.2(Ty —8) — 0.5(T) — T3)

dT:

d—tz = —0.1(T5 — 8) — 0.5(T% — T7)

Determine as temperaturas apds um tempo elevado.

W:, =0T 40572436 (Gisha Linear)

d 1T e or T +3.é _ [ VUocidada)
OUC[TJF {o,b/ —MNTL} [o,g} ( [w& A fose

paxﬁcm de egrui [Tbrio:

- | 3 solvcae Unica
Q.7 0.61 T} 3.6 Q\U/ |
0,9 -06 Ty ~-0.% um Unjco %)0/!"/0 de éguz /

1 e 05 /3»1 _K[Wéj
K 042-025 |05 —03]| 03 12 %8
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O retrato de fase,

p(mquc ([—o.;m T,+0.5% Ty +3.6 0.5% T, -0.6 XT, +0.8]) LT, 1] J[T,1024]
[T2,0,201) 5

nos e gue 0 egfui\.éesf&ve\: chi:mT,: 15.0¢ J[{;fg) T,=12.88

Mudanga de variaves para deslocar a origem para

o Fon’fo de equi Tbrio - (x)%)=(g0) & (T.ﬂ}):@;%) 1299

Xg’:_‘—z—l;'gg XZ:TZ

= 4 X 0.7 0.5} m}
d/JCiX;JF 0.5 -0 IX?/

9.1 Sistemas Lineares em [R?

g A R AR | Tovefor w
dt| Xz Ay Al X | espago de Juse
&A e A operadar [inear

Velocidade de fase:

a(ﬁ) = A¥ = (A“Y‘*A\zxz) Py X +A22XL>
(A, A — W no ?oﬂ%o (1,0)
{P\nl Au) —5 |k o Ponjm (o 1)

Y,:Tl-w.og iil:%'

~1
atriz ] oo AN UV Ae A} At Ao
malriz inversa Wn Ay A ( )
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F=AT
Prop(iedadas g -
o £xisle ym Unico Ponjco de (Zgru?\l [Mo/ (0/0)
+ W £ digerenly em dodos os pontos do espago de
fase .
* dado um Véfof 0\/ wer da RZZ) zxid;} sempre un
Pon‘fo No e5pPago de fose onde eng,uafa ess¢ \lor.
L(EF) = AR = k(AT) = kU

* o diregao A ® &€ amesma em cadq reta que passa
pelo origem.

o (Azz)—/ﬁm\ —s Pon’to ondg _lz:(l)o)
det A

(A, A0 5 porte ande W=(91)
det A

CamPO de diregoes . wlclina (%79, X, constant)

nulcling
(%,=0 ) X, constonk)
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9.7 Estabilidade dos sistemas Lineares

retas %—Ff, onde I, € na mgsma diregao de Wp?

S RN problema de valores
L=Ar = |AG=AG 6orias
X\ = valor PfO/PﬂO de /\) ﬁ:vdor pro/Pr?o de A
X >0 NELO
\(2_ XZ_
o * (o<1

X

Se F:) g/of \fQ’LLOI’ PFO/PW]O) com \[01[0!' Pf(;PﬁO rﬂ) }<PP —Zam)ﬂe/m e
‘A >0 NEQ

¥y X

X X,

existun dvas curvas de evolugao refas, que se aproximam

(N20) ov a{as%am(%>0) do po/r{o dle wruiffbn'o
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Exemplo 9.2 {k, = —0.2X,+90,5X;

a

X, = 0.5%~0.6Xz
VQJCO(QS/VG‘OV% Pr6pr|‘os :
0.7 QF[ff_ A K %%>YQL) QT[K:-W
0.9 -0.6 Xz] MKy 0.5 -0\ %] |O

~0.7-N\ 0.5

=) =0

0.5 -0.6-X

No Moxima, o comando ez’gmvecfors encontras os velores
e valores Fro’PrLos duma. madriz:

(%11) A: matrix([-0.7,0.5],[0.5,-0.61);
[ - 0.7 0.5 1
(%01) [ ]
[ 0.5 - 0.6 ]
(%12) float (eigenvectors (A));
(%02) [[[-1.152,-0.1475],([1.0,1.0]],([([1.0,-0.905]],([[1.0,1.105]11]

gm,:—u;z | ﬁ:k(|)-o.9o@
Ny=~0.1475 o= k(],1.10%)

N5 NTRATIVO ‘
(Qs*&vd) (1,1, 05)
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3.3 Classificagao dos pontos de equLLEbrio

N -
Problema de valores préprios: AT, =ATp

= [A;j :;;} Rj = [ﬂ (%, %) # (0,0)

An-N A
. =0 = (A,,—/}x\)(,/\%‘)\\) - iA‘lz Az| =0

Ay A22’>\

/)\2' — (P\(( i—AZZ) >\ 'i’All AZZ,—A]Z AZI =0

2 bt A =0 Po(in6m(o carateristico
N~ te AN et A

JLrO\QO de A\—/fFA\ = A+ Agy
d\QJCdvmfﬂarﬂE cﬂ{z N = dﬁ’t N = Ay Azz_ AIZ Azl

exislom dwas raizes X, e\,

(7\’7\‘> (7\_7\2520 = ANEN, = TrA
/>‘\>\L: O@‘t/ﬁ\

Nz = {FS t\/ <l%\>zvdﬁjcp\

2 Valores ?ro/prios (eals

dﬂ% A\ Z (ﬁ%&}l —) >\| ,/>\2 sao 00iS V\(;VYMJOJ

ceals di}guanfzs
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—

- ’ 2 -
= dois \/QJCOKQS proprios em R (fely)

A ﬁ = 7\|?| A?z - 7\26

AT = 7\LF5 solu ¢ao Faf‘tl’cubf
dT AT i) = ket
_t

4 retas de evolugao (solugses ?aﬁﬁw(aree):
o= ke T (ko)
Rlt)= et (ko)
Fle) = k@5 (e>0)
Lty - kT (keo

Solgao gera : Tt=0 =15 =CT+CT, (A+7)

¢l =C X e L Czéwcfz

(D Pootos de SQ{Of, Se detA 20
= N 67\2/ SGO (€S € Com d[&éy_eﬁfes {dd,{\\ :)IB

SINGLS
X2

Tl — >0 Equilihrio

Y . nsthv el
/ e

/\ N0
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@ Nés atrativos, det A\>O) @)2 S det A
trAL0 = %A Lo, 2,40
dois valores pr5prios feas r\e?a‘éivos.
= @qv?(fbrio estével
ALQ

RO\«

N0

3 N&s repulsives . dejc%\>0/ (@)2>MA\
1A >0 = dols valores proprios reais)Posiﬁvos

XZ//\
/ eq(ui \TB rio
AS0 indavel
v )({
>0
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2 Valores Prépm‘os comptexos

- £rA
&{A>{JL9/A\Y:> 7\[,2: 0tib {O\ 2z

2
b = \deth —(A)?
wefores propos, 1y, =G+ (0, (3,0, reais o mo@epano@e/ﬁ@
salygao (com valores COMP|QX 0s);
bt = bt 1~
r‘(t) C,@ e +(,@ FZ = “(Cel’ r+Ge T,

paco. encantrar as solugoes em R*: para um dado estadb

diciol T0)=To = kB 1k, (ki) k, reais)
Usa-  C, :L(!c—' kz) CL:LU@*L}CL)
N r( _ eaf<( cbf Lf)é)(kujrkzu_> L (bt QL)(I(ZO— )(Uz>>
K 9

— . = 1. lugao
T e PR oy | 2
fose

(4) Centros Jcr%‘%zo) det A >0 (dﬂt’\\l(fié\\f)
N, = Tb ({mO\%m&rmS) b:\ld@g;\
R(t) = cos(b)To +sin(bt) 3

= todas as curvas de @vo/ugao S0 c(dog) com

£1R0. qn?u/ar b (b:%r_“>
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b= 2T

=]

XL//\ Estléye | : - -
/A0 /.
k&ﬂ g Nt

(® Focos atrativos frA 40 | (%)Zédﬂf A
= 7\,2:0\*5[/}9 @:@LO

Xy X,

&_// Xl U +
—’!\/Esﬁé d

(© Focos rePU|sivos. JL(A\>O/ (JCLQIAYZ dot A

= Np2=atib  g- A so
><2_ X/

-
}
51

/Li/x \/Vf

2_b

Tastovel
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N és \oro’)orios € LmPro’Prios
det A :(JE%%Z =) ym UNico va\orPr5Pr70 g ?\(:45;_;\\
e
inom Mstoo [ _trAV —
Po\mor\mo c&ra{'@ (stico" (7\ r_LA\> -0

(BNgs proprios A~ wat iz dia%ano\(

0 n 0TX] o (%] qualquer vetor
A:[o 7\] [O /\\][XJ*%[XJ hR*¢ vetor préprio

X
Cepulsivo amm\ >
A\ y
/
Xy
oti ol
N0 %20

® Nés LmPrJPrIO§ A\ noo ¢ dia?ona(
= i tor pro ﬁo?com valor pd rio?\ = trA
= M Unico velor propno t, prep 2

e repulsivo atrative™®
/ e%
h //z/ X
instavel d

N0 % 0
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Sumbrio

det(A) A ,
Focos estéaveis Focos instaveis  det(A) = i tr (A)

Centros

Nos estaveis

Pontos de sela Pontos de sela

Noeixo das O(CQQﬂQdOlQ) eﬁjféfo 0S Sislemas com

fr A\:A\l "’ALZ:O

>°<I = NKHA Xy s

. vvazl{r o - GA =17
Xy = A gy Ko 5y, op = furtf = TA

Sao OS5 s[ﬂtemas Linep res conServmf(vag, em grwz 0

parto de ¢qui |Thrio secé v wnlo de seb ov certro.
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9.4 Osciladores lineares
O dicebamente praporcional a S (e pro porcional a ®)

Exemplo 9.3 Oscilador jnvertido: a4 =Cs (c »o)

S=u d r _{o (s N AN, = O
& =CS at O/] lc o \y] (consgrvq{,‘vo>
7\(,22 i7\ ) N :—7\7‘:,(: > W=C :37\:f\]’€

N, Ny remis com sivais opastos — Poﬂ{o de <ela
e fores Vré?ms:

N g]ﬁ 0 NS £U=0 U =A\S
[c ’%H&‘f {Ol N=C = 1=(1,7¢)
o N=-C =77 = (1)

NUC e
N it

) G

A \ % 20

Exemplo 9.4 Occilador harmanico sfmp\es: 0=k ¢

14

d|° 0 11f(s conservativo (kx0,m>0)
- Y

ﬂ[k‘f& LE M} M=t |

SRSV %:ﬂ\f—ff

—centro — ciclos com freq. W\?M(M‘ k
( ™M
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Oscilodor amortecido Ft:—kg —Cuo (k>olc>o)

2

AR

Ae N = -5 40 | det A=S1">0 (OLJCKO\JCF\/O>
@ amorlecirmento 1000
<Cf_/)\ BLL dszjc /S\ S %44 4_(),2 — [0 ijtrmL,‘\/o
2

(%) amortecimento critico

[£AY_ deth &= o = 4SE —5 06 imprbpric
T> - atrodivo

© amarticipento (o2
(%r /%Y> drtA = > bt —5 o atrodivo
L

¥ < J fraco (fo)

S Cr|/1L|(o ({\5 i
IMPVO/)H()
] N ‘

| S N i
\j vCO\F(E (na)
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I1-17 de majo

10. SISTEMAS NAO LINEARES

X(X = 500X < dvas funaes contTruas no PIMO (% ’Xa)
X, = qu(XnXL)

Podam nag existir Poryfos oA
égf(/fmofi’o) 00 exisTirem mais do
qu pm.

N
Yo eqpil- N £,=0

Aproximagao Linear  pum Ponto = (a,b)
Fe (60 iy B) # O 0) Ba(ab) +(4,-1) 241 () 4.
¢ hoa O\P“’Y‘m“?ao Se (%% = (ayb)

P=ronto de equilibrio = (o b)=0
¢ deslocoado o origem do ¢spogo de puse para P
(X:X(_a) (j:XZ"b>

fulay = X 08 (ah) +4 9k (a))
E‘jrwugﬁés de evolvgoo:

% -~ /3 ) b 9 ) b

X X%@H%;ﬁ—z@ )

) & X %;_2’(0\)\054/9 %%(a)})}

sisfema Linear

AT
Matriz Jacobiona = Jf(x\,xz\ ’FCZ }XL‘}

20 2%
M e
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5 4|’ A madiiz do Sistema i
~ L = Jlab 2 A0 Sistemo [[neor
at | y (%)) Y = J(ab)

Exemplod.| =4 (F-4x2 =X K+

(%1il) f1l: 4-x1A2-4*x2A2$
(%12) f£2: x2A2-x1A2+1$
(%13) P: float(solve([fl,£f2]));
(%03) [[x2 = -0.7746, x1 = -1.265], [x2 = -0.7746, x1 = 1.265],
[x2 = 0.7746, x1 = -1.265], [x2 = 0.7746, x1 = 1.265]]
(%14) J: jacobian([f1l,f2], [x1,x2]);
[ -2 x1 - 8 x2 1]
(%04) [ ]
[ - 2 x1 2 x2 1]
(%15) A: makelist (subst(Q,J),Q,P)$
(%16) map (determinant,d) ;
(%06) [- 19.6, 19.6, 19.6, - 19.6]
(%17) map (mat_trace,A);
(%07) [0.9806, - 4.079, 4.079, - 0.9806]
(%18) (4.079/2)n2;
(%08) 4.16

2 pontos de sela —= (-1.265,-02746) | (1.265,0.7746)

/L'fOCO ﬂth{(VO - (|.ZG 5-)‘0}:}4’5) 4—°—Q‘duadmnﬁ
1 foco vepu Is(vo — (-1.2¢5, 03746) 2> Q(UO\O!MMJE@

(%19) plotdf([£f1l,£f2], [x1,x2],[x1,-3,3],[x2,-3,3]1);

—_—— e L Y S S T R Y e e

| r¢go0
A
e;ﬁnb((:dade

——— L L S N T S Y e e —

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Q P?hdulo {/LS'LCO. Corpo Y‘fg’cdo que rodo. & volto. dum
eix0  fixo horizontal
o= &ngub no plano vertical

é = V(2|chdadt omjular

Ubm = Vom0 ¢ixo (X0
Y
2ixo Paralels _ 2
00 aixo?ﬁ‘rxo Te=m @
cebical ! —
e 9 ! 2 . ‘
Ees 2 (fun)'+ T 6" = L (mcey + Tem) O

U9 — _m9 QmCOS‘G‘

mf;é +m</>u’cmsin*6‘fo =) é:/%gmv@

( desFrzzando forga’s diss FPaﬁV@S)

‘4 . _ (Z
tom rimento o(ic2 /X: A
? 7C rcl/‘
6=w ]
. | ¢5pogo de a2 — (ﬁ) w)
W = ~%5m€ ol
Pontos de equilbrio
w=0, sinte=0 = He=nT N=0tLx2 ...
80220, 47,.. fen ki

di - _g
—_c - 0
O\'G XCO _6 _+’(+ . . , /\J(J
¢ = 2TC TR, o ﬁ%}o wasta
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105

Aproximagao linear do péndule

P=w > 10
{ = Jle,uw=|

,t%
® ?(:‘::isi'Z/_()i"rT(},../ e —o
’(:r/\:O) d@’tA=—%>O t
— centros.
@ﬁo{,:oi)ﬁ,iﬂ(/...\ . A\:[_(;[

teh=0 dd%A\;—%.(O
— \Don’fos O\Q sﬁlou

Refeato de fose (com A=0.5m):

L
0

l

1

oscilodor harmonice
sim p 5.

9-\%
({reg,angubr)

osciladar nvertido

(o/oil) plOtdf ( [wl '9-8*Sin(Q)/0-5] ’ [q,W] ’ [ql -101 10] ’ [wl _20120] ) H

20

10

-10

Ha ing

As curves Ae B constituem
uvion or bt hetevoclinico .
Dentro ha ciclos.

initas 6 bites hG‘I'E
roclinicas . N realidade
CorreSPondQM a dwas 57btas
homoc|inicas 500 poito mas
alto do pé\nd/ﬂolrodar\do
nuom dos dois sentidos ¢
re2ressando porcon €55¢ PO
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Espagos de gfase com virias dimensdes

SLS’{@MO&S de n egruagz’o'a ((2 ordzm>)nao aﬁénomas

>§’ =50 %t) 4 7 dombim varidvel de
Ky =$o (X, )%, ) estado.
. Eavagao otigarﬂ\cial paraf‘

Gk Xad)  d=4

Es (7090 o 052 com 1l dimensoes (x,)..,)Xn){)
wlocidade de ot — U= (?C’ )\CZ/” 2 &n) i)

No N\axima) P[o{dJY cdmite O\PQV\(J\S 1 ou2 variavers.
Pro%rama rk (Vungeb Kutta)

Flﬁ<[ﬂ, 7[2;' ”)Q‘J) [X')'“/X”], [X'O)"') Na )[.t)-to)'(lf) Aﬂ)
L/\/_‘/
valoces infcias (ZMJLO)
tor b= tast Dttt =l
resul+ado:
[j_‘{fo)xc”.-.) Xno'&; [%l, X”I"'/an)' ) [’Lf,XW). v )Xq{]}

ov ot PCS)X‘S)‘“) Xni& se a estado emJt)‘ﬂ
far divergente
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EXQMP\O 10.2 EQ}UO\QOTO de Bessel (COM o(:g\>
{25 £+ 1 3) 470

{roce o 9(0{1(0 de X&) com Valores Lniciai s :
to=01 X(o.N) =1 X(0.n=4

Reso}ugaol define- se Y=X
3%29 ktﬁ +(‘t2- —)X 0 eﬂLado—»{-%X,y)

> eguagoes de evolugao: €=1

<%11) B3: rk([y: (1/9/t/\2_1)*x_y/t]l[le]l[lll]l[tlo'lIZOIO'l])‘

(%12) last(B3);

(%02) [20.0, 0.3007, 0.0148]

(%13) plot2d([discrete,makelist([p[1l],p[2]],p,B3)], [xlabel, "t"
[ylabel, "x"]);

-0.8

1 1 1 1 1 1 L 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t
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Langoamento de Projéjfeis

9

- 2 peso e}cl‘ca%.’ (MP_mrL)fi — M}
. Lscera de raio R
Fr mf’;i Er :‘Z—;-?arﬁztfzzé :~_ﬂ;i~€a,R2|U'/~v§
7 X r = X1 +Y]
U=V =%T Y7

- ?r -m ) |[ A A
O\:—_%:_L]% garRZ \/72+\).jl (‘))’(L"Lug))_}J

m

O = -

2 L ¢ 2 _
Img‘”R Ox\o5 +0§ )%’"N%'R%W J

EKQmP‘OZ aS)Cam (angada da ori
inclinada 46°<obre a horizonta

Consideram-se 3 cps0s:

%Zm)com Oy = IZ%)

@ Sa=0 (no vécuo) Uy =0 ) ‘}j:‘g
® Sar= '-l% ) bola de tenis: R=3.25cn \ m=62g9
® S=12 % ; bola de tenis de wesen: R=)-9CM)WI=2.4;
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Solugmo para 0 Caso 1, entre t=0et=2;

(%11) [vx0, vyO0]l: float (12*[cos(%pi/4),sin(%pi/4)]1)$
(%1i2) trl:rk([vx,vy,0,-9.8], [x,v,vx,vy],[0,0,vx0,vy0],[t,0,2,0.01]

i3) last(trl);
03) [2.0, 16.97, - 2.629, 8.485, - 11.11]

0 sequinTe comando mostra_ & Paﬂfir de qut posigao
NG ?ista trl os valores de y sao negotivos:

(
(

i4) first (sublist_indices (trl, lambda ([p],p[3]1<0)));
04) 175

o° o

lista com as Posigzaes T”T/ ang{ua/ﬂfO & bola esteve no ar (yg@;

(%15) rl: makelist ([trl[i] [2],trl1[i] [3]1],1,1,174)$

Para as bolas 2 ¢3 foz-Se © mesmo, Pora simplificar 0s
coman das, definimos a expressao para [vle yma fungao
avxiltar C(R,m):

(%16) c(R,m) := -%pi*1.2*RA2/4/m$
(%17) v: sqgrt(vxA2+vyA2)$

(%1i8) tr2:rk([vx,vy,c(0.0325,0.062)*vx*v,c(0.0325,0.062) *vy*v-9.8]
[x,v,vx,vyl, [0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.01])%

) first (sublist_indices (tr2, lambda([p],p[31<0)));
) 167
0) r2: makelist([tr2[i] [2],tr2[1][3]1],1i,1,166)%$

(%111) tr3:rk([vx,vy,c(0.019,0.0024) *vx*v,c(0.019,0.0024) *vy*v-9.8]
[x,v,vx,vyl, [0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.01]1)%

(%112) first (sublist_indices (tr3,lambda([p],p[3]1<0)));
(%012) 133
(%113) r3: makelist ([tr3[i] [2],tr3([1]([3]1],1i,1,132)%
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0 se@uinic gf(i{—'tco mostro as Jfrajeiéﬂ'as das 3 bolas:

(%114) plot2d ([[discrete,rl], [discrete,r2], [discrete,r3]],
[xlabel,"x (m)"], [ylabel,"y (m)"],[y,0,12],
[legend, "vacuo", "ténis", "ténis de mesa"])p

12 I I I I I |

vacuo
ténis
ténis de mesa

10

y (m)
(o)}
T
|

0 2 4 6 8 10 12 14 16
X (m)

As JCrosJ'CJLério\S dos Projéfcis No ar NAao S&o paro/bo|ag/
devido & resistencia do ar,

-

A resisténcia do ar & afeta pais o bola deténis

ola mesa&  do gyé abo(a olz %a/nis/dav(do O gue G
primeira fem massa voldmia menor.
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Péndule de Wilbergorce
estado > (2 9, 2.,6)
52 3
Ce= m * \LM G d:sséé%f/ﬁ)
U=1kz'slad’+bes

_ b S b 2
= §% w o o=-T0-71.,

Usando os valores dos ParofméJrros dum pendulo (ST)
resolvem-s¢ as eguagaes com valores a|9vns valores ipicias -

(%i1l) [m, I, k, a, bl: [0.5, 1le-4, 5, le-3, 0.5e-21%

(%12) sol:rk([v,w, - (k*z+b*q) /m, - (a*g+b*z) /1], [(z,q,v,w], [0.1,0,0,0],
[t,0,40,0.011) ¢

(%13) plot2d([[discrete,makelist([p[1],100*p[2]],p,s0l)],
[discrete,makelist ([p[1],p[3]1],p,s0l)]], [xlabel,"t"],
[legend, "z","angulo"]) $

(%14) plot2d([discrete,makelist ([100*p[2],p[3]1],p,s0l)],
[xlabel,"z"], [ylabel, "angulo"]) $

O

=
o

angulo
o

® & & N o N & o ©
T T —T—= .
I

—
o
N

o
w
-
o
-
w
N
o
N L
[
w
o
w
w
N
o
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Sumdrios

Il CICLOS LIMITE sl
Jceriros z
alely™ @\
/)63 ,§O cols
> 1A
2
POVRLOé ole se/a @
LrAi=0 & sistema consanatve

s¢ existem cantros
4 C|CIO

s nos_sist, conservativos

Nza conservatiyo

foco

Peﬂnd/v\o[fdea ’> conservativo Vendylo real
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Exanmplo: penolulo num rzlo;m de Pend’ulo

(;IC‘O ||M/7L€

Ciclp | imide atrotivo
/ q/;%/. yd . .
w, | foo wpulsivo na ofigen
/ s
7 > G

/ %
K5&02r9|'a adicional (Foda demtoda movide

elo meaxmsmo do
rz 0910

Ovtro exemP|0; oscilacao dyma cords . Numa 9(/ﬂLarm

;{\ \\')) foco tjr rotivo
\F/ 7Y c \

Num violino —s ciclo [imilz - aQFendl do Sarco ¢ da forga

do arco
A o . ,\% N COfda
i cic lo

A Limte 7
PN

| y
SN

b~

~
[4
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Equag&o de Von der Pol

X 42E (X=X +X=0 (€ >0)
X = ' /osci\ador harmanico
59:280—%—)%—%

X|> | —diminigao da entrgra

- )
Hermo figo conservativo

X141 = avmento doentigia
= %Pem-sz ym ciclo limite Pm/xfmo a& X=%|

Portos do Wi\fbﬂo; Y=0, x=0 —»un(’came/ﬂfao@em

0 |
JI(X,@) :[—%Xj— ZE(—xz)]

j](o,o\{ 0 1 A=C iﬁz———\_

-2

foco fePu‘si\/O, se E4|

origem ¢ . .
A '9 no xmproprio r@FU\S(VO,Se E=|

no re{)u/s«'vo )5¢ &>

Retrato de fase no caso € =017
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(%11) plotdf ([y,2*%0.17*(1-xA2)*y-x], [x,v], [x,-4,4], Ily,-5,51,
[trajectory_at,0.1,0.1], [direction, forward], [nsteps,900]) $

4 NN > AR
N A
NN NV

2| v > - vy
NN > Ny
O vVoy )
tor ot vy

>‘011’t P
AR e « =
AU UL RN - =~ X

_2\'\\\ <~ =~ A\
\\\\\,___kk,_g\\\
\\\'\\,_‘,k,..\\'\\

o I N N SN

-2.5 0 2.5
X

Retrato de fase no caso E=1.7:

(%i2) plOtdf([y,2*l-7*<1'XA2)*Y'X], [le]l [XI-4I4]I [y1-6l6]l
[trajectory_at,0.1,0.1], [direction, forward], [nsteps,900])|$

e > > > > D e e e - — — —
- & — — — —

P |e € - — — — —

e > > > P e e e e — — —

— > > > > > > | e
_— — - > > >
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Existéncia. de ciclos Limite

tem de existir vm ciclo limit
(repulsivo)

EXUY\P|0||.| )22—9+ x(“ZXZ—B(jZ)
§ = x+y (12X -39)

) f1l: -y+x* (1-2*xA2-3*yA2)$

) £2: x+y* (1-2*xA2-3*yA2)$

) solve([fl,£f2]);

) [[x =0, v = 0]]

) plotdf ([f1,f2], [x,y], [x,-100,1001, [y,-100,1001)%
) plotdf ([f1,£f2], [x,y],[x,-0.1,0.1],[y,-0.1,0.1])%

— — — —

¥ o & & &

bk £ € e e

> > > > 7 - « o« o« «

VNN NS S

VNN S S—

\ \\\\_,_.,_,/-

XX ORNE ~

N
N
N
\Y
N\

SN N N N Ny

o

X o

Um Pon{o de Qau”ﬂorio,na origem. Lange da on'%em)effa
parece ser no Pr6|7rl'o ateative. Mas Navizinhanca da
orf@em descobre-se que l faco relﬁuls(s/o.

— Existe vm ciclo limife atrativo.
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(%i6) plotdf ([f1,f2], [x,v], [x,-1,11,[y,-1,11)}

A A
J v e e e e e e e

- = =

e e T

P i Ty i AR |
P A R Y A A |

Coordenadas po)aKS: X=rcost , y=rsing

) [x,y]l: r*[cos(qg
) gradef (r,t,rp)$
) gradef (g, t,ap)$
0) egl: diff(x,t)
0) cos(g) rp - si

) »sin(qg)]$

= ev(fl);
n(g) gp r = cos(qg) r
2 2 2 2
((- 3 8in (g) r ) - 2 cos (g) r + 1) - sin(qg) 1
(%111) eg2: diff(y,t) = ev(f2);
(%011) sin(g) rp + cos(g) gp r = sin(qg) r
2 2 2 2
((- 3 8sin (g) r ) - 2 cos (g) r + 1) + cos(qg) 1
(%112) solve([eql,eqg2], [rp,gpl);
2 2 3
%012) [[rp = ((- 3 sin (g)) - 2 cos (q)) r + r, gp = 1]]
(%113) trigsimp(%[1]1[1]);
2 3
(%013) rp = (cos (g) - 3) r + r
(%114) plot2d(subst(g=%pi/4,rhs (%)), [r,0,1]1);

7o)

N

cic¢ .
alrat(vo
\Jéd_)’\x/ -
oiN\ {

¢ = (cos?p —‘5)(‘3+ ¢ origap (£ (‘PUMVO o Lq['mi%e
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Tnexisténcia de ciclos Limite

E = dat(Ilxe, %)) >0

o deegil.
aﬁgajf Vo (rqu/\sivﬁ

> X

Exemplo 112, (%= 9=X
2/9 :%4’)(24'9)(3

(%11) [f1,f2]: [yA2-x, y+xA2+y*xA3]$
(%12) solve([fl,£f2]);
(%02) [[y = 0.6428 %i + 0.766, x = 0.9848 %1 + 0.1736],
[y = 0.766 - 0.6428 %i, x = 0.1736 - 0.9848 %i],
[y = 0.342 %1 - 0.9397, x = 0.766 - 0.6428 %i],
[y = (- 0.342 %i) - 0.9397, x = 0.6428 %i + 0.766],
[y = 0.9848 %1 + 0.1736, x = 0.342 %i - 0.9397],
[y = 0.1736 - 0.9848 %i, x = (- 0.342 %i) - 0.9397]1, [y=0, x=0]
(%13) J: jacobian([fl,f2], [x,¥]);
[ 1 2y ]
(%03) [ ]
[ 2 3 ]
[ 3x yv+2x x + 11
(%14) subst ([x=0,y=0]1,J);
[ -1 0]
(%04) [ ]
[ O 1]

um UNico ?oﬁfo de egyi|ﬂor?0/ (X/%:(O/ OX 4
det( J(o,0) =-1 = nao podam existic ciclos limcte
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Dinamica Populacional

X(Jr\ = POPU|a¢ﬁo no instante t 2 0

X =(x) = aumento/ diminvicso da ?oPu\agoTol por unidade
de tempo

£ devera Yor o ProPn’edadg . £(0)=0

=) X=0 ¢ sempre ponio de eguih’br;’o

Modelo de Malthys

X =ax (a>0) Qa=1wa de natalidade —Laxa de
mortalidade = constarite

e Xoeﬁ oumento ex Ponenda[

Modelo |09fs{ico (Verhylst)

{oxa de na{a(fdade =Q= consfan{i

toxa de moctolidade= bx = proporci onal & populagao
X = ox = bx* = x (a—bx)

=2 ponfos de equilibrio: X,=0, x=4

y ulsivo atralive )
Refrato deo fose e , oo

0 % X

X
/N

al ==
b/_’_/
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Sistemas de duas espécies
X(4) = populagao da especie 1 =0
Xg () = POPU\agdo da esPéCie 2 =20

>.<|:§l(X\,X23 )(. %(X”X‘A 0
&2:’%‘(%)%2) l(lfi(ﬁ {Z(X/ )Xg):O
2
atciz jocobiona ctescimeffo piopri
o8 2& cado espéc
:lr(sz) - =2 \iO;lu?ncia da
26 2 | epicie2 nad
ing\vé‘nda/ X SOl

da esPéc‘le L o 2

3tipos de sistemas

O sisTema com coo PerAGa0 gix) 251 >0
Xi

@ cistema Com comP@ﬁg&o: ;&_&Lo ) %}{(440
Xi 2

@ Sictema yred?odor presa.; e ¢ 6 com sindis
I FX O/DO$‘I,L05’

@XQW‘P‘O _E/ SO0 ¢ Z&/_O X = P(@dadoms

M2 28 X, ~ presos
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Sistemas Predador presa

predadods
podem exisTir ciclos

7 presas

Exemplo 11.3. Modelo de Lotka-VoHerra

K =k(a=cy)  §=y(bx-d) (a>0b0c0d>g
(Xéo/yéo)

,&{3 _cX X —s PMSOLS
J-
b9 bX- 0[} Y - P(aclado(es

pontos de egy/‘ll’brt’o
gx(a%g): 0 ai X=0, V, y="%
y (bx=4)=0 3=o)\/,><=%
=2 Po/rfos de equilﬂar’m (0,0) ) (X,9)=[%) %)
A':‘a 0] A =a >0, N,=-d <0
| 0 ~d] -5 (00) ¢ Ponfo de <ela
A\z:—O _C%} £rA,=0 , deftA,=ad>0
1k 0] A=kifad

05ci| g des com fxeq. om?u\ar ﬂ:\‘ac{
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Refroto de fase com a=g. b=3c=2 ¢ d=15

(o/oil) plOtdf([X*(6'2*Y), Y*(3*X'l5)], [le]l [Xlollo]l [YIOIlO])$

— N N RN N N N N
NN NN N

e o« o RN NN\ N X XN N

\\\,az/////////

,4—4—(—1—««&&1\'\\\\

T A . =g

£ e e e e e e e - e - - — — —

~ - B T T e e e R S

10

QO 22 Pon‘to de equilfbrio e cerrhro, e as dvas POPU/aWes
oscilom de forma rePe’ci%iva.

ExcrnPlo 114  Modelo de HOHM?—TanneP
)Z:X(I——&>—6_’<9_ 9:%(1_3)

7 7t++X 2X
(%i1) u: [x*(1-x/7) - 6*x*y/(7+7*x), y*(1-y/2/x)/51%
(%12) solve(u);
(%02) [[y=0, x=0]1, [y=0, x=-11, I[y=0, x=7], [y=-14, x=-7],
[y=2, x=1]1

2 PonJ[o5 de eg(ufh’bh'o (X, 9)=(0,0) )({o)c(l,z)
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(%13) J: jacobian(u, [x,v]);
[ 6 v 42 x y 2 x 6 x
[ (- ------- ) + o-------- - - --- + 1 - -------
[ 7 x + 7 2 7 7 x + 7
[ (7 x + 7)

(%03) [ Yy
[ 2 1
[ y 2 x %
[ _________________
[ 2 5 10 x
[ 10 x

= sistuma predador presa. X —presos, y-»predadores

Retrato de fase:

(%i4) plotdf (u, [x,vy], [%,0,10], [y,0,10])$

, 1 ciclo [imite (a preto) XeY vst,nociclo limite

oo e e e e e e e e —

— o — —
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